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Vorrede. 


iJas  Lehrbuch;  welches  hiermit  den  Schülern  und  Freunden 
der  Mathematik  übergeben  wird,  ist  zunächst  bestimmt,  als 
Grundlage  der  Vorträge  zu  dienen,  welche  an  der  hiesigen 
polytechnischen  Schule  von  mir  über  analytische  Geometrie 
der  Ebene  und  von  Herrn  Professor  Schlömilch  über  ana- 
lytische Geometrie  des  Raumes  gehalten  werden.  Diese  in 
dem  Lehrplane  der  Anstalt,  an  welcher  wir  vereint  wirken, 
begründete  Theilung  des  Unterrichtsstoffes  bildet  die  Veran- 
lassung zur  gemeinschaftlichen  Herausgabe  des  vorliegenden 
Werkes. 

Was  den  von  mir  speciell  bearbeiteten  Theil  betrifft,  so 
habe  ich  eine  zweifache  Bemerkung  vorauszuschicken,  die 
sich  eines  Theils  in  materieller  Hinsicht  auf  die  Auswahl  des 
Stoffes,  anderen  Theils  formell  auf  seine  Behandlung  und  An- 
ordnung bezieht.  Um  nach  der  ersteren  Seite  hin  wenigstens 
innerhalb  bestimmter  Grenzen  eine  gewisse  Vollständigkeit  %u 
erzielen,  war  mein  Augenmerk  hauptsächlich  darauf  gerichtet, 
aus  dem  reichen  Materiale,  welches  namentlich  die  Theorie 
der  Linien  zweiten  Grades  darbietet,  solche  Sätze  auszuwäh- 
len, die  eine  constructive  Anwendung  gewähren.  Es  ist  da- 
bei möglich  gewesen.  Einzelnes  aufzunehmen,  was  in  anderen 
Lehrbüchern  von  gleichem  elementaren  Standpunkte  gewöhn- 
lich ausgeschlossen  bleibt,  wohin  ich  unter  Anderem  die  Theorie 
der  Ejrümmungskreise  gerechnet  wissen  möchte.  Die  mehr 
praktische  Richtung  meiner  näheren  Schüler  war  bei  dieser 
Auswahl  massgebend;  doch  hoffe  ich,  dass  mich  deshalb  auch 
nach  anderer  Seite  hin  kein  Vorwurf  treffen  wird,  wenn  es 
mir  gelungen  ist,  innerhalb  des  gebotenen  Raumes  den  be- 
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handelten  StoflF  zu  einem  organischen  Ganzen  abzurunden.  — 
In  Beziehung  auf  die  Darstellung  war  mein  Streben  besonders 
auf  Vereinfachung  des  Calcüls  mittelst  geometrischer  Deutung 
der  Gleichungen  und  auf  eine  möglichst  natürliche  Verknüpfung 
der  einzelnen  Untersuchungen  gerichtet.  Wenn  mir  in  letz- 
terer Hinsicht  entgegengehalten  werden  sollte,  dass  in  einem 
Lehrbuche  der  analytischen  Geometrie  der  Discussion  der 
allgemeinen  Gleichung  zweiten  Grades  eine  andere  Stellung, 
als  bei  mir  geschehen,  nämlich  vor  der  Betrachtung  der  ein- 
zelnen Kegelschnitte  zuzuweisen  sein  möchte,  so  gebe  ich  dies 
in  systematischer  Hinsicht  gern  zu ;  praktisch  hat  es  mir  aber 
nicht  geschienen  mit  Rücksicht  auf  den  mathematischen  Stand- 
punkt der  Schüler,  welche  ich  im  Auge  hatte.  Meine  Er- 
fahrungen im  Lehrfache  haben  mir  die  Ueberzeugung  ge- 
währt, dass  die  allgemeinen  Untersuchungen  der  analytischen 
Geometrie  nur  dann  Nutzen  zu  schaffen  im  Stande  sind,  wenn 
ihnen  eine  längere  Uebung  in  speciellen  Discussionen,  welche 
an  Bekanntes  anknüpfen,  vorhergegangen  ist,  dass  sie  aber 
dann  mit  um  so  grösserer  Strenge  geführt  werden  können. 

Schliesslich  habe  ich  noch  zu  bemerken,  dass  die  mir  zu 
Gebote  stehenden  literarischen  Hilfsmittel  von  mir  benutzt 
worden  sind,  ohne  dass  ich  deshalb  Citate  gebe,  weil  dies  in 
einem  Schulbuche  nicht  am  rechten  Platze  sein  dürfte.  Auf 
Neuheit  des  Stoffes  macht  meine  Arbeit  keinen  Anspruch; 
kann  die  Art  der  Darstellung  zur  weiteren  Verbreitung  eines 
wichtigen  Zweiges  der  Mathematik  etwas  beitragen,  so  bin 
icB  vollkommen  befriedigt. 

Dresden,  im  September  1855. 


0.  Fort. 
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Einleitung. 


Xias  Gebiet  der  niederen  Geometrie  beschränkt  sich  auf  die 
Untersuchung  der  Eigenschaften  derjenigen  räumlichen  Gestalten, 
welche  mit  Benutzung  des  Lineals  und  Zirkels  darstellbar  sind, 
d.  i.  der  geradlinigen  Gebilde  und  des  Kreises ,  sowie  derjenigen 
Flächen  und  Körper,  deren  Entstehung  in  einfacher  Weise  auf 
diese  beiden  Grundformen  zurückgeführt  werden  kann.  Ihre  Me- 
thode geht  dabei  im  Wesentlichen  von  der  Anschauung  aus,  und 
wenn  sie  sich  zu  ihren  Untersuchungen  auch  der  reichen  Hilfs- 
mittel der  Algebra  bedient,  so  geschieht  dies  doch  nur  zu  dem 
Zwecke,  um  die  Formen  von  Grössenbeziehungen,  welche 
ursprünglich  der  geometrischen  Construction  entnommen  wurden, 
umzubilden  und  dadurch  zu  Lehrsätzen  oder  zur  Lösung  von  Auf- 
gaben zu  gelangen.  Dieser  Art  von  Anwendung  der  Arithmetik 
auf  die  Raumlehre  gehört  die  sogenannte  rechnende  Geometrie 
und  die  gewöhnlich  als  besonderer  Theil  davon  getrennte  Trigo- 
nometrie an. 

Jede  Benutzung  der  Zahlenlehre  zu  geometrischen  Unter- 
fluchungen  setzt  die  Möglichkeit  voraus,  die  Zahlen  ebenso,  wie  wir 
uns  den  Raum  an  keiner  Stelle  unterbrochen  denken,  als  stetig 
veränderlich  auffassen  zu  können.  Hierzu  geben  die  Erweiterun- 
gen, welche  die  Zahlenreihe  durcli  die  Operationen  der  Buch- 
stabenrechnung erlangt,  die  Mittel  an  die  Hand.  Während  die 
Weite  der  Sprünge,  welche  beim  Uebergange  von  einer  Zahl 
zu  ihrer  nächstfolgenden  oder  näclistvorh ergehenden  stattfinden 
müssen ,  durch  die  Einscliiebung  der  gebrochenen  Zahlen  beliebig 
klein  gemacht  werden  kann,  gewälirt  die  Einführung  der  Irrational- 
zahlen die  Möglichkeit,  die  auch  hierbei  noch  bleibenden  Lücken 
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auszufüllen;  mittelst  der  negativen  Zahlen  wird  aber  die  anfang- 
licli  vorhandene  einseitige  Begrenzung  aufgehoben.  Durch  diese 
Erweiterungen  wird  die  Reihe  der  auf  einander  folgenden  Zahlen 
mit  einer  nach  beiden  Seiten  unbegrenzten  geraden  Linie  ver- 
gleichbar ;  der  Uebergang  von  einem  Punkte  dieser  Geraden  zu 
einem  andern  mit  Durchlaufung  aller  möglichen  Zwischenpunkte 
lässt  sich  durch  den  Uebergang  von  einer  Zahl  zu  einer  andern 
darstellen. 

Diese  durch  die  stetige  Veränderlichkeit  der  Zahlen  erlangte 
Analogie  zwischen  den  Zahl  -  und  Raumgrössen  ist  für  die  Ent- 
wickelung  der  geometrischen  Wissenschaft  von  der  grössten  Wich- 
tigkeit geworden.  Descartes  (1596 — 1650)  fand  hierin  die  Mittel, 
auch  Beziehungen  der  Lage  in  das  Gebiet  der  Arithmetik  hin- 
überzuspielen und  dadurch  der  Geometrie  eine  üntersuchungs- 
methode  zu  eröffnen ,  welche  fast  vollkommen  unabhängig  von  der 
unmittelbaren  Anschauung  der  zu  untersuchenden  Raumgebilde 
bleibt. 

Wenn  man  eine  von  zwei  Zahlen,  welche  durch  eine  Glei- 
chung an  einander  gebunden  sind ,  der  Reihe  nach  alle  möglichen 
Werthe  annehmen  lässt ,  so  erlangt  die  andere  Zahl  eine  von  der 
jedesmaligen  Grösse  der  ersten  abhängige  Folge  von  Werthen. 
Descartes  legte  solchen  am  Faden  einer  Gleichung  fortlaufen- 
den veränderlichen  Zahlen  geometrische  Deutungen  unter  und 
gewann  durch  dieses  Hilfsmittel  aus  jeder  Gleichung  eine  stetige 
Folge  von  Punkten  der  Ebene,  die  sich  durch  ein  bestimmtes,  von 
der  besonderen  Natur  der  benutzten  Gleichung  abhängiges  Be- 
wegungsgesetz an  einander  gereiht  zeigen.  Die  Gleichung  ward 
für  ihn  der  arithmetische  Ausdruck  der  Form  einer  Linie.  Hiermit 
war  einer  neuen  Wissenschaft,  der  analytischen  Geometrie, 
die  Entststehung  gegeben*),  durch  welche  die  Raumlehre  eine 
völlige  Umgestaltung  erlangt  hat.  Die  Lehre  von  den  Gleichun- 
gen zwischen  veränderlichen  Zahlen  wird  in  ihr  zu  einer  uner- 
schöpflichen Bildungsquelle  räumlicher  Gestalten;  zugleich  ge- 
währt sie  aber  auch  die  Mittel ,  durch  neue ,  rein  algebraische 
Untersuchungsmethoden  die  Eigenschaften  dieser  Gebilde  zu  ent- 
decken. 


*)  Die  Grundlagen  der  neuen  Wissenschaft  sind  in  einem  kleinen 
Werke  von  Descartes  enthalten,  welches  1637  unter  dem  einfachen 
Titel  ,  Geometrie  *  in«  französischer  Sprache  erschien. 
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Während  dieser  Zweig  der  Geometrie  dnrch  Descartes  auf 
Betrachtung  der  Linien  in  der  Ebene  beschränkt  blieb,  so  erlangte 
er  durch  die  Nachfolger  desselben  bald  eine  wesentliche  Erweite- 
rung, indem  er  sich  auch  des  nach  drei  Dimensionen  ausgedehnten 
Raumes  bemächtigte.  Parent  (1666 — 1716)  wendete  zuerst  drei 
veränderliche  Zahlen  an,  um  eine  krumme  Oberfläche  durch  eine 
Gleichung  auszudrücken;  namentlich  aber  erhielt  diese  erweiterte 
Anwendung  der  analytischen  Geometrie  ihre  vollständige  Ent- 
wickelung  durch  Clairaut  (1713 — 1765)  in  einem  Werke  über 
die  Linien  doppelter  Krümmung  und  die  krummen  Oberflächen. 
Seitdem  hat  eine  grosse  Zahl  anerkannter  Mathematiker  sich  die 
Fortbildung  der  neuen  Disciplin  zur  Aufgabe  gemacht. 

Ihrem  historischen  Entwickelungsgange  getreu  zerfällt  die 
analytische  Geometrie ,  in  Uebereinstimmung  mit  der  Eintheilung 
der  niederen  Geometrie  in  Planimetrie  und  Stereometrie ,  in  zwei 
Haupttheile:  die'analytische  Geometrie  der  Ebene  und 
die  analytische  Geometrie  de^  Raumes.  Die  erstere  be- 
nutzt die  Lehre  von  den  veränderlichen  Zahlen  zur  Untersuchung 
der  Linien  in  der  Ebene,  die  letztere  beschäftigt  sich  mit  den  Li- 
nien im  Räume  und  den  Flächen. 

Die  analytische  Geometrie  der  Ebene,  die  hier  zunächst  un- 
sere Aufgabe  bilden  soll,  hat  ihren  Ausgang  zu  nehmen  von  den 
Methoden,  mittelst  deren  die  Lage  eines  Punktes  der  Ebene  in  der 
Bezeichnungsweise  dieser  Wissenschaft  ausgedrückt  wird. 


Erstes  CapiteL 
Die  Punkte  in  der  Ebene. 


§.  1. 
Punkte  in  einer  Geraden.  Eechtwinkliges  Coordinatensystem. 

Xn  einer  im  Punkte  A  einseitig  begrenzten  geraden  Linie  AX 
(Fig.  1)  wird  die  Lage  eines  beliebigen  Punktes  P  durch  die  Strecke 
AP^  d.  i.  durch  seinen  Abstand  vom  Anfangspunkte  vollständig  be- 
Fig.  1.  stimmt.     Die   Beschränkung,   hierbei 

A  P'  A      P  ^^®  Linie  in  A  begrenzt  anzimehmen, 

'  '       '       '         ^     scheint  deshalb  nothwendig,  weil  aus- 

serdem derselbe  Abstand  zweien  zu  beiden  Seiten  von  A  gelege- 
nen Punkten  zukommen  würde.  Wir  gelangen  jedoch  dahin,  diese 
vorläufige  Einschränkung  zu  beseitigen,  wenn  wir  einen  neuen 
Punkt  Ai  zum  Ausgange  für  die  Messung  der  Abstände  wählen  und 
den  Beziehungen,  durch  welche  die  frühere  und  jetzige  Entfernung 
des  Punktes  P  vom  Anfange  der  Messung  an  einander  geknüpft 
sind,  allgemeine  Geltung  zuschreiben.  Setzen  wir  nämlich  AP:=x, 
AiP=^  Xi  und  AAi  =  « ,  so  folgt : 

1 )  x^=  Xf  -{•  a 
und 

2)  Xi  =  x  —  a. 

Die  letztere  und  somit  auch  die  erste  Gleichung  findet  aber 
für  jede  beliebige  Lage  des  Punktes  P  Anwendung,  wenn  man  für 
solche  Punkte,  deren  x  <^  a  ist,  den  Werth  von  x^  negativ  in  Rech- 
nung bringt.  Haben  daher  z.  B.  P  und  P'  gleiche  Abstände  von 
Ai ,  so  kommen  den  Strecken  A^  P  und  A^  P'  gleiche ,  aber  mit  ent- 
gegengesetzten Vorzeichen  versehene  Zahlwerthe  zu. 
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Sowie  wir  in  der  obigen  Figur  von  einem  links  gelegenen 
Punkte  A  der  Linie  AÄ  ausgingen,  konnten  wir  uns  auch  dieselbe 
Gerade  anfänglich  nach  rechts  begrenzt  vorstellen  und  ganz  wie 
vorher  von  ihrem  Endpunkte  nach  A^  übergehen.  Wir  gelangen 
hierdurch  ohne  Schwierigkeit  zu  ganz  entsprechenden  Beziehun- 
gen ,  gewinnen  aber  zugleich  die  Ueberzeugung ,  dass  es  lediglich 
Sache  eines  vorläufigen  Uebereinkommens  ist,  auf  welcher  Seite 
vom  beliebig  gewählten  Ausgangspunkte  aus  die  Entfernungen 
aller  übrigen  Punkte  derselben  Geraden  als  positiv  oder  negativ 
in  Rechnung  zu  ziehen  sind. 

Werden  die  in  1)  und  2)  gewonnenen  Gleichungen  in  der  Form 
x  =  Xi  +  (+  ö)  und  ar,  =^  a:  +  ( —  a) 
geschrieben,  so  erhalten  beide  eine  gemeinschaftliche  Schreibweise 
und  zeigen,  wie  man  von  den  Entfernungen,  welche  einem  an- 
fänglich gewählten  Ausgangspunkte  zugehören ,  zu  den  auf  einen 
neuen  Anfang  bezogenen  übergeht.  Beachtet  man  hierbei ,  dass 
in  Uebereinstimmung  mit  dem  Vorigen  entgegengesetzten  Ver- 
schiebungen des  Anfangspunktes  entgegengesetzte  Vorzeichen  zu- 
kommen, so  kann  die  Formel  l)  als  Inbegriff  beider  Gleichungen 
angesehen  werden. 

Wir  gelangen  nach  diesen  Vorbetrachtungen  zu  der  Bestim- 
mung der  Lage  eines  an  beliebiger  Stelle  in  einer  Ebene  gelege- 
nen Punktes,  wenn  wir  zunächst  eine  gerade  Linie  als  seinen  geo- 
metrischen Ort  fixiren  und  in  dieser  seinen  Abstand  von  einem 
festen  Anfangspunkte  angeben.  Zu  diesem  Zwecke  seien  XX 
und  Y  Y'  (Fig.  2)  zwei  der  Lage  Fig.  2. 

nach    gegebene,    auf  einander  y 

senkrechte  und  im  Punkte  0  sich 
schneidende  Gerade  derjenigen 
Ebene,  in  welcher  die  Lage  eines 
Punktes  P^  bestimmt  werden  soll.    JiT-^-^  - 
Zieht  man  von  P^  die   Gerade 
Pj  iV  senkrecht  auf  YY\  also  pa- 
rallel mit  XX\   so  wird   durch  *^ 
die  Strecke  P,N  =  MO  der  Ab-  F' 
stand  der  Geraden  PiP^^  in  welcher  der  zu  bestimmende  Punkt 
gelegen  ist,  von  der  Linie  YY'  gemessen.    Wählt  man  hierauf  in 
P^P^  den  Punkt  M  als  Ausgang  für  die  Messung  der  Entfernung 
aller  übrigen  Punkte ,  so  ist  in  dieser  Geraden  durch  die  Strecke 


R N 


^X 


PN'  ^ 


■■* 
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P^M^^-=NO  die  Lage  von  Z',  vollständig  bestimmt.  Dasselbe  Re- 
sultat, nämlich  die  Abhängigkeit  der  Lage  des  Punktes  P,  von 
den  Entfernungen  PiN  und  PiM,  wird  gewonnen,  wenn  wir  an- 
fönglich  durch  /^,  M  die  Lage  der  Geraden  P,  P,  fixiren  und  in  ihr 
N  als  Anfangspunkt  der  Strecke  P,  N  wählen. 

Fassen  wir  das  Vorhergehende  zusammen,  so  kommt  es  im 
Wesentlichen  darauf  hinaus,  die  Lage  eines  Punktes  in  der  Ebene 
durch  seine  senkrechten  Abstände  von  zwei  in  dieser  Ebene  ge- 
legenen, auf  einander  senkrechten  Geraden  zu  bestimmen.  Durch 
diese  beiden  festen  Linien,  auf  welche  die  Lage  aller  anderen 
Punkte  der  Ebene  bezogen  werden  soll,  wird  dieselbe  in  vier  Fel- 
der, die  Winkelräume  JCOY,  YOX\  A"  Ol"  und  7' 0 -Y  zerlegt. 
Insofern  nun  jedesmal  ein  Punkt  in  jedem  dieser  Felder  dieselben 
Entfernungen  von  XX'  und  YY'  besitzt,  geht  die  bei  Punkten  in 
einer  Geraden  bereit«  vorhandene  Unbestimmtheit  in  eine  Vier- 
deutigkeit  über,  der.wir  uns  jedoch,  wie  dort,  entziehen,  wenn  wir 
nach  Analogie  der  früheren  Untersuchungen  den  Begriff  der  ent- 
gegengesetzten Grössen  zu  Hilfe  nehmen.  Da  es  hierbei  nur  Sache 
des  Uebereinkommens  ist,  wohin  man  die  positiven  und  wohin  die 
negativen  Strecken  zu  verlegen  hat,  so  soll  ein  für  allemal  die  Be- 
stimmung getroffen  werden,  dass,  wo  nichts  Anderes  besonders 
festgesetzt  wird,  die  Distanzen  nach  der  rechten  Seite  von  YY' 
und  nach  Oben  von  XX*  als  positive,  die  entgegengesetzt  gelege- 
nen dagegen  negativ  in  Rechnung  gebracht  werden.  Haben  daher 
z.  B.  in  Fig.  2  die  Punkte  />,,/>,,/>,,  />,  die  gleichen  Abstände 
P,N^^  P^N~  P^N'  ^^  P,N'  ^a  und  P^M  =  P^M'  =^  P^M' 
=  P^M=b^  so  ist  nach  unserem  Uebere inkomm en  die  Entfer- 
nung des  Punktes 
Pi  von  der  Geraden  YY"  =  +  a,  von  der  Geraden  XX' --  +  6, 
^t    »»      n  M  )f     .=  -       a,      „      ,,  „  ,,      -  =  +  ^» 

^B      n        »»  j,  n       =^ ö>       „        „  n  ,,       '-^ b, 

Die  beiden  Linien  XX'  und   YY\  von  denen  die  Lage  aller 
Punkte  der  Ebene  abhängig  gemacht  ist ,  haben  die  Namen  C  o  - 


*)  Für  den  Anfänger  dürfte  es  nicht  ohne  Nutzen  sein ,  wenn  er  vor- 
läufig auf  die  Uebereinstimmung  der  Zeichenwechsel  der  Grössen  a  und  b 
mit  den  Vorzeichen  der  Functionen  (.'osinus  und  Sinus  in  den  vier  Quadran- 
ten aufmerksam  gemacht  wird. 
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ordinatenachsen  erhalten  und  bilden  zusammengenommen  ein 
rechtwinkliges  Coordinatensy stem.  Ihr  Durchschnitts- 
punkt  O  führt  die  Benennung  Anfangspunkt  der  Coordinaten 
oder  Mittelpunkt  des  Coordinatensystems ;  die  Strecken  PM 
und  Pi\r  werden  die  Coordinaten  des  Punktes  /^genannt.  Um 
zu  einer  Auseinanderhaltung  der  beiden  Coordinatenachsen,  sowie 
ihrer  zugehörigen  Coordinaten  zu  gelangen,  giebt  man  ersteren 
nach  ihrer  gewöhnlichen  Bezeichnung  den  Namen  -Y-Achse  und 
7- Achse;  die  Coordinaten  dagegen  werden  mit  dem  der  Benen- 
nung der  parallelen  Achse  entsprechenden  kleinen  Buchstaben  x 
oder  y  bezeichnet  und  führen  die  Namen  or  -  Coordinate  und  y-Co- 
ordinate  des  zugehörigen  Punktes.  So  ist  nach  dem  Obigen  für 
P^  die  X  -  Coordinate  x-^  +  a  und  die  y  -  Coordinate  y  =  +  6, 
für  i>j  aber  ar  =  —  ö  ,  y:^  +  b  u.  s.  f. 

Insofern  in  Fig.  2  PiN^=  OM  ist,  muss  es  auch  ausreichen, 
zur  Bestimmung  der  Lage  von  Pj  nur  die  y  -  Coordinate  Pj  M  zu 
construiren  und  die  auf  der  A'- Achse  vom  Anfangspunkte  0  aus 
abgeschnittene  Strecke  0  M  als  die  zugehörige  x  •  Coordinate  zu 
betrachten.  Bei  dieser  zur  Abkürzung  des  Verfahrens  gebräuch- 
lichen Construction  führt  die  auf  der  ^- Achse  abgeschnittene  Co- 
ordinate den  Namen  Abs  eis se,  das  entsprechende  y  den  Namen 
Ordinate  des  Punktes  P,.  Beide  Benennungen  lassen  sich  dann 
auch  auf  die  Achsen  übertragen,  so  dass  die  X  -  Achse  den  Namen 
Ab  sei  SS  en-  und  die  F- Achse  den  Namen  Ordinatenachse 
erhält.  Mit  demselben  Rechte  kann  allerdings  auch  die  x  -  Coordi- 
nate Pi  N  direct  als  Ordinate  construirt  und  das  zugehörige  y  als 
Abscisse  0  N  auf  der  F-  Achse  abgeschnitten  werden ;  man  entgeht 
jedoch  dieser  Unbestimmtheit,  wenn  man  in  letzterem  Falle  auch 
die  Bezeichnung  der  Achsen  verwechselt. 

Die  zuletzt  mitgetheilten  abgekürzten  Constructionen  gewin- 
nen besonders  dann  eine  nutzbare  Anwendung ,  wenn  in  einer  ge- 
gebenen Bildebene  ein  bestimmter  Punkt  mittelst  seiner  Coordi- 
naten aufgetragen  werden  soll.  Aus  dem  Früheren  erhellt,  dass 
diese  Aufgabe  nur  eine  Lösung  haben  kann,  wenn  das  Coordi- 
natensystem  und  die  zur  Abmessung  der  geradlinigen  Strecken 
dienende  Längeneinheit  fixirt  ist. 

Wird  zur  Darstellung  eines  Punktes  nur  eine  seiner  beiden 
Coordinaten  gegeben,  so  genügt  der  gestellten  Aufgabe  jeder  Punkt 
derjenigen  Geraden,  welche  in  einem  der  gegebenen  Coordinate 
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gleichen  Abstände  parallel  zur  andern  Achse  gelegt  werden  kann*). 
Die  Gleichung 

3)  x--a 

umfasst  also  die  Lagen  aller  Punkte  einer  in  der  Entfernung  a 
zur  F- Achse  gezogenen  Parallelen,  während  die  Gleichung 

4)  y=^b 

einer  Parallelen  zur  AT-  Achse  angehört.  In  gleicher  Weise  be- 
ziehen sich  die  Formeln 

5)  x=^0   und   y=^0 

auf  alle  in  den  beiden  Coordinatenachsen  gelegenen  Punkte,  und 
zwar  die  erstere  auf  die  F-,  die  letztere  auf  die  A'- Achse.  Durch 
das  Zusammentreflfen  der  beiden  letzten  Gleichungen  wird  der 
Coordinatenanfang  bestimmt. 

§.  2. 
Schiefwinkliges  Coordinatensystem.  Polarcoordinaten. 

Dieselben  Beziehungen ,  welche  im  vorigen  Paragraphen  für 
die  Lage  eines  Punktes  gegen  ein  rechtwinkliges  Coordinaten- 
system aufgestellt  wurden ,  finden  auch  für  zwei  einen  beliebigen 
schiefen  Winkel  einschliessende  Coordinatenachsen  Anwendung, 
wenn  man  nur  die  Coordinaten  des  Punktes  nicht  mehr  in  senk- 
rechter Richtung,  sondern  in  einer  zu  den  Achsen  parallelen 
Lage  misst.  Fig.  2  geht  hierbei  in  Fig.  3  über,  an  welcher  alle 
jrjg  3^  auf  die   erstere  Figur  bezügli- 

chen Betrachtungen  wiederholt 
werden  können.  —  Der  von  den 
positiven  Achsenseiten  einge- 
schlossene Winkel  YOJC  führt 
hierdenNamen  Coordinaten- 

winkel,  das  System  selbst  heisst 

■§  /iV  P^  ein    schief.winkliges   Coor- 

Y"  dinatensystem.  Alle  übrigen  Be- 

nennungen werden  vom  rechtwinkligen  System  übertragen.  Die 
rechtwinkligen  und  schiefwinkligen  Coordinaten  lassen  sich  in  dem 
Namen  Parallelcoordinaten  zusamm.onfassen. 


*)  Durch  die  uöthige  Rücksicht  auf  ^e  Vorzeichen  der  Coordinaten 
werden  hierbei  die  beiden  in  gleichem  Abstände  von  einer  Geraden  gele- 
genen Parallelen  unterschieden. 
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Die  Anwendung  eines  rechtwinkligen  Coordinatensysteme« 
ährt  gross entbeils  zu  einfacheren  Rechnungen,  als  die  Wahl  eines 
ehiefwinkligen ;  doch  werden  wir  auch  Fälle  kennen  lernen,  wo 
iurch  letzteres  eine  grössere  Eleganz  bedingt  wird.  Vorläufig  be- 
schränken wir  uns  auf  eine  Untersuchung,  welche  unabhängig  vom 
Coordinatenwinkel  für  beide  Arten  von  Parallelcoordinaten  Giltig- 
keit  hat. . 

Wird  die  F- Achse  eines  Parallelcoordinatensystems  parallel 
mit  sich  selbst  um  eine  auf  der  X-Achse  gemessene  Strecke  a 
verschoben ,  so  verkleinern  sich  hierdurch  die  Abscissen  um  diese 
Grösse  a ,  wenn  die  Verschiebung  nach  der  Seite  der  positiven  x 
vor  sich  geht ;  sie  nehmen  dagegen  um  dieselbe  Strecke  zu,  sobald 
die  Verschiebung  im  entgegengesetzten  Sinne  stattfindet.  Be- 
zeichnen wir  mit  x  die  auf  die  anfangliche  F- Achse  bezogene 
Abscisse  eines  beliebigen  Punktes,  dagegen  mit  o:,  die  entspre- 
chende Entfernung  desselben  Punktes  von  der  neuen  Achse,  so 
lassen  sich  beide  Fälle  in  der  Formel 
1)  x^-oCi+a 

zusammenfassen,  wenn  nur  ein  nach  der  Seite  der  negativen  x  lie- 
gendes' a  auch  als  negative  Abscisse  in  Rechnung  gezogen  wird. 
Die  Analogie  mit  der  in  §.  1  besprochenen  Verschiebung  des  An- 
fangspunktes für  Messung  der  Abstände  von  Punkten  in  einer 
Geraden  enthält  hierfür  den  Beweis.  —  Wird  femer  die  X-  Achse 
um  eine  auf  der  F- Achse  gemessene  Strecke  b  parallel  zu  sich 
selbst  verschoben  und  bezeichnet  man  dabei  mit  y  und  y,  die  alten 
und  neuen  Ordinaten  eines  Punktes  der  Coordinatenebene ,  so  er- 
giebt  sich  in  gleicher  Weise ,  wie  vorhin ,  das  Resultat : 
2)  y  =  yi  +  b. 

Insofern  a  und  b  die  nach  der  Richtung  der  x  und  t/  gemesse- 
nen Verschiebungen  beider  Achsen  bezeichnen,  stellen «ie  zugleich 
die  Verschiebungen  des  den  Achsen  gemeinschaftlichen  Punktes 
dar ,  oder  bilden  mit  anderen  Worten  die  Coordinaten  des  neuen 
Anfangspunktes.  Bestätigt  wird  dieses  Resultat,  wenn  man  in  1) 
und  2)  nach  Anleitung  von  5)  in  §.  1  für  den  neuen  Coordinaten- 
anfang  iCi  =  0  und  yi  =^  0  setzt. 

Zu  einer  von  dem  Vorigen  wesentlich  verschiedenen  Methode, 
die  Lage  eines  Punktes  in  einer  Ebene  zu  bestimmen,  gelangt  man 
durch  Vertauschung  der  parallel  mit  sich  selbst  verschiebbaren 
Linie,  welche  bei  Anwendung  der  Parallelcoordinaten  alle  Punkte 
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der  Ebene  in  sich  aufnehmen  muss,  mit  einer  um  einen  festen 
Pankt  drehbaren  Geraden.  Dies  geschieht  in  den  sogenannten 
Polarcoordinateu,  welche  die  Lage  eines  jeden  Punktes 
der  Coordinateuebene  durch  seine  Distanz  von  einem  festen  Punkte 
—  dem  Pol  —  und  den  Winkel  ausdrücken,  den  seine  gerad- 
linige Entfernung  vom  Pole  mit  einer  festen  durch  den  Pol  geleg- 
p.      .  teu  Achse  einsehliesst.   Stellt  näm- 

^  lieh  OX  in  Fig.  4  die  Achse  des 

Polarcoordinatensystems   dar ,   die 
wir  uns  im  Pole  0  begrenzt,  nach 
ß^  X 'JC   X  zu  aber  unbegrenzt  denken  müs- 

sen ,  so  wird  die  Lage  des  Punktes 
Fl^  P  durch  den  Abstand  PO  —  seinen 

sogenannten  Radius  vector  oder  Leitstrahl  —  bestimmt, 
wenn  ausserdem  der  Winkel  POX  gegeben  ist,  den  dieser  Radius- 
vector  mit  der  Achse  bildet.  Wir  wollen  den  Leitstrahl  PO  mitr 
und  den  Winkel  POX —  die  Anomalie  —  mit  q)  bezeichnen; 
r  und  (p  bilden  dann  die  Polareoordinaten  des  Punktes  P, 

Lässt  man  den  Winkel  g>  immer  in  derselben  Richtung  von 
OX  aus  von  0  bis  360^  wachsen,  so  geht  der  bewegliche  Radias- 
vector,  der  hierbei  von  0  nach  P  hin  unbegrenzt  angenommen  wer- 
den muss,  durch  alle  Punkte  der  Ebene  hindurch,  ohne  dass  er 
rückwärts  über  0  hinaus  verlängert  zu  werden  braucht.  Haben 
daher  z.  B.  die  in  eine  Gerade  zusammenfallenden  Strecken  PO 
und  P' 0  dieselbe  Grösse,  so  kommen  den  Punkten  P  und  P' 
gleiche  Werthe  von  r  zu,  während  die  Anomalie  des  letzteren  Punk- 
tes um  180^  grösser  ist,  als  die  des  Punktes  P.  So  lange  es  daher  nur 
gilt,  die  Lage  aller  Punkte  der  Ebene  durch  Polareoordinaten  zu 
fixiren,  können  negative  Leitstrahlen  eben  so  wohl  ausgeschlossen 
werden,  als  Anomalien  ausserhalb  der  Grenzen  0  und  360^*). 

Zwischen  den  Polar-  und  den  rechtwinkligen  Coordinaten 
eines  Punktes  finden  sehr  einfache  Beziehungen  statt,  wenn  man 
den  Pol  mit  dem  Coordinatenanfange  des  rechtwinkligen  Systems 
und  die  Achse  der  Polareoordinaten  mit  der  positiven  Seite  der 


*)  Später,  namentlich  bei  der  Theorie  der  Spiralen,  muss  allerdings 
diese  Beschränkung  aufgehoben  werden;  vorläufig  jedoch,  wo  wir  uns  der 
Polareoordinaten  grossentheils  nur  als  eines  Hilfsmittels  zur  Umgestaltung 
der  für  Parallelcoordinaten  giltigen  Formeln  bedienen  werden,  kann  durch 
Beibehaltung  dieser  Grenzen  manche  Betrachtung  vereinfacht  werden. 
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Z- Achse  zusammenfallen  lässt,  wobei  die  Anomalien  in  der  Dreh- 
richtung von  OX  aus  nach  der  Seite  der  positiven  y  hin  wachsen 
sollen.  Aus  Fig.  4,  worin  unter  den  gegebenen  liedingungen  OM 
und  PM  die  rechtwinkligen  Coordinaten  des  Punktes  P  darstellen, 
ergiebt  sich  dann  unmittelbar: 

3)  o:  =  r  cos  q>y  y  -^r  sin  q>. 

Die  allgemeine  Giltigkeit  dieser  beiden  Relationen  zeigt  sich, 
sobald  man  in  Fig.  2  die  Leitstrahlen  der  vier  Punkte  Px,  Pf,  P^j 
P^  construirt,  wobei  die  Anomalien  die  Werthe  g) ,  180* — gp, 
180^+  q>  und  360^—  q>  durchlaufen.  Die  Grösse  vonr,  sowie  die  ab- 
soluten Werthe  von  x  und  y  bleiben  hierbei  ungeändejrt,  während 
die  früher  genannten  verschiedenen  Vorzeichen  der  rechtwinkligen 
Coordinaten  der  vier  Punkte  P  sich  aus  den  Vorzeichen  der  Sinus 
und  Cosinus  ebenfalls  richtig  ergeben. 

Sowie  die  Formeln  3)  dazu  dienen ,  um  von  den  gegebenen 
Polarcoordinaten  eines  Punktes  zu  seinen  rechtwinkligen  über- 
zugehen ,  so  erhält  man  Gleichungen  zur  Lösung  der  entgegenge- 
setzten Aufgabe ,  wenn  man  in  den  genannten  Formeln  auf  r  und 
cp  reducirt.  Werden  nämlich  beide  Gleichungen  qnadrirt  und 
addirt,  so  entsteht: 

4)  r*  =  a:*  +  y*,     also  r  =  ]/x*+y^ , 
während  man  durch  Division  zu  der  Gleichung 

5)  tang>^^^*) 

X 

gelangt.  Es  wird  nicht  die  geringste  Schwierigkeit  gewähren,  die 
Richtigkeit  dieser  Formeln  auch  in  der  Figur  nachzuweisen. 

£twas  complicirter  gestalten  sich  die 
Beziehungen  zwischen  den  schiefwinkligen 
und  Polarcoordinaten  eines  Punktes,  wo- 
bei wieder  beide  Systeme  den  oben  aufge- 
stellten Bedingungen  unterworfen  werden 
sollen.  Wir  halten  uns  hierbei  an  Fig.  5, 
wo  OM  =  x  und  PM=y  die  schiefwink- 


*)  Die  Zweideutigkeit,  welche  diese  Formel  insofern  zu  enthalten 
scheint,  als  zweien  um  eine  halbe  Umdrehung  verschiedenen  Winkeln 
gleiche  trigonometrische  Tangenten  zukommen ,  verschwindet ,  sobald  man 
nicht  allein  auf  das  Vorzeichen  des  Quotienten  — ,  sondern  auch  auf  die 
besonderen  Zeichen  seines  Dividenden  und  Divisors  Rücksicht  nimmt. 


—     12    — 

ligen  Coordinaten  den  Punktes  P,OP=^r  und  L  MOP  =  (p 
seine  Polarcoordinaten  darstellen.  Wird  der  Coordinatenwinkel 
ÄOY  mit  CD  bezeichnet,  so  findet  man  aus  einem  bekannten  trigo- 
nometrischen Gesetze  die  Proportionen : 

a: :  r  =-=  sin  (a>  —  g>)  :  sin  o> 
y  :  r  =~^  sin  g) :  sin  o> 
und  hieraus 

^.  r  sin  (ö)  —  €p)  r  sin  q> 

6)  x--^ ^ —  ,  y  =  — : 

stn  m  stn  o 

Ferner  gewährt  das  Dreieck  OMP  die  Gleichung: 

7)  r^  -^x^  +  1/^  +  2xy  cos  an 
und  aus 

PQ 

ergiebt  sich  die  Formel: 

CN  ,  ysinto 

8)  tan  w  ^^  — ; *). 

ic  +  y  cos  00 

Auch  hier  wird ,  wenn  man  die  Coordinaten  der  Punkte  P„ 
P%t  -^3  1  A  (^ig«  3)  i^  beiden  Systemen  verfolgt,  mit  Leichtigkeit 
die  allgemeine  Geltung  dieser  Relationen  nachgewiesen.  —  Die 
Gleichungen  6)  bis  8)  sind  insofern  als  allgemeinere  zu  betrachten, 
als  man  aus  ihnen  zu  den  Formeln  3)  bis  5)  zurückkommt ,  wenn 
man  w  =^  90^  setzt. 

§.  3. 

Aufgaben. 

Durch  die   bis  jetzt  gewonnenen  CoordinatenbegriflFe  nebst 

ihren  gegenseitigen  Beziehungen  sind  wir  in  den  Stand  gesetzt, 

mehrfache  Aufgaben  zu  lösen.    Folgende  mögen  hier  Platz  finden. 

I.     Durch    die    gegebenen    Coordinaten    zweier 

Punkte  P  und  P^  ihre  Entfernung  PP,  auszudrücken. 

*)  Dieselbe  Gleichung  lässt  sich  auch  aus  Nr.  6)  durch  Elimination 
von  r  gewinnen.   Durch  Division  erhält  man  zunächst: 

X        sin  («0  —  q>) 
y  '  sin  q>       ' 

worin  man  sin  (m  —  q>)  zu  entwickeln  und  Zähler  und  Nenner  der  rechten 
Seite  durch  cos  9  zu  dividiren  hat ,  um  zu  der  Formel 
X       sinm  —  cos  oa  tan  9 
y  tanq> 

zu  gelangen.  Hierin  kann  nachher  leicht  auf  tan  9  reducirt  werden. 
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A.  Bei  Anwendung  rechtwinkliger  Coordinaten  (Fig.  6). 


Fig.  6. 


Es  seien  x  und  y  die  rechtwinkligen 
Koordinaten  OM  und  PM  des  Punktes  P 
and  x^  t/i  die  entsprechenden  Grössen  für 
P, ;  ferner  werde  die  Entfernung  PP^  mit 
e  bezeichnet. 

Wir  verschieben  die  gegebenen  Co- 
ordinatcnachsen  parallel* zu  sich  selbst  in 
die  Lage  SPi  H-»  so  dass  P,  zum  neuen  Co- 
ordinatenanfange  wird,  und  bezeichnen  mit  \  und  ly  die  auf  dieses 
neue  System  bezogenen  Coordinaten  des  Punktes  P.  Dann  ist 
nach  Formel  4)  in  §.  2 

^  =  ?  +  rA 

Zugleich  entsteht  aus  1)  und  2)  desselben  Paragraphen 
a:  =  1  +  iTj    uhd    y  =  ly  +  y, , 
also  auch : 

|r=a: — x^    und    i;  =  y — y,. 
Die  Verbindung  dieser  Formeln  giebt: 

1)  «.  =  (a;_a;,)'  +  (y-y.)' 
oder 

Die  allgemeine  Geltung  der  zu  Grunde  gelegten  Formeln  lässt 
dieses  Resultat  als  unabhängig  von  der  besonderen  Lage  der  Punkte 
P  und  P,  erscheinen, 

B.  Sind  P  und  P,  durch  ihre  Polarcoordinaten  r  tp  und  r,  ^p^ 
bestimmt,  so  dass  z.  B.  OP^^^  r  und  L  MOP^=^  g>,  so  erhalten  wir 
aus  dem  Dreieck  POP^\ 

2)  e'  =  r'  +  r,*  —  2r r,  <?05  ((T  —  g>i) 
oder 

6  =  ^r*  +  r,*— .  2rri  co5  (g?  —  g>,), 
und  es  ist  auch  hier  leicht,  die  Allgemeinheit  dieser  Formel  nach- 
zuweisen. Befinden  sich  nämlich  zunächst  die  beiden  Punkte  in 
einer  solchen  Lage,  dass  die  Differenz  q>  —  cp,  negativ  wird,  so 
ist  dies  bekanntlich  ohne  Einfluss  auf  die  Cosinusfunction  und  so- 
mit bleibt  die  Richtigkeit  der  gefundenen  Formel  erhalten.  Lie- 
gen ferner  P  und  P,  so  zu  beiden  Seiten  von  OX,  dass  die  den 
beiden  Punkten  zugehörigen  Anomalien  um  mehr  als  180"  ver- 
schieden sind ,  so  geht  die  Formel  2)  über  in  die  Gleichung : 
6«  =  r«  +  r,^  —  2rr,  cos  [9  +  (360^— 9i)], 
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Die  Eckpunkte  heissen  P,  P^  P2,  ihre  Coordinaten  der  Reihe 
nach  xyy  rc^y,,  x^y^,  und  .die  Dreiecksfläche  werde  wieder  mit  J 
bezeichnet.  Verschieben  wir  beide  Achsen  parallel  zu  sich  selbst, 
bis  der  Punkt  P,  Coordinatenanfang  wird ,  so  sollen  ^  rj  und  |i  ij, 
die  auf  das  neue  System  bezogenen  Coordinaten  der  Punkte  P 
und  P^  sein. 

Wird  zunächst  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  ange- 
wendet, so  ergiebt  sich  aus  Formel  5) 

Nach  Analogie  der  bei  Aufgabe  I.  unter  A,  angestellten  Be- 
trachtungen ist  aber 

^  ^^=X  —  X2,  tj  =  y  —  t/^, 

St=^i — ^f»      »/i=yt— y«; 

folglich  erhält  man : 

2  ^  ~  (y — y,)  (ic,  — o:,)  —  (x—x;)  (y,  — y«) 
und  nach  Ausführung  der  Rechnung  und  geänderter  Ordnung  der 
einzelnen  Glieder: 

7)  2z/=r:=(yir,  — a:y,)  +  (yi^2— ^1^2)  +  {yt^  —  ^^y) 
oder  auch: 

8)  2J^y  {Xi  —x^)  +  y^  {x^  —  x)  +  y^  {x  —  x^). 

Beide  Formeln  sind  nicht  allein  sehr  symmetrisch ,  sondern 
können  auch  ohne  Weiteres  hingeschrieben  werden,  wenn  man 
den  Kreislauf  beachtet,  welcher  im  Wechsel  der  Stellenzeiger  der 
einzelnen  Coordinaten  stattfindet.  Jenaclidem  man  bei  der  Nume- 
rirung  der  einzelnen  Eckpunkte  dieselben  nach  der  einen  oder 
nach  der  entgegengesetzten  Richtung  durchläuft,  erhält  man  für 
den  Flächeninhalt  einen  positiven  oder  einen  negativen  Ausdruck; 
nach  der  oben  bei  Gleichung  4)  gemachten  Bemerkung  kann  aber 
jedesmal  nur  der  absolute  Zahlwerth  in  Frage  kommen. 

Wiederholen  wir  die  vorhergehende  Untersuchung  für  ein 
schiefwinkliges  Coordinatensystem ,  so  geht  die  Gleichung  6)  in 
den  der  Formel  8)  entsprechenden  Ausdruck : 

9)  1/1  =  [y  {x^  —x^)  +  y^  {x^  —  x)  +  y^  (^x—x^)]  sin  m 
über,  worin  a>  den  Coordinatenwinkel  bezeichnet. 

Wenn  endlich  in  Nr.  7)  und  9)  die  Fläche  ^  =^  0  gesetzt  wird, 
so  ergiebt  sich  als  Bedingungsgleicliung  dafür,  dass  die  drei 
Punkte  P,  P,  und  P^  in  einer  geraden  Linie  liegen,  die 
Formel : 

10)  y  (x^  —  x^)  +  y,  {x^  —  x)  +  y,  {x—x^)  =  0. 
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IV.  Eine  im  Folgenden  mehrfach  zur  Anwendung  kommende 
Aufg/ib^  verlangt:  den  Mittelpunkt  P  der  geraden  Ver- 
bindungslinie zweier  durch  Parallelcoordinaten  be- 
stimmten Punkte  P,  und  -P,  in  Coordiiiaten  desselben 
Systems   auszudrücken. 

Um  sogleieh  zu  möglichst  allgemeinen  Resultaten  zu  gelangen, 
geben  wir  dem  Coordinatenwinkel  XO  Y  in  Fig.  7  eine  beliebige 
Grösse.  Die  Coordinaten  der  Punkte  P^ 
Py  und  P^  werden  wie  in  der  vorigen  Auf- 
gabe bezeichnet  und  beide  Achsen  wieder 
parallel  zu  sich  selbst  verlegt,  so  dass  P^ 
Coordinatenanfang  wird.  Im  neuen  Sy- 
steme erhalten  die  Coordinaten  der  Punkte 
P  und  jPj  ebenfalls  die  obigen  Bezeich- 
nungen. 

Nach  einem  bekannten  Satze  der  Planimetrie  folgt  unter  die- 
sen Voraussetzungen,  dass 

l  —  k^i  und  ri^r^\riy, 
also  auch: 

^  —  ^2  ^    \^        und  y  —  Vt—----' 

Durch  Reduction  auf  x  und  ;/  erhält  man  hieraus  für  die  ge- 
suchten Coordinaten: 

Die  allgemeine  Giltigkeit  dieser  Formeln  knüpft  sich  an  die 
Allgemeinheit  der  dabei  zu  Grunde  gelegten  Relationen. 

Es  wird  eine  nützliche  Uebung  gewähren,  die  in  Nr.  10)  für 
die  Coordinaten  dreier  in  einer  Geraden  gelegenen  Punkte  ge- 
wonnene Bedingungsgleichung  an  dem  hier  gefundenen  Resultate 
zu  erproben. 

V.  Verallgemeinern  wir  die  vorhergehende  Aufgabe  dahin, 
die  Lage  des  Punktes  P  in  der  Verbindungslinie  zwischen  P, 
und  jPj  so  ^^  bestimmen,  dass  das  Verhältniss 

Pi>, : />!  i>,  =  1  :  w 
stattfindet*),  so  erhalten  wir  mit  Beibehaltung  der  vorigen  Be- 
zeichnungen : 

*)  Sobald  nicht  w  =  2  ist,  findet  sich  noch  ein  zweiter  dieser  Bedin- 
gung genügender  Punkt  auf  der  Verlängerung  von  P^  P^. 

Anal.  Geoni.    I.  2 
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also  auch: 

12)  ;r-x.  =  ^l^*undy-y.  =  l^, 

woraus  die  Wertbe  von  x  und  y  leicht  berechnet  werden  können. 
Diese  Resultate  finden  eine  interessante  Anwendung  in  der  fol- 
genden Aufgabe,  welche  als  eine  neue  Verallgemeinerung  von 
Nr.  IV.  betrachtet  werden  kann : 

Wenn  die  n  Punkte  -P|,  P,,  ....  Pn-n  ^«  nach  ihrer 
Lage  gegen  ein  Parallelcoordinatensystem  gegeben 
sind,  so  wird  nach  der  Bedeutung  des  Punktes  P  ge- 
fragt, dessen  Coordinaten  die  arithmetischen  Mittel 
für  die  entsprechenden  Coordinaten  der  gegebenen 
Punkte   darstellen. 

Sind  x^  und  y^  die  Coordinaten  eines  Punktes  P. ,  so  gelten 
nach  der  gestellten  Aufgabe  für  den  zu  untersuchenden  Punkt  die 
•  Gleichungen: 

^1  +  ^f  + ' » « +  ^n-t  +  a:,      .._yt+y«+'"  +  y— i+y. 

ar= ,       y=^ • 

n  n 

Setzen  wir  zur  Abkürzung 

^^_art  +  a:>+...  +  a?,-<        ,/_yi +y«  +  ...  +  y,-i 

so  hat  der  Punkt  P\  dem  diese  Coordinaten  zukommen ,  dieselbe 
Bedeutung  für  die  w— I  Punkte  />,,  P,,  .  . .  P„_,,  welche  P  für 
alle  n  Punkte  besitzt.    Aus  der  Gleichung 

(n— .|)a:'  =  a:,+j:,+  ...+j:,_, 
folgt  dann  in  Verbindung  mit  dem  obigen  Werthe  von  x :    ' 

WiC  =:=  (w  —  1)  ic'  +  x^. 
Lösen  wir  hierin  die  Klammer  auf  und  vereinigen  die  den  Factor 
n  enthaltenden  Glieder,  so  entsteht: 

n  {x — x')  =  0?,  —  x' 
und  hieraus: 

13)  o:  — a:'  =  ^?^=^- 

n 

In  ganz  gleicher  Weise  führen  die  Werthe  von  y  und  y  zn 

dem  Resultate : 


14)  y-y^"^ 


Un—y 
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Die  Vergleichung  der  Ausdrücke  13)  und  14)  mit  Nr.  12)  zeigt 
eine  vollkommene  Uebereinstiramung  in  der  Form.  Gehen  wir 
daher  auf  die  den  Gleichungen  12)  zu  Grunde  liegende  Bedingung 
zurück ,  so  zeigt  sich,  dass  der  Punkt  P  in  der  Verbindungslinie 
zwischen  P'  und  P^  gelegen  ist  und  dabei  die  Proportion 

PP'  iP^P'^X  :n 
stattfindet.  —  Wird  jetzt  der  Reihe  nach  «  =  2,  3,  4  u.  s.  f.  ge- 
setzt, so  gelangt  man  zu  folgender  Construction  des  Punktes  P: 

Man  verbinde  P^  und  P,  geradlinig  und  theile  die  Verbin- 
dungslinie PiPt  in  zwei  gleiche  Theile.  Der  gefundene  Theil- 
punkt,  den  wir  P'  nennen  wollen,  wird  mit  jP,  verbunden  und  hier- 
auf die  Linie  P' P^  in  drei  gleiche  Theile  getheilt;  der  zunächst 
an  P'  liegende  Theilpunkt  heisse  P".  Theilt  man  jetzt  P"  P^  in 
vier  gleiche  Theile,  so  erhält  man  in  dem  zunächst  an  P"  gele- 
genen Theilpunkte  einen  Punkt,  dessen  Verbindungslinie  mit  P^ 
in  fünf  gleiche  Theile  zu  theilen  ist  u.  s.  f.  Der  Fortgang  dieses 
Verfahrens  ist  leicht  zu  übersehen  und  giebt  schliesslich  bei  Thei- 
lung  der  letzten  Verbindungslinie  in  n  gleiche  Theile  den  gesuch- 
ten Punkt  P.  Fig.  8  zeigt  die  Ausfüh-  p.  g 
rung  der  Construction  für  vier  gegebene  « 
Punkte  Pi ,  P, ,  Ps  und  P^.                                    ^                /    * 

Es  ist  zu  beachten,  dass  die  im  Vo-  \         / 

rigen  gefundene  constructive  Darstellung 
des  gesuchten  Punktes  sich  völlig  unab-  \ 

hängig  von  der  besonderen  Lage  des  der      *•  jp^  '* " 

Aufgabe  zu  Grunde  gelegten  Coordinatensystems  zeigt.  Für  welche 
zwei  Achsen  wir  daher  auch  die  Bedingungen  der  Aufgabe  als  ge- 
geben betrachten  mögen,  so  wird  doch  der  zu  construirende  Punkt 
derselbe  bleiben,  wenn  nur  die  n  bestimmenden  Punkte  ihre  Lage 
in  der  Ebene  nicht  ändern.  Nehmen  wir  das  Coordinatensystem 
rechtwinklig  an,  so  gelangen  wir  zu  dem  Resultate ,  dass  die  Ent- 
fernung des  unserer  Aufgabe  entsprechenden  Punktes  von  jeder 
Geraden  in  der  Ebene  seiner  Bestimmungspunkte  das  arithme- 
tische Mittel  der  Abstände  dieser  Punkte  von  derselben  Linie 
bildet.  ^Wir  nennen  ihn  mit  Rücksicht  auf  diese  Eigenschaft  den 
Punkt  der  mittleren  Entfernung  für  das  gegebene  Punkt- 
system. 

Noch  ist  zu  bemerken,  dass  bei  Ausführung  der  besprochenen 
Construction  die  Reihenfolge,  in  welcher  die  gegebenen  Punkte 

2* 
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benutzt  werden,  keinen  Einflnss  auf  das  gesuchte  Resultat  aus- 
üben kann.  Der  Umstand,  dass  durch  Aenderung  dieser  Reihen- 
folge an  der  Grundbedingung  der  Aufgabe  nichts  geändert  wird, 
liefert  den  Beweis  fQr  die  aufgestellte  Behauptung. 

§.4. 

TransformatioiL  der  Farallelcoordmaten. 

Häufig  wird  es  bei  analytischen  Untersuchungen  nothwendig, 
die  Coordinaten  zu  transformiren,  d.  h.  die  auf  ein  gegebenes 
System  bezogenen  Coordinaten  eines  Punktes  in  Coordinaten  eines 
neuen  Systems  auszudrücken.  Die  einfachsten  hierher  gehörigen 
Fälle  sind  in  §.  2  besprochen  und  in  den  vorigen  Aufgaben  znr 
Anwendung  gebracht  worden.  Es  erübrigt  uns  noch  eine  Ergän- 
zung ,  wobei  wir  uns  jedoch  lediglich  auf  Parallelcoordinaten  be- 
schränken wollen. 

Man  gelangt  von  einem  gegebenen  Parallelcoordinatensysteme 
zu  jedem  andern  in  derselben  Ebene  gelegenen  durch  parallele 
Verschiebung  und  durch  Drehung  der  Achsen,  von  welchen  zwei 
Fällen  der  erstere  bereits  in  §.  2  erledigt  wurde.  Was  die  Achsen- 
drehung betriflPt,  so  betrachten  wir  zunächst  den  Uebergang 
von  einem  rechtwinkligen  Systeme  zu  einem  belie- 
bigen andern  mit  demselben  Anfangspunkte. 

Die  -rT- Achse  des  rechtwinkligen  Sy- 
stems OX  und  OF  in  Fig.  9  ist  um  den 
Winkel  X' OX=a  gedreht  worden,  wobei 
dieser  Winkel  nach  Art  der  Anomalien 
eines  Polarcoordinatensystems  von  0  bis 
360°  gezählt  werden  soll.  Für  einen  in  der 
neuen  X  -  Achse  gelegenen  Punkt  P  bilden 
^4        M  dann  OPz=:x  und  der  Winkel  a  die  Polar- 

coordinateti ,  während  OM  =  x  und  PM  ^=  y  die  zugehörigen 
rechtwinkligen  Coordinaten  darstellen.  Nach  Nr.  3)  in  §.  2  ist 
daher 

x=z  X  cos  a ,         y  =z  x'  sin  cc 
und  es  gelten  diese  Formeln  ebensowohl  fttr  einen  auf  der  positi- 
ven als  auf  der  negativen  Achsenseite  gelegenen  Punkt,  da  mit 
dem  Negativwerden  von  x'  zu  gleicher  Zeit  x  und  y  ihre  Vor- 
zeichen wechseln.   —  Wird  ferner  der  Winkel    Y'OX  oder   die 
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Anomalie  der  neuen  Y-  Achse  mit  ß  bezeichnet ,  so  folgt  in  ganz 
gleicher  Weise  für  einen  in  dieser  Achse  gelegenen  Punkt  P^ 

x=zy  €08  ß,         y=y  sin  ß, 
wobei  wir  OPi=y,  OMi^^^x  und  P^-^j  =y  setzen. 

Für  einen  beliebigen  Punkt  P  in 
Fig.  10  seien  OM=x  und  PMr=i  y  die 
ursprünglichen  rechtwinkligen  Coordi- 
naten ,  dagegen  OM^  --=.  x  und  PM^  =y' 
die  Coordinaten  in  dem  durch  Achsen- 
drehung entstandenen  neuen  Systeme. 
Denken  wir  uns  YOX  parallel  zu  sich 
selbst  in  die  Lage  HM^  3  verschoben, 
so. sind  nach  dem  Vorigen  x'  cos  a  und  x'  sin  a  die  rechtwinkligen 
Coordinaten  des  neuen  Anfangspunktes,  y  cos  ß  und  y  sin  ß  aber 
die  Coordinaten  4o8  Punktes  P  im  Systeme  iüf,  S  und  Mi  H,  wobei 
a  und  ß  die  früheren  Bedeutungen  behalten.  Nach  Nr.  1)  und  2) 
in  §.  2  ist  demnach : 

r         x  =  x'  cos  a  +  y  cos  ß 

^)  I         y  =  a:'  sin  cc  +  y  sin  ß. 

Betrachten  wir  jetzt  einige  specielle  Fälle. 

A.  Wird  nur  eine  der  beiden  Achsen  geändert,  so  ist,  wenn 
man  a  =  0  setzt,  also  die  .T- Achse  beibehält, 

2)  x^-x'  +  ycosß,         y^:=ysinß. 

Ebenso  ergiebt  sich  unter  Beibehaltung  der  F-  Achse  aus  der  Sub- 
stitution ß=9(f: 

3)  x=:x'  cos  a,         y  =  ä:'  sin  a  +  y. 

B.  Soll  das  neue  System  gleichfalls  ein  rechtwinkliges  sein, 
so  ist  /3  =^  90"  +  «  zu  setzen.   Man  erhält  dann : 

4)  x  =  x'  cos  cc  —  y  sinay         y  =  x'  sin  a  +  y  cos  a. 

C.  Der  neue  Coordinatenwinkel  sei  2y  und  werde  von  der 
früheren  X-Achse  halbirt,  so  dass  |S  in  y  und  a  in  360^  —  y  über-: 
geht.  Diese  Substitutionen  geben  mit  Aushebung  gemeinschaft- 
licher Factoren: 

5)  a;  =  {y  +x)cosy,         y  =  {y' —x)siny. 
Uebergang   von    einem    schiefwinkligen    Coordi- 

natensysteme  zu   einem  beliebigen  ander»  mit  dem- 
selben Anfangspunkte, 
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Da»  System  OX  und  OY  (Fig.  II) 
habe  den  Coordinatenwinkel  co  und  wir 
behalten  im  Uebrigen  die  früheren  Be- 
zeichnungen bei,  so  dass  z.  B.  ß  —  a 
den  neuen  Coordinatenwinkel  Y'OI' 
darstellt.  Nehmen  wir  ein  drittes  Coor- 
dinatensystem  zu  Hilfe ,  welches  neben 
^'^  JH^  M   N        ^     der  Achse  OX  die  darauf  rechtwinklige 

OH  besitzt,  und  setzen  PN -- P^M^^^iti,  so  folgt  aus  den  Be- 
merkungen zu  Fig.  9  für  jede  Lage  des  Punktes  P  und  für  jede 
Grösse  des  Winkels  co: 

ri=^y  sin  od. 
Zu  gleicher  Zeit  erhalten  wir  aus  der  zweiten  Gleichung  un- 
ter Nr.  1) 

ri  =  x  sin  a  +  y  sin  ß 

und  aus  Verbindung  der  beiden  letzten  Formeln: 
y  sin  cD^^x  sin  a  +  y  sin  ß. 
Insofern  die  Achsen  OX  und  OF  in  ihrer  Bezeichnung  ver- 
tauscht werden  können,  gilt  ebenso  die  Relation: 

X  sin  m^^x  sin  a  +  y  sin  ß\ 
wenn   wir  uns  unter  «'  und  ß'  die  von  den    neuen   Achsen  und 
OF  eingeschlossenen   Winkel   vorstellen.     Dann  ist  aber   «  +  a 
=  /3  +  j3'  =  0),   also  «'  =  ü)  —  «  und  ß'  -— (o  —  ß,  und  man  er- 
hält hiernach : 

X  sin  ui--x  sin  (w  —  «)  +  y  sin  (a>  —  jS)  *). 
Die  hier  entwickelten  Resultate  führen  zu  den  Transforma- 
tionsformeln : 

,  sin  (w- 

•   — —    z*»      i 


6) 


-  a)    .      ,  sin  (w  —  ß) 

AT  =  a:  ^; +  y  -. 

stn  (o  stn  (o 

,  sin  a    ,      ,  sin  ß 

y  =  x h  y 


stn  (o  stn  CD 

von  denen  man  zu  den  unter  Nr.  I)  gewonnenen  wieder  zurück- 
gehen kann ,  wenn  man  w  =  90**  setzt. 


*)  Die  Formel:  a  -f  a'  ^=  «o  gilt,  streng  genommen,  nur  so  lange ,  als 
0X\  wie  in  Fig.  11,  innerhalb  des  Winkels  m  liegt,  so  dass  a  <  «a  ist.  Für 
a  >  CD  ergiebt  sich,  wenn  man  a  immer  in  der  obigen  Drehrichtung  misst: 
a  —  (360*  —  «)  =  «0  oder  a -{- a  =  360°  -f  ca.  Dadurch  wird  aber  die  Rich- 
tigkeit des  gefundenen  Resultates  nicht  beeinträchtigt ,  weil  Winkeln ,  die 
um  eine  ganze  Umdrehung  verschieden  sind,  dieselben  trigonometrischen 
Functionen  zukommen.    Gleiches  gilt  für  ß  vCad  ß\ 
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Wir  gelangen  jetzt  zu  den  allgemeinsten  Relationen  für  Um- 
wandlung von  Parallelcoordinaten ,  wenn  wir  mit  der  Aenderuug 
der  Achsenrichtung  noch  die  Verlegung  des  Coordinaten- 
anfangspunktes  verknüpfen.  Bezeichnen  a  und  b  die  im  ur- 
sprünglichen Systeme  gemessene  Abscisse  und  Ordinate  des  neuen 
Anfanges,  so  giebt  die  Verbindung  der  vorhergehenden  For- 
meln mit  den  bereits  mehrfach  benutzten  für  parallele  Achsen  Ver- 
schiebung : 

X  =  a  +  X  : 1-  y  ; 

stnm  smaa 


7) 


,stna         ,sm  ß 

y=sb  +  x \-  y  -r-^' 

stnm  stnm 


Ist  hierbei  das  ursprüngliche  Coordinatensystem  ein  recht- 
winkliges, so  entstehen,  indem  man  entweder  sogleich  von  den 
Gleichungen  1)  ausgeht  oder  auch  in  den  jetzt  gefundenen  ai  =-=  90^ 
setzt ,  die  einfacheren  Beziehungen : 

{x  =  a  +  X  cos  a  +  y  cos  ß 
y  :^b  +  X  sina  +  y  sin  ß. 
Benierkenswerth  ist  für  die  Anwendung  der  in  diesem  Para- 
graphen gefundenen  Transformationsformeln,  dass  Se  in  Bezie- 
hung auf  die  in  ihnen  enthaltenen  Coordinaten  sämmtlich  Glei- 
chungen ersten  Grades  darstellen.  Es  genügt  zur  Bestäti- 
gung dieser  Bemerkung,  die  Form  der  Gleichungen  unter  Nr.  7) 
zu  betrachten ,  welche  als  die  allgemeinsten  alle  übrigen  in  sich 
schliessen. 


Zweites  Capitel. 
Die    gerade    Linie. 


§.  5. 
Gleichungen  der  geraden  Linie. 

JL/ie  cbarakteriötisclie  Eigenschaft  der  geraden  Linie,  daös  sie 
durchaus  nach  einer  und  derselben  Richtung  verläuft,  lässt  sich 
am  einfachsten  in  der  Sprache  der  analytischen  Geometrie  aus- 
drücken, iis^nn  man  irgend  einen  ihrer  Punkte  zum  Pole  eines 
Polarcoordinatensystems  wählt.  Bezeichnet  unter  dieser  Voraus- 
setzung o  den  zwischen  0  und  180^  gelegenen  und  im  Sinne  der 
Anomalien  gemessenen  Winkel,  welchen  die  Gerade  mit  der  Achse 
des  benutzten  Systemes  bildet,  so  geben  die  Gleichungen 

9  =  a    und    q)  =  180^  +  « 
die  Anomalien  aller  Punkte  ihrer  beiden  durch  den  Pol  getrennten 
Theile*). 

Gehen  wir  jetzt  zu  einem  Parallelcoordihatensysteme  über, 
dessen  positive  Seite  der  Z- Achse  unter  Beibehaltung  des  Poles 
als  Coordinatenanfang  mit  der  Achse  des  Polarsystems  zusammen- 
fällt, so  folgt  bei  Anwendung  rechtwinkliger  Coordinaten  aus 
Nr.  5)  in  §.  2 

—  =  tan  a 

X 

als  diejenige  Gleichung,,  durch  welche  die  beiden  Coordinaten 
jedes  einzelnen  Punktes  der  in  Rede  stehenden  Linie  von  ein- 

*)  Schon  die  erste  dieser  beiden  Gleichungen  schliesst  die  Lage  aller 
Punkte  der  Geraden  in  sich ,  wenn  wir  den  bei  den  Parallelcoordinaten  an- 
gewendeten Begriflf  der  entgegengesetzten  Grössen  auch  auf  die  Leitstrah- 
len übertragen  wollen. 
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Wollen  wir  jetzt  zu  rechtwinkligen  C'Oordinaten  Übergehen, 
so  ist  ^fw  (jip — 9,)  zu  entwickeln,  worauf  die  Formeln  3)  des  vori- 
gen Paragraphen  benutzt  werden  können.    Wir  erhalten  : 

2  J  ^=  r  sin  g> .  r^  cos  y,  —  r  cos  <p  ,  r,  sin  g?,  . 
und  hieraus: 

5)  2^^==yar,  —  a:y,. 

Fig.  6  führt  unmittelbar  zu  demselben  Resultate ,  wenn  man 
das  Dreieck  POP^  als  Differenz  des  rechtwinkligen  Dreiecks  OPM 
und  des  Vierecks  OP^PM  auffasst  und  letzteres  wieder  in  das 
rechtwinklige  Dreieck  0  P,  iJf,  und  das  Trapez  M^  P,  PM  zerlegt. 
Dann  ist 

2^  =  ary  — a:,y,  —  (y  +  yi)(^— ^i) 
und  die  Ausführung  der  in  den  Klammern  angedeuteten  Multipli- 
cation  leitet  zu  der  Gleichung  5)  zurück. 

Der  letztere  Weg  ist  noch  insofern  von  Interesse ,  als ,  wenn 
man  auf  ihm  zu  der  genannten  Formel  gelaugt  und  dieselbe  dann 
mit  der  oben  gewonnenen  Gleichung  4)  zusammenstellt,  sich  hier- 
durch der  Ausdruck  für  den  Sinus  einer  Winkeldifferenz  finden 
lässt.    Man  erhält  nämlich  bei  Division  durch  ri\ 

sin{q>-q>,)^^'-^ -, 

und  dies  giebt  mit  Benutzung  der  schon  mehrfach  gebrauchten 
Relationen  zwischen  Polar  -  und  rechtwinkligen  Coordinaten : 
sin  (g>  —  g?,)  =  sin  q>  .  cos^tp^  —  cös  q> .  sin  q>^» 
Die  im  Vorigen  angewendete  Zerlegungsmethode,  nach  wel- 
cher in  Fig.  6  das  Dreieck  POPi  auf  zwei  Dreiecke  und  ein  Tra- 
pez zurückgeführt  wurde,  ist  offenbar  auch  dann  noch  am  Platze, 
wenn  man  durch  0  ein  schiefwinkliges  Coordinatensystera  legt  und 
in  demselben  PM  und  P,  iJf,  als  schiefwinklige  Ordinaten  construirt. 
Wird  dann  der  Coordinatenwinkel  wie  früher  mit  co  bezeichnet,  so 
erhält  jeder  der  drei  bei  der  Zerlegung  benutzten  Flächenaus- 
drücke noch  den  Factor  sin  (a ,  der  hierdurch  zum  Gesammtfactor 
des  Resultates  wird.  Die  Gleichung  5)  geht  demnach  bei  Anwen- 
dung von  schiefwinkligen  Coordinaten  über  in: 

6)  2  /^  =  (y  iCj — xyi)  sin  cd. 

in.  Wir  sind  jetzt  in  den  Stand  gesetzt,  den  Flächen- 
inhalt eines  beliebigen  Dreieckes  zu  berechnen,  wenn 
die  Parallelcoordinaten  seiner  drei  Eckpunkte  gegeben  sind. 
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Die  Eckpunkte  heissen  P,  Pj ,  P, ,  ihre  Coordinaten  der  Reihe 
nach  xy^  ^i^u  ^1^2»  ^^^  die  Dreiecksfläche  werde  wieder  mit  J 
bezeichnet.  Verschieben  wir  beide  Achsen  parallel  zu  sich  selbst, 
bis  der  Punkt  P^  Coordinatenanfang  wird ,  so  sollen  ^  ly  und  g,  i^j 
die  auf  das  neue  System  bezogenen  Coordinaten  der  Punkte  P 
und  Pj  sein. 

Wird  zunächst  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  ange- 
wendet, so  ergiebt  sich  aus  Formel  5) 

2^  =  iyg,  — §1^1. 

Nach  Analogie  der  bei  Aufgabe  I.  unter  A,  angestellten  Be- 
trachtungen ist  aber 

^  $  =  0?  — 0^2,  ri  —  y  —  y^, 

5i=^i— a:,,      vii=yi—yt'i 

folglich  erhält  man : 

^d—  (t/—y^)  {x^  —x^)  —  ipc—x^)  {y,  —y^) 
und  nach  Ausführung  der  Eechnung  und  geänderter  Ordnung  der 
einzelnen  Glieder: 

7)  2J  =  {yx^  —  xyi)  +  {yiX^—x^y^)  +  {y^x  —  x^y) 
oder  auch: 

8)  2^  =  y  (ir,  —x^)  +  y^  {x^—x)  +  y^  {x—x^). 

Beide  Formeln  sind  nicht  allein  sehr  symmetrisch,  sondern 
können  auch  ohne  Weiteres  hingeschrieben  werden,  wenn  man 
den  Kreislauf  beachtet,  welcher  im  Wechsel  der  Stellenzeiger  der 
einzelnen  Coordinaten  stattfindet.  Jenachdem  man  bei  der  Nume- 
rirung  der  einzelnen  Eckpunkte  dieselben  nach  der  einen  oder 
nach  der  entgegengesetzten  Richtung  durchläuft,  erhält  man  für 
den  Flächeninhalt  einen  positiven  oder  einen  negativen  Ausdruck ; 
nach  der  oben  bei  Gleichung  4)  gemachten  Bemerkung  kann  aber 
jedesmal  nur  der  absolute  Zahlwerth  in  Frage  kommen. 

Wiederholen  wir  die  vorhergehende  Untersuchung  für  ein 
schiefwinkliges  Coordinatensystem,  so  geht  die  Gleichung  6)  in 
den  der  Formel  8)  entsprechenden  Ausdruck : 

9)  2Jz=r[y{x^  —X^)  +  y,  {X^  —  X)  +  2/2  {x—X^)]  Stfl  CO 

über,  worin  co  den  Coordinatenwinkel  bezeichnet. 

Wenn  endlich  in  Nr.  7)  und  9)  die  Fläche  J^=0  gesetzt  wird, 
so  ergiebt  sich  als  Bedingungsgleichung  dafür,  dass  die  drei 
Punkte  P^  P^  und  P2  in  einer  geraden  Linie  liegen,  die 
Formel : 

10)  y  {x^—x^)  +  y,  {x^  —  ar)  +  y^  {x—x^)  =  0. 
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IV.  Eine  im  Folgenden  mehrfach  zur  Anwendung  kommende 
Aufgab«  verlangt:  den  Mittelpunkt  P  der  geraden  Ver- 
bindungslinie zweier  durch  Parallelcoordinaten  be- 
stimmten Punkte  Pi  und  P,  ^^  Coordihaten  desselben 
Systems  auszudrücken. 

Um  sogleieh  zu  möglichst  allgemeinen  Kesultaten  zu  gelangen, 
geben  wir  dem  Coordinatenwinkel  XO  Y  in  Fig.  7  eine  beliebige 
Grösse.  Die  Coordinaten  der  Punkte  P, 
P,  und  Pj  werden  wie  in  der  vorigen  Auf- 
gabe bezeichnet  und  beide  Achsen  wieder 
parallel  zu  sich  selbst  verlegt,  so  dass  P^ 
Coordinatenanfang  wird.  Im  neuen  Sy- 
steme erhalten  die  Coordinaten  der  Punkte 
P  und  P,  ebenfalls  die  obigen  Bezeich- 
nungen. 

Nach  einem  bekannten  Satze  der  Planimetrie  folgt  unter  die- 
sen Voraussetzungen,  dass 

l~\%x  und  ??^4%, 
also  auch: 

^  —  a^2  —  — ^ und  y  —  y^=i  —^ — 

Durch  Reduction  auf  x  und  y  erhält  man  hieraus  für  die  ge- 
suchten Coordinaten: 

11)  .  =  -lL+^%  y--^^'. 

Die  allgemeine  Giltigkeit  dieser  Formeln  knüpft  sich  an  die 
Allgemeinheit  der  dabei  zu  Grunde  gelegten  Relationen. 

Es  wird  eine  nützliche  Uebung  gewähren ,  die  in  Nr.  10)  für 
die  Coordinaten  dreier  in  einer  Geraden  gelegenen  Punkte  ge- 
wonnene Bedingungsgleichung  an  dem  hier  gefundenen  Resultate 
zu  erproben. 

V.  Verallgemeinern  wir  die  vorhergehende  Aufgabe  dahin, 
die  Lage  des  Punktes  P  in  der  Verbindungslinie  zwischen  P, 
und  Pj  so  zu  bestimmen ,  dass  das  Verhältniss 

Pi>8 :  P,  Pj  =  1 :  w 
stattfindet*),  so  erhalten  wir  mit  Beibehaltung  der  vorigen  Be- 
zeichnungen : 

*)  Sobald  nicht  ?i  =  2  ist,  findet  sich  noch  ein  zweiter  dieser  Bedin- 
gung genügender  Punkt  auf  der  Verlängerung  von  P,  P^, 

Anal.  Geora.    I.  2 


also  auch: 
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^t— ^«  ,.^A  ..    ..  _yt~yi 


12)  a:  — 0:,  =  -^-^— *  und  y  —  yj  ^      , 

woraus  die  Werthe  von  x  und  y  leicht  berechnet  werden  können. 
Diese  Resultate  finden  eine  interessante  Anwendung  in  der  fol- 
genden Aufgabe,  welche  als  eine  neue  Verallgemeinerung  von 
Nr.  IV.  betrachtet  werden  kann: 

Wenn  die  n  Punkte  -P|,  P,»'-'-  ^n-i»  ^«  nach  ihrer 
Lage  gegen  ein  Parallelcoordinatensystem  gegeben 
sind,  so  wird  nach  der  Bedeutung  des  Punktes  P  ge- 
fragt, dessen  Coordinaten  die  arithmetischen  Mittel 
für  die  entsprechenden  Coordinaten  der  gegebenen 
Punkte   darstellen. 

Sind  x^  und  y„  die  Coordinaten  eines  Punktes  P^ ,  so  gelten 

nach  der  gestellten  Aufgabe  für  den  zu  untersuchenden  Punkt  die 

•  Gleichungen: 

a^i  +  a:,+  .«.  +  ^B-i  +  ar,        .._yi+y2+ »» »  +  y,-i+y, 

X  = ,       y  = • 

n  n 

Setzen  wir  zur  Abkürzung 

^>_a?t  +  a:t  +  '"  +  ^.-i      ./_yi  +  y2  +  ««»  +  y,-i 

so  hat  der  Punkt  P\  dem  diese  Coordinaten  zukommen ,  dieselbe 
Bedeutung  für  die  n — 1  Punkte  P,,  Pj»  •  •  •  ^«-i,  welche  P  für 
alle  n  Punkte  besitzt.    Aus  der  Gleichung 

(n— l)ar'  =  a:, +0?,+  ...+a:„_, 
folgt  dann  in  Verbindung  mit  dem  obigen  Werthe  von  x: 

nx:={n  —  })x'  +  x^. 
Lösen  wir  hierin  die  Klammer  auf  und  vereinigen  die  den  Factor 
n  enthaltenden  Glieder,  so  entsteht: 

n  (x — x')  =  ar,  —  x' 
und  hieraus: 

13)  a:  — ar'  =  ^!^=^. 

n 

In  ganz  gleicher  Weise  führen  die  Werthe  von  y  und  y  zu 
dem  Resultate : 

14)  y_y'  =  »!!Ziy. 
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Die  Vergleichung  der  Ausdrücke  13)  und  14)  mit  Nr.  12)  zeigt 
eine  vollkommene  Uebereinstiramung  in  der  Form.  Gehen  wir 
daher  auf  die  den  Gleichungen  12)  zu  Grunde  liegende  Bedingung 
zurück,  so  zeigt  sich,  dass  der  Punkt  P  in  der  Verbindungslinie 
zwischen  P'  und  i^,  gelegen  ist  und  dabei  die  Proportion 

PP'  xP^P'^Xm 
stattfindet.  —  Wird  jetzt  der  Reihe  nach  «  =  2,  3,  4  u.  s.  f.  ge- 
setzt, so  gelangt  man  zu  folgender  Construction  des  Punktes  P\ 

Man  verbinde  P^  und  P^  geradlinig  und  theile  die  Verbin- 
dungslinie P\Pt  in  zwei  gleiche  Theile.  Der  gefundene  Theil- 
punkt,  den  wir  P'  nennen  wollen,  wird  mit  P,  verbunden  und  hier- 
auf die  Linie  P' P^  in  drei  gleiche  Theile  getheilt;  der  zunächst 
an  P'  liegende  Theilpunkt  heisse  P'\  Theilt  man  jetzt  P**  P^  in 
vier  gleiche  Theile,  so  erhält  man  in  dem  zunächst  an  P"  gele- 
genen Theilpunkte  einen  Punkt ,  dessen  Verbindungslinie  mit  P^ 
in  fünf  gleiche  Theile  zu  theilen  ist  u.  s.  f.  Der  Fortgang  dieses 
Verfahrens  ist  leicht  zu  übersehen  und  giebt  schliesslich  bei  Thei- 
lung  der  letzten  Verbindungslinie  in  n  gleiche  Theile  den  gesuch- 
ten Punkt  P.  Fig.  8  zeigt  die  Ausfüh-  p.  g 
rung  der  Construction  für  vier  gegebene  p 
Punkte  Pt.Pt,  Pz  und  P^.                                   ^                /  * 

Es  ist  zu  beachten,  dass  die  im  Vo-  \    _  / 

rigen  gefundene  constructive  Darstellung 
des  gesuchten  Punktes  sich  völlig  unab-  \ 

hängig  von  der  besonderen  Lage  des  der      *-  ~p^  "^Pt 

Aufgabe  zu  Grunde  gelegten  Coordinatensystems  zeigt.  Für  welche 
zwei  Achsen  wir  daher  auch  die  Bedingungen  der  Aufgabe  als  ge- 
geben betrachten  mögen,  so  wird  doch  der  zu  construirende  Punkt 
derselbe  bleiben,  wenn  nur  die  n  bestimmenden  Punkte  ihre  Lage 
in  der  Ebene  nicht  ändern.  Nehmen  wir  das  Coordinatensystem 
rechtwinklig  an,  so  gelangen  wir  zu  dem  Resultate ,  dass  die  Ent- 
fernung des  unserer  Aufgabe  entsprechenden  Punktes  von  jeder 
Geraden  in  der  Ebene  seiner  Bestimmungspunkte  das  arithme- 
tische Mittel  der  Abstände  dieser  Punkte  von  derselben  Linie 
bildet.  ^Wir  nennen  ihn  mit  Rücksicht  auf  diese  Eigenschaft  den 
Punkt  der  mittleren  Entfernung  für  das  gegebene  Punkt- 
system. 

Noch  ist  zu  bemerken,  dass  bei  Ausführung  der  besprochenen 
Construction  die  Reihenfolge,  in  welcher  die  gegebenen  Punkte 

2* 
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benutzt  werden,  keinen  Einflnss  auf  das  gesuchte  Resultat  aus- 
üben kann.  Der  Umstand ,  dass  durch  Aenderung  dieser  Reihen- 
folge an  der  Grundbedingung  der  Aufgabe  nichts  geändert  wird, 
liefert  den  Beweis  für  die  aufgestellte  Behauptung. 


§.4. 

Transformation  der  ParaUelcoordinaten. 

Häufig  wird  es  bei  analytischen  Untersuchungen  nothwendig, 
die  Coordinaten  zu  transformiren,  d.  h.  die  auf  ein  gegebenes 
System  bezogenen  Coordinaten  eines  Punktes  in  Coordinaten  eines 
neuen  Systems  auszudrücken.  Die  einfachsten  hierher  gehörigen 
Fälle  sind  in  §.  2  besprochen  und  in  den  vorigen  Aufgaben  zur 
Anwendung  gebracht  worden.  Es  erübrigt  uns  noch  eine  Ergän- 
zung ,  wobei  wir  uns  jedoch  lediglich  auf  Parallelcoordinaten  be- 
schränken wollen. 

Man  gelangt  von  einem  gegebenen  Parallelcoordinatensysteme 
zu  jedem  andern  in  derselben  Ebene  gelegenen  durch  parallele 
Verschiebung  und  durch  Drehung  der  Achsen,  von  welchen  zwei 
Fällen  der  erstere  bereits  in  §.  2  erledigt  wurde.  Was  die  Achsen- 
drehung betrifft,  so  betrachten  wir  zunächst  den  Uebergang 
von  einem  rechtwinkligen  Systeme  zu  einem  belie- 
bigen andern  mit  demselben  Anfangspunkte. 

Die  -T- Achse  des  rechtwinkligen  Sy- 
stems OX  und  ÖF  in  Fig.  9  ist  um  den 
Winkel  X' OX=u  gedreht  worden,  wobei 
dieser  Winkel  nach  Art  der  Anomalien 
eines  Polarcoordinatensystems  von  0  bis 
360°  gezählt  werden  soll.    Für  einen  in  der 

^       ,  neuen  A!'- Achse  gelegenen  Punkt  P  bilden 

^#        ^  dann  OPz=zx  und  der  Winkel  a  die  Polar- 

coordinateti ,  während  OM  =  x  und  PM  =  y  die  zugehörigen 
rechtwinkligen  Coordinaten  darstellen.  Nach  Nr.  3)  in  §.  2  ist 
daher 

x-=-x  cos  a ,         y=x'  sin  a 
und  es  gelten  diese  Formeln  ebensowohl  für  einen  auf  der  positi- 
ven als  auf  der  negativen  Achsenseite  gelegenen  Punkt,  da  mit 
dem  Negativwerden  von  x*  zu  gleicher  Zeit  x  und  y  ihre  Vor- 
zeichen wechseln.   —  Wird  ferner  der  Winkel    Y'OX  oder   die 
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.  2  ist  demnach 
1) 


Anomalie  der  neuen  Y-  Achse  mit  ß  bezeichnet ,  so  folgt  in  ganz 
gleicher  Weise  für  einen  in  dieser  Achse  gelegenen  Punkt  P^ 

x  =  y  cos  ß,         y  =  y  sin  ß, 
wobei  wir  OP,  =y ,  OM^  =a:  und  P^M^=^y  setzen. 

Für  einen  beliebigen  Punkt  P  in 
Fig.  10  seien  OM'=^x  und  PM^=iy  die 
ursprünglichen  rechtwinkligen  Coordi- 
naten,  dagegen  OM^'.=.x  \v[i^  PM^^=.y 
die  Coordinaten  in  dem  durch  Achsen- 
drehung entstandenen  neuen  Systeme. 
Denken  wir  uns  YOX  parallel  zu  sich 
selbst  in  die  Lage  HM^  S  verschoben, 
so. sind  nach  dem  Vorigen  x'  cos  a  und  x'  sin  a  die  rechtwinkligen 
Coordinaten  des  neuen  Anfangspunktes,  y  cos  ß  und  y  sin  ß  aber 
die  Coordinaten  des  Punktes  P  im  Systeme  M^  S  und  M^  ZT,  wobei 
a  und  ß  die  früheren  Bedeutungen  behalten.  Nach  Nr.  1)  und  2) 
in  _ 

cos  ß 
y  sin  ß. 

Betrachten  wir  jetzt  einige  specielle  Fälle. 

A.  Wird  nur  eine  der  beiden  Achsen  geändert,  so  ist,  wenn 
man  a  =  0  setzt,  also  die  ^^'^  Achse  beibehält, 

2)  x^=^x' +  y  cos  ß^         y=^ysinß. 

Ebenso  ergiebt  sich  unter  Beibehaltung  der  ¥-  Achse  aus  der  Sub- 
stitution j3  =  90^ : 

3)  x^==^x  cos  ay         y  ==  ^'  sin  a  +  y. 

B.  Soll  das  neue  System  gleichfalls  ein  rechtwinkliges  sein, 
so  ist  jJ  =  90^  +  «  zu  setzen.   Man  erhält  dann : 

4)  x^=^x'cosa — ysina^         yz=^x  sin  a  +  y  cos  a. 

C.  Der  neue  Coordinaten winkel  sei  2y  und  werde  von  der 
früheren  X-Achse  halbirt,  so  dass  i3  in  y  und  a  in  360°  —  y  über- 
geht. Diese  Substitutionen  geben  mit  Aushebung  gemeinschaft- 
licher Factoren :  . 

5)  x  =  {y+x)cosY,        y  =  (y'— ^')  «'»/• 
Uebergang   von    einem   schiefwinkligen   Coordi- 

natensysteme  zu  einem  beliebigen  andern  mit  dem- 
selben Anfangspunkte, 


(         x  =  x'  cos  a  +  y  i 
I         y  =  a:'  sin  cc  +  y  . 
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Da»  System  0^  und  07  (Fig.  11) 
habe  den  Coordinatenwinkel  o  und  wir 
behalten  im  Uebrigen  die  früheren  Be- 
zeichnungen bei,  80  dass  z.  B.  ß  —  o 
den  neuen  Coordinatenwinkel  Y'OX* 
darstellt.  Nehmen  wir  ein  drittes  Coor- 
dinatensystem  zu  Hilfe ,  welches  neben 
^      J!^  M   N  der  Achse  OX  die  darauf  rechtwinklige 

OH  besitzt,  und  setzen  PN ^^  P^M^^=^ri,  so  folgt  aus  den  Be- 
merkungen zu  Fig.  9  für  jede  Lage  des  Punktes  P  und  für  jede 
Grösse  des  Winkels  oo: 

ri^=^y  sin  co. 
Zu  gleicher  Zeit  erhalten  wir  aus  der  zweiten  Gleichung  un- 
ter Nr.  1) 

ri^=x  sin  et  +  y  sin  ß 
und  aus  Verbindung  der  beiden  letzten  Formeln: 
y  sin  ©  =  a:'  sin  a  +  y  sin  ß. 
Insofern  die  Achsen  OX  und  07  in  ihrer  Bezeichnung  ver- 
tauscht werden  können,  gilt  ebenso  die  Relation: 

X  sin  ca  =^  a:'  sin  a  +  y  sin  ß\ 
wenn   wir  uns  unter  a    und  ß'  die  von  den    neuen   Achsen  und 
OY  eingeschlossenen  Winkel   vorstellen.     Dann  ist  aber   a  +  «' 
=  /S  +  /S'  =  0),   also  «'  =  ü)  —  et  und  j3'  -—  co  —  j3,  und  man  er- 
hält hiernach : 

X  sin  fti  --  X*  sin  (w  —  «)  +  y  sin  (o)  —  ß)*)» 
Die  hier  entwickelten  Kesultate  führen  zu  den  Transforma- 
tionsformeln : 


6) 


,  sin  (ö)  —  «)   ,     ,  sin  (ö>  —  ß) 

X  =  X  ^: -  +  y   ^: 

stn  (o  stn  (o 

,  sin  a    .      ,  sin  ß 

y  =  ^ h  y  - — , 

stncD  stn  0) 


von  denen  man  zu  den  unter  Nr.  I)  gewonnenen  wieder  zurück- 
gehen kann,  wenn  man  o  =  90°  setzt. 


*)  Die  Formel:  a-4-  «'  =  o  gilt,  streng  genommen,  nur  so  lange,  als 
0X\  wie  in  Fig.  11,  innerhalb  des  Winkels  <o  liegt,  so  dass  a  <^  (o  ist.  Für 
a^-  to  ergiebt  sich,  wenn  man  a  immer  in  der  obigen  Drehrichtung  misst : 
a  —  (3600  —  «')  =  <o  oder  a  -f  «  =  360«  -f  a>.  Dadurch  wird  aber  die  Rich- 
tigkeit des  gefundenen  Resultates  nicht  beeinträchtigt ,  weil  Winkeln  ,  die 
um  eine  ganze  Umdrehung  verschieden  sind ,  dieselben  trigonometrischen 
Functionen  zukommen.    Gleiches  gilt  für  ß  vCad  ß\ 
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Wir  gelangen  jetzt  zu  den  allgemein»teu  Kelationen  für  Um- 
wandlung von  Parallelcoordinaten ,  wenn  wir  mit  der  Aeuderung 
der  Achsenrichtung  noch  die  Verlegung  des  Coordinateu- 
anfangspunktes  verknüpfen.  Bezeichnen  a  und  b  die  im  ur- 
sprünglichen Systeme  gemessene  Abscisse  und  Ordinate  des  neuen 
Anfanges,  so  giebt  die  Verbindung  der  vorhergehenden  For- 
meln mit  den  bereits  mehrfach  benutzten  für  parallele  Achsenver- 
schiebung : 

^  —  ^  -1.  ^'  ^'^(«>— ")   .   ./  sm{(o^ß) 

X  =  a  -f-  a:  : •+-  y  : 

stnta  sm  n 


7) 


,sin  a         ,  sin  ß 
sm  €D  sm  m 


Ist  hierbei  das  ursprüngliche  Coordinatensystem  ein  recht- 
winkliges, so  entstehen,  indem  man  entweder  sogleich  von  den 
Gleichungen  1)  ausgeht  oder  auch  in  den  jetzt  gefundenen  id  :^  90^ 
setzt ,  die  einfacheren  Beziehungen : 

{x^=za  +  x'  cos  a  +  y  cos  ß 
y  =^b  +  x'  sina  +  y  sin  ß. 
Benierkenswerth  ist  für  die  Anwendung  der  in  diesem  Para- 
graphen gefundenen  Transformationsformeln,  dass  sie  in  Bezie- 
hung auf  die  in  ihnen  enthaltenen  Coordinaten  sämmtlich  Glei- 
chungen ersten  Grades  darstellen.  Es  genügt  zur  Bestäti- 
gung dieser  Bemerkung,  die  Form  der  Gleichungen  unter  Nr,  7) 
zu  betrachten,  welche  als  die  allgemeinsten  alle  übrigen  in  sich 
schliessen. 


Zweites  Capitel. 
Die    gerade    Linie. 


§.  5. 
Oleichungen  der  geraden  Linie. 

JL/ie  charakteristische  Eigenschaft  der  geraden  Linie,  dass  sie 
durchaus  nach  einer  und  derselben  Richtung  verläuft,  lässt  sich 
am  einfachsten  in  der  Sprache  der  analytischen  Geometrie  aus- 
drücken, M^nn  man  irgend  einen  ihrer  Punkte  zum  Pole  eines 
Polarcoordinatensystems  wählt.  Bezeichnet  unter  dieser  Voraus- 
setzung o  den  zwischen  0  und  180^  gelegenen  und  im  Sinne  der 
Anomalien  gemessenen  Winkel,  welchen  die  Gerade  mit  der  Achse 
des  benutzten  Systemes  bildet ,  so  geben  die  Gleichungen 

q)  =  a    und    q)  =  180^  +  « 
die  Anomalien  aller  Punkte  ihrer  beiden  durch  den  Pol  getrennten 
Theile  *). 

'  Gehen  wir  jetzt  zu  einem  Parallelcoordinatensysteme  über, 
dessen  positive  Seite  der  Z- Achse  unter  Beibehaltung  des  Poles 
als  Coordinatenanfang  mit  der  Achse  des  Polarsystems  zusammen- 
fällt, so  folgt  bei  Anwendung  rechtwinkliger  Coordinaten  aus 
Nr.  5)  in  §.  2 

—  z=tan  a 

X 

als  diejenige  Gleichung,,  durch  welche  die  beiden  Coordinaten 
jedes  einzelnen  Punktes  der  in  Rede   stehenden  Linie  von  ein- 

*)  Schon  die  erste  dieser  beiden  Gleichungen  schliesst  die  Lage  aller 
Punkte  der  Geraden  in  sich ,  wenn  wir  den  bei  den  Parallelcoordinaten  an- 
gewendeten Begriflf  der  entgegengesetzten  Grössen  auch  auf  die  Leitstrah- 
len übertragen  wollen. 
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ander  abhängen.  Der  Winkel  a  ist  hierbei  spitz  oder  stumpf,  je- 
nacbdem  die  durch  den  Coordinatenanfang  gehende  Gerade  inner« 
halb  der  beiden  von  den  Achsen  gebildeten  Felder  liegt,  welchen 
gleich  e  Vorzeichen  der  Coordiuaten  zukommen,  oder  im  andern 
Falle  die  beiden  übrigen  Felder  durchschneidet.  Bezeichnen  wir 
zur  Abkürzung  iati  a  mit  dem  Buchstaben  Ay  so  geht  die  obige 
Gleichung  in 

1)  y^^Ax 

über.  —  Genau  dieselbe  Gleichungsform  kann  auch  benutzt  werden, 
um  bei  Anwendung  schiefwinkliger  Coordinaten  Abscisse  und 
Ordinate  jedes  Punktes  von  einander  abhängig  zu  machen,  der  sich 
in  einer  durch  den  Anfangspunkt  des  Systems  gezogenen  Geraden 
befindet.  Lassen  wir  nämlich  der  JC'- Achse  die  oben  angegebene 
Lage  und  bezeichnen  wie  früher  den  Coordinatenwiukel  mit  co ,  so 
ergiebt  sich  für  diesen  Fall  aus  den  Formeln  6)  in  §.  2 

y   _       sin  a 

X       sin  (ö)  —  a) ' 

wo  wieder  -r- , —   — r   einen  für  den  stanzen  Verlauf  der  sreraden 
stn{(o  —  a)  °  .        ° 

Linie  unveränderlichen  Werth  besitzt,  den  wir  nur  mit  A  zu  be- 
zeichnen brauchen,  um  aufö  Neue  zur  Gleichung  1)  zu  gelangen. 
Setzen  wir  co  —  a  =  j3,  so  ist  ß  der  von  der  F- Achse  und  der 
Geraden  eingeschlossene  Winkel,  der  aber  negativ  in  Rechnung 
gezogen  werden  muss ,  wenn  a  >  w ,  d.  h.  wenn  die  Gerade  die- 
jenigen von  den  Achsen  gebildeten  Felder  durchschneidet,  in  wel- 
chen den  Coordinaten  der  darin  enthaltenen  Punkte  verschiedene 
Vorzeichen  zugehören.  Der  Zahlenwerth  A  hat  mit  Einführung 
der  gewählte^  Bezeichnung  die  allgemeine  Bedeutung 

^  sinß' 

und  es  ist  hierin  immer  a  +  |3  =  w ,  ferner  a  zwischen  den  Gren- 
zen 0  und  180*^  und  ß  zwischen  o)  und  ca  —  180°  enthalten.  Für  ein 
rechtwinkliges  Coordinatensystem  sind  a  und  ß  Complementwinkel, 
wodurch  man  zu  der  Gleichung  A  =  tan  a  zurückkommt.  —  Wir 
wollen  der  beständigen  oder  constanten  Grösse  A^  da  sie  einzig 
von  der  Richtung  der  geraden  Linie  gegen  das  Coordinatensystem 
abhängt,  den  Namen  Richtungsconstante  geben. 

Die  Formel  y  =  Ax  nennen  wir  die   Gleichung   einer 
durch    den    Coordinatenanfang    gehenden    Geraden, 
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insofern  sie  dazu  diuut,  um  bei  gegebener  Kichtung  der  Linie  die 
veränderlichen  oder  variabeleu  (laufenden)  Coordinaten 
jedes  ihrer  Punkte  von  einander  abhängig  zu  machen.  Setzen  wir 
nach  einander  ct  =  0  und  o  =  u),  wobei  ß  die  Werthe  o  undO 
annimmt,  so  geht  das  erste  Mal  ^  in  0  und  das  andere  Mal  in  QO 
über  und  man  erhält,   wenn  man  im  zweiten   Falle  y  =  Ax  in 

a:  =  --  umformt^ 

y  =  0  nnd  a:  =  0 
als  Gleichungen  der  A'-  und  F- Achse,  wie  schon  in  §.  1  unter 
Nr.  5)  aus  dem  Begriffe  der  Coordinaten  hergeleitet  wurde.  —  Als 
ein  zweites  Beispiel  wählen  wir  die  Gleichungen  der  beiden  (auf 
einander  senkrechten)  Goraden,  welche  den  Coordinatenwinkel 
und  seinen  Nebenwinkel  halbiren.  Für  die  erste  derselben  ist 
ß  --  a,  also  ^  =  1,  für  die  zweite  ß  =  —  (180°—  «)  und  ^  =  —  J, 
wonach  sich 

y=2X   und   y  =  —  x 
als  Gleichungen  dieser  beiden  Linien  ergeben. 

Wir  gelangen  jetzt  dazu,  die  allgcmeineGleichung  einer 
in  beliebigen  Punkten  die  Coordinatenachsen  schneidenden  Gera- 
den festzustellen,  wenn  wir  eine  der  beiden  Achsen  parallel  zu 
sich  selbst  in  den  Durchschnittspunkt  der  zu  untersuchenden  Ge- 
raden und  der  andern  Achse  verschieben. 

Y\ot   12  PC  in  Fig.  12  sei  die  gegebene 

Linie,  welche  die  Coordinatenachsen 
in  den  Punkten  C  und  B  schneidet. 
Wir  verschieben  die  JT- Achse  in  die 
Lage  B  S^  so  ist,  wenii  17  die  auf  das 

JBL^... /- S    ^6^®  System  bezogene  Ordinate  des 

/  beliebigen  Punktes  P  und  0  M  =  x 

'    S^ Y jjM X     seine  Abscisse,  femer  A  die  Rich- 

tungsconstante  der  Geraden  P  C  be- 
zeichnet, 
tlz=.Ax, 
Da  durch  die  parallele  Achsenverschiebung  die  zur  Bestim- 
mung von  A  dienenden  Winkel  nicht  geändert  werden ,  so  behält 
die  Richtungsconstante  auch  für  die  ursprüngliche  Lage  der 
X '  Achse  ihren  Werth  bei  und  wir  gelangen  nach  den  bereits  oft 
angewendeten  Sätzen  für  Verlegung  der  Achsen  zu  dem  Ursprung- 
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liehen  Systeme  zurück,  wenn  wir  y  -  -  ti  +  h  setzen ,  wo  b=^  BO 
die  Ordinate  des  Durclmchnittspunktes  der  Geraden  und  der 
7- Achse  ausdrückt.  Als  allgemeine  Glcichuug  der  geraden  Linie 
erhalten  wir  hiernach: 

3)  y  =  Ax  +  b. 

Die  von  uns  eingeführte  Bedeutung  der  constanten  Grösse  b 
findet  hierin  ihre  Bestätigung,  wenn  wir  x^^O  setzen,  indem  sich 
dann  y  -^  b  als  Ordinate  des  in  der  V-  Achse  gelegenen  Punktes 
der  Geraden  ergiebt.  In  gleicher  Weise  findet  sich ,  wenn  a  die 
Abscisse  des  in  der  -rlT- Achse  gelegenen  Punktes  C  bezeichnet*), 
aus  der  Substitution  y  =  0 : 

4)  Aa  +  b  =  0   oder   Az= 

a 

Schaffen  wir  mittelst  der  ersten  dieser  beiden  Formeln  aus 
der  Gleichung  3)  die  Grösse  b  hinweg ,  so  lässt  sie  sich  in 

5)  x  =  ^  +  a 

umwandeln.  Dieselbe  Gleichung  entsteht  unmittelbar,  wenn  man 
anfanglich  die  JT- Achse  ungeändert  lässt,  dagegen  die  T- Achse 
parallel  zu  sich  selbst  nach  C  verschiebt. 

Die  vorhergehenden  Entwickelungen  der  allgemeinen  Glei- 
chung der  geraden  Linie  in  der  Form  unter  Nr.  3)  oder  der  daraus 
hergeleiteten  unter  Nr.  5)  scheinen  insofern  noch  eine  Lücke  zu 
enthalten ,  als  die  dabei  angewendete  Verlegung  einer  der  beiden 
Coordinatenachsen  ihre  Anwendbarkeit  versagt,  wenn  die  Gerade 
zur  andern  Achse  parallel  liegt.  Demohngeachtet  behalten  auch 
hier  die  allgemeinen  Formeln  ihre  Giltigkeit,  wie  sich  zeigt,  wenn 
wir  in  5)  A==cc>  und  in  3)  -<^  =  0  einsetzen.  Die  durch  diese  Sub- 
stitutionen gewonnenen  Gleichungen 

x  =  a  und  y=^b 
kommen  nämlich  auf  «die  bereits  in  den  §§.1  und  2  für  Parallelen 
zu  den  Coordinatenachsen  gefundenen  Formeln  zurück  und  lassen 
sich  noch  dadurch  bestätigen ,  dass  man  jedesmal  die  Achse ,  mit 
welcher  die  zu  untersuchende  Gerade  gleiche  Kichtung  hat,  pa- 
rallel zu  sich  selbst  verschiebt. 


*)  Nach  der  Anlage  von  Fig.  12  muss  darin  a  als  Abscisse  eines  auf 
der  Seite  der  negativen  x  gelegenen  Punktes  einen  negativen  Werth  er- 
halten. 


In  Nr.  3)  und  5)  wurde  die  Gleichung  der  Geraden  von  der 
Kichtung  der  Linie  (raittelst  der  Constanten  A)  und  der  Lage  eines 
ihrer  Punkte  (mittelst  der  Constanten  b  oder  a)  abhängig  gemacht; 
zu  einer  noch  symmetrischeren  Gleichungsform  gelangen  wir 
jedoch,  wenn  wir  die  Gerade  durch  ihre  beiden  in  den  Achsen 
gelegenen  Punkte  fixiren  oder,  mit  anderen  Worten,  die  Gleichung 
einzig  von  d^n  Constanten  a  und  b  abhängig  machen.  Wird  zu 
diesem  Endzwecke  in  der  Formel  y^Ax  +  b    aus  Nr.  4)  der 

Werth^-— substituirt,  so  lässt  sich  die  hierdurch  entstan- 

a 

dene  Gleichung  leicht  in 

6)  -+f-l 

^  ab 

umgestalten  —  eine  Gleichung  der  geraden  Linie ,  die  sich  unter 
Anderem  noch  dadurch  empfiehlt,  dass  die  Bedeutung  der  in  ihr 
enthaltenen  beständigen  Grössen  a  und  b  (Coordinaten  der  Durch- 
schnittspunkte mit  den  Achsen)  von  dem  angewendeten  Coordi- 
uatenwinkel  völlig  unabhängig  bleibt.  Der  Fall  des  Parallelismus 
der  Geraden  zu  einer  der  beiden  Achsen  ist  in  dieser  Gleichung 
eingeschlossen,  wenn  man  für  ihn  den  Durchschnittspunkt  mit  der 
parallelen  Achse  in  eine  unendliche  Entfernung  versetzt  denkt, 
wie  sich  aus  den  Substitutionen  6  =  qo  oder  a  =  oo  herleiten  lässt. 

Der  allgemeinen  Anwendbarkeit  der  letzten  Gleichung  steht 
einzig  der  Umstand  entgegen ,  dass  sie  sich  nicht  unmittelbar  für 
den  Fall  einer  durch  den  Coordinatenanfang  gehenden  Geraden 
anwenden  lässt,  was  ohne  alle  Rechnung  schon  daraus  folgt,  dass 
dann  die  beiden  zur  Bestimmung  dienenden  Punkte  in  einen 
übergehen. 

Eine  weitere  Verallgemeinerung  der  in  Nr.  3)  und  6)  gewon- 
nenen Gleichungen  der  geraden  Linie  gewähren  die  beiden  folgen- 
den Fundamentalaufgaben.    » 

L  Es  soll  die  Gleichung  einer  Geraden  gefunden 
werden,  deren  Richtung  gegen  die  Achsen  bestimmt 
ist  und  welche  durch  einen  gegebenen  Punkt  a*,yi*) 
geht. 


*)  Wir  nennen  zur  Abkürzung  einen  Punkt  a?y ,  wenn  x  und  y  seine 
Parallelcoordinaten  bezeichnen.  Bei  Anwendung  von  Polarcoordinaten 
kann  in  gleicher  "Weise  von  einem  Punkte  r(p  gesprochen  werden. 
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Aus  den  mit  den  Coordinatenacbsen  gebildeten  Winkeln  cc  und 

ß  ergiebt  sieb  obne  Weiteres  die  Kichtungsconstante  A  =         , 

oder  bei  Anwendung  von  rechtwinkligen  Coordinaten  A  =  tan  a. 
Die  zu  sucbende  Gleicbung  der  Geraden  hat  nun  nach  3)  die  Form: 

y  =  Ax  +  b, 
in  welcber  nur  der  Wertli  von  b  unbestimmt  bleibt.     Die  Bedin- 
gung, dass  oOi  und  y,  die  Coordinaten  eines  Punktes  dieser  Gera- 
den sein  sollen ,  führt  zu  der  zweiten  Gleichung : 

y,  =  AXi  +  b, 
in  welcher  A  und  b  dieselben  Werthe  wie  vorher  besitzen  müssen 
und  woraus  in  Verbindung  mit  der  vorigen  Gleicbnng  das  unbe- 
stimmte b  durch  Subtraction  eliminirt  werden  kann.    Man  erhält 
dann : 

7)  y  —  yi  =  A(x—x^) 

als  Resultat  der  gestellten  Aufgabe.  Setzt  man  hierin  nach  ein- 
ander y  =  0  und  x=:0,  so  findet  man  leicht  als  Coordinaten  für 
die  auf  den  Achsen  gelegenen  Punkte  der  in  Eede  stehenden  Ge- 
raden : 

8)  =a:j  — ^,         b  =  y,  —  Ax^. 

IL  Es  soll  die  Gleichung  derjenigen  Geraden  ge- 
sucht werden,  welche  die  Punkte  ar,y,  und  x^y^  in  sich 
enthält. 

Zu  der  jede  gerade  Linie  charakterisirenden  Formel 
y  =  Ax  +  b 
treten  hier  die  beiden  Bedingungsgleichungen : 

y,  =  ^ar, +  6 
y,  =  AXf  +  6, 
aus  denen  in  gleicher  Weise ,  wie  in  der  vorigen  Aufgabe 

hergeleitet  wird.  Hieraus  findet  sich  zunächst  für  die  Kichtungs- 
constante der  durch  die  beiden  gegebenen  Punkte  gehenden  Ge- 
raden 

9)  A  =  ^-^^^ 

'  Xy — x^ 

und  dureb  Einsetzung  dieses  Werthes  in  die  Formel  7),  welche  die 
Gleichungen  aller  den  Punkt  ar^y,  in  sich  enthaltenden  Geraden 
umfasst,  als  Gleichung  der  gesuchten  Linie : 
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Die  Substitutionen  .y  --  0  und  a:  ^^  0  geben  für  die  Coordi- 
naten  der  beiden  auf  den  Achsen  gelegenen  Punkte  nach  einigen 
leichten  Reductionen: 

yi— yi    '  x^—x^ 

Insofern  die  Gleichung  10)  die  gegenseitige  Abhängigkeit  der 
Coordinaton  ,r  und  y  jedes  mit  x^y^^  und  x^y^  in  derselben  Geraden 
gelegenen  Punktes  enthält,  ist  sie  zugleich  der  analytische  Aus- 
druck dafür,  dass  drei  Punkte  in  einer  geraden  Linie  lie- 
gen. Wenn  wir  sie  zu  diesem  Zwecke  in  die  Form : 
12)  (x—x;) :  {x^—x;)  =^  {y  -  y^) :  (y^  — y.) 

bringen ,  giebt  sie  die  für  drei  in  einer  geraden  Linie  gelegenen 
Punkte  charakteristische  Eigenschaft,  dass  ihre  Abscissendiffe- 
renzen  den  entsprechenden  Ordinatendiff erenzen 
proportional  sein  müssen.  —  Wandelt  man  endlich  die  letzte 
Proportion  in  eine  Productgleichung  um,  so  findet  sich  nach  eini- 
gen einfachen  Keductionen  die  bereits  in  Nr.  10)  des  §.  3  gewon- 
nene Formol  wieder,  deren  geometrische  Deutung  das  Resultat 
ausspricht,  dass  die  zwischen  den  drei  Punkten  enthaltene  Dreiecks- 
fläche gleich  Null  ist. 

§.  6. 
Zwei  Gerade. 

Sind  zwei  gerade  Linien  durch  ihre  Gleichungen  für  Parallel- 
coordinaten  gegeben,  so  entsteht  die  Frage  nach  der  gegenseitigen 
Richtung  dieser  Linien  und,  wenn  sie  sich  schneiden,  nach  der 
Lage  ihres  Durchschnittspunktes.  Wir  beginnen  xmi  der  letzten 
dieser  beiden  Untersuchungen. 

I.  Es  seien 

•  y=A^x  +  ft, 

die  Gleichungen  der  beiden  gegebenen  Geraden,  so  müssen  für 
die  Coordinaten  eines  gemeinschaftlichen  Punktes  beide  Formeln 
gleichzeitig  ihre  Giltigkeit  behalten.  Die  Berechnung  dieser  Co- 
ordinaten kommt  daher  einzig  darauf  hinaus,  ein  x  und  y  zu  finden, 
welches  beiden  Gleichungen  Genüge  leistet.  Da  wir  es  hierbei 
nur  mit  Gleichungen  ersten  Grades  zu  thun  haben,  so  kann 
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die  Rechnung  für  jede  der  beiden  Unbekannten  nur  einen  Werth 
geben ;  sie  führt  daher  zu  dem  Resultate  zurück,  dass  zwei  Gerade 
nicht  mehr  als  einen  gemeinschaftlichen  Punkt  besitzen  können. 
Für  seine  Coordinaten  findet  sich  nach  den  gewöhnlichen  Elimi- 
nationsmethoden  aus  den  obigen  Gleichungen: 

^  ^^  A  —A  '  y—      A  —A 

Hierbei  verdienen  folgende  Fälle  besondere  Erwähnung : 
o.  Ist&|r=6(,  so  ista:  =  0,  d.  h.  der  Durch scbnittspunkt 
liegt  in  der  Ordinatenachse.  In  der  That  bezeichneten  aber  auch 
die  beständigen  Grössen  b  die  Lage  des  in  der  Y-  Achse  gelegenen 
Punktes ,  so  dass  bei  Uebereinstimmung  dieser  Werthe  beide  Ge- 
rade durch  denselben  Punkt  der  genannten  Achse  gehen  müssen. 
/5.  Wenn  A^  0^  =  A^b^,  so  ist  y  =  0,  d.  h.  der  gemeinschaft- 
liche Punkt  liegt  in  der  Abscissenachse.  Wir  übersehen  sofort  die 
Richtigkeit  dieses  Resultates,  wenn  wir  die  gewonnene  Bedin- 
gungsgleichung in  die  Form :  —  -i  =  —  -~    bringen ,  worin  nach 

-4,  Af 

Nr.  4)  des  vorigen  Paragraphen  die  gleichen  Grössen  die  Abscissen 
der  in  der  -T- Achse  gelegenen  Punkte  bezeichnen. 

y.  Für  Ai  =  Af  erhalten  beide  Coordinaten  unendliche  Werthe, 
d.  h.  der  Durchschnittspunkt  liegt  in  unendlicher  Entferung.  We- 
gen Uebereinstimmung  der  Richtungsconstanten  ist  dies  der  Fall 
des  Parallelismus  beider  Geraden. 

S.  Wenn  irgend  zwei  von  den  drei  vorhin  genannten  Bezie- 
hungen gleichzeitig  stattfinden ,  so  ist  Ai  =  A^  und  auch  6j  =  6„ 

und  man  erhält  für  beide  Coordinaten  die  unbestimmte  Form  — . 

0 

Dann  sind  aber  auch  die  Gleichungen  beider  Geraden  identisch, 

weshalb  letztere  in  allen  Punkten  zusammenfallen  müssen. 

Sind  die  Gleichungen  der  beiden  Linien  in  der  Form 

a,       b^ 

'      «2  Ol 

gegeben ,  so  findet  man  ebenfalls  durch  Elimination  als  Coordina- 
ten des  Durchschnittspunktes : 
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woran  sich  ähnliclio  Bemerkungen  wie  oben  knüpfen  lassen.  — 
Für  den  Parallelismus  ergiebt  sich  z.  B.  als  Bedingungsgleichnng: 

0,61  :^=  a,  bf    oder   «j :  a,  =  b^  :  6, , 
was  auf  bekannte  Aehnlichkeitssätze  hinauskommt.    Wir  gelangen 
zu  demselben  Resultate,  wenn  wir  in  der  Gleichung  -4,  =^j  för 
die  beiden  Richtungsconstanten  nach  Nr.  4)  des  vorigen  Paragra- 
phen  die  damit  e:leichen  Werthe und ^  substituiren. 

Ein  interessantes  Resultat  findet  sich  noch,  sobald  wir  ans 
Nr.  2)  die  reciproken  Werthe  der  Coordinaten  x  und  t/  berechnen. 
Dividiren  wir  dabei  Dividend  und  Divisor  der  erhaltenen  Quotien- 
ten durch  —  «,  a,  b^  6, ,  so  entsteht 

1  «2    ^1         «1    ^1         1  bjt    «1  6| '  öj 

oder,  wenn  wir  zur  Abkürzung  die  reciproken  x,  y,  a  und  b  mit 
g ,  ^ ,  a  und  ß  bezeichnen : 

ßi  —  ßt  «1  — «2 

Die  Vergleichung  dieser  Resultate  mit  den  in  Nr.  11)  des 
vorhergehenden  Paragraphen  gewonnenen  lässt  |  und  rj  als  Co- 
ordinaten der  Achsendurchschnittspunkte  einer  Geraden  erschei- 
nen, welche  durch  die  Punkte  a,j5,  und  a^ßi  hindurchgeht.  Sind 
daher  die  Gleichungen  dreier  Geraden  in  der  Form 

ab  tti       b^  a^       b^ 

gegeben  und  behalten  wir  die  vorher  eingeführten  Abkürzungen 
bei,  so  müssen  sich  für  die  durch  je  zwei  der  Punkte  aß,  a,j3n 
«2  ßt  gehenden  Geraden  dieselben  Achsendurchschnittspunkte  fin- 
den, wenn  die  drei  gegebenen  Geraden  sich  in  einem  Punkte 
schneiden  sollen ,  oder  mit  anderen  Worten :  es  müssen  in  diesem 
Falle  die  Punkte  ajS,  «ijSi,  a^ß^  in  einer  geraden  Linie  liegen. 
Auf  diese  Weise  erhält  man  als  Bedingungsgleichung  dafür,  dass 
drei  Gerade  durch  denselben  Punkt  hindurchgehen,  wenn 
man  die  Werthe  von  ccßu.s.  f.  wieder  einführt,  nach  Nr.  12)  in  §.  5: 

V «         a^J     V  a,         a^y         v  b         b^J     V  6,        b^J 
oder  aus  Nr.  TÖ)  des  §.  3  in  symmetrischerer  Form : 
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II.  Soll  der  Winkel  8  gefunden  werden,  den  zwei  gegebene 
Gerade  einsehliessen ,  so  verschiebe  man  beide  Linien  parallel  zn 
sich  selbst  in  einen  und  denselben  Punkt  der  A'- Achse,  wodurch 
ihre  gegenseitige  Lage  nicht  geändert  wird.  Sind  nach  der  im 
vorigen  Paragraphen  angewendeten  Bezeichnung  er,  und  a,  die  im 
Sinne  der  Anomalien  gemessenen  Winkel,  welche  beide  Gerade 
mit  der  JT-  Achse  einsehliessen,  so  erhält  man  sofort,  je  nach  der 
Lage  beider  Linien, 

8~  +  («1—«,). 
Um  in  dieser  Gleichung  die  Kichtnngsconstanten  ^,  und  ^j 
der  beiden  Geraden  einzuführen,  beschränken  wir  uns  zunächst 
auf  recht  winklige  Coordinaten,  weil  bei  deren  Anwendung 
die  einfachsten  Beziehungen  zwischen  den  Constanten  A  und  den 
Winkeln  a  stattfinden.  Dann  ist :  tan  a,  =^  A^  und  tan  a^==  A^,  und 
es  folgt  hieraus : 

4)  tanö=±-^'~'^' 


^}+A,A, 

Der  Doppelwerth  von  tan  S  kann  hier  als  einem  spitzen  und 
einem  stumpfen  Winkel  zugehörig  betrachtet  werden,  und  giebt 
somit  die  von  den  beiden  Geraden  gebildeten  Nebenwinkel.  Wo 
nur  der  spitze  Wertli  verlangt  ist ,  genügt  das  obere  Vorzeichen, 
wenn  wir  mit  A^  die  grössere  Richtungsconstante  bezeichnen.  — 
Folgende  zwei  Fälle  verdienen  besondere  Beachtung : 

a.  Ist  Ai  ==  A^y  so  wird  tan  d  ==  0,  also  ö  =^0  oder  ö  =  180°, 
wodurch  wir  auf  die  schon  oben  besprochene  Bedingung  des  Pa- 
rallelismus zweier  Geraden  zurückgeführt  werden. 

ß.  Wenn  i  +  A^Aj^zzs^O,  so  wird  /a/i(5  =  QC,  also  ö  =  90"; 
die  beiden  Linien  durchschneiden  sich  daher  recht- 
winklig.    Man  findet  dann : 

5)  ^1  =  —  -    und    ^,  =  —  - , 

d.  h.  zwei  Gerade  stehen  bei  Anwendung  von  rechtwinkligen  Pa- 
rallelcoordinaten  senkrecht  auf  einander ,  wenn  ihren  Richtungs- 
constanten  reciproke  Werthe  mit  entgegengesetzten  Vorzeichen 
zukommen.  —  Setzen  wir,  sobald  die  Gleichungen  der  beiden  Gera- 

den  in  der  Form J-  ji  =  I  und 1-  --  =  |  gegeben  sind,  nach 

Anal.  GeoBi.   I.  3 
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§.  5  Nr.  4)  ^,  = -*  und  A^=z ?  ,  so  geht  die  Bedingungs- 

^^  ft^ 

gleichung  für  den  rechtwinkligen  Durchschnitt  in  a,  a,  +  &j6j=0 

tther.  —  An  die  letzten  Betrachtungen  schliessen  sich  folgende 

zwei  Aufgaben : 

A,  Es  soll  die  Gleichung  einer  Geraden  gefunden 
werden,  die  durch  einen  Punkt  a:,y,  geht  und  eine  ge- 
gebene Gerade  y  =  Ax  +  6*)  rechtwinklig  durch- 
schneidet. 

Da  die  Gerade  durch  den  Punkt  a:,  y,  gehen  soll,  so  muss  ihre 
Gleichung  die  Form  von  Nr.  7)  des  vorigen  Paragraphen  besitzen. 
Nach  der  zweiten  gegebenen  Bedingung  erhält  die  Richtungscon- 

stante  den  Werth:   —  — ;  die  gesuchte  Gleichung  ist  daher: 

6)  y  — yi  =  —  j(a:— a:,). 

Als  specielles  Beispiel  hierzu  wählen  wir  den  Fall ,  wenn  die 
gegebene  Gerade  durch  den  Coordinatenanfang  geht  und  den 
Winkel  y  mit  der  JT- Achse  bildet,  der  gegebene  Punkt  aber  in 
einem  Abstände  d  vom  Coordinatenanfange  auf  der  Geraden  selbst 
liegt.  Unter  diesen  Bedingungen  ist  A  =  (any,  und  da  d  und  y 
diePolarcoordinaten  des  gegebenen  Punktes  darstellen,  x^  =zdcosY) 
y,  =:z.dsin  y;  man  erhält  also: 

y  —  d  siny  = (x —  d  cos  y) 

'  iafi  y  ^  " 

oder  nach  Multiplication  mit  sin  y  nach  einigen  leichten  Umfor- 
mungen : 

X  cos  y  -\'  y  sin  y  =rz  d. 
Wählt  man  jetzt  die  X-Achse  dos  benutzten  rechtwinkligen 
Coordinatensystems  zur  Achse  von  Polarcoordinaten ,  mit  Bei- 
behaltung des  Coordinatenanfanges ,  so  ist  nach  den  oft  angewen- 
deten Transformationsformeln  xz:=  r  cos  q),  y==r  sin  q>  zu  setzen. 
Für  Polarcoordinaten  findet  sich  hieraus  als  Gleichung  einer  gera- 
den Linie,  welche  durch  die  Coordinaten  dy  für  den  Fusspunkt 
des  vom  Pole  auf  sie  gefällten  Perpendikels  bestimmt  ist, 
r  cos{(p — y)  =  d. 


*)  Wir  bedienen  uns  von  hier  an  der  Abkürzung ,  eine  Linie  mit  ihrer 
Gleichung  zu  benennen. 
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Es  Tv-ird  keine  Schwierigkeit  gewähren,  die  Richtigkeit  dieser 
Gleichung  in  einer  dazu  construirten  Figur  nachzuweisen. 

B,  Die  Entfernung  eines  Punktes  j:,y,  von  der  Ge- 
raden y  ^=^  Ax '\' b  soll  berechnet  werden. 

Bezeichnen  wir  mit  a:'y'  die  Coordinaten  für  den  Fusspunkt 
des  von  x^y^  auf  die  Gerade  gefällten  Perpendikels  und  mit  e  die 
gesuchte  Entfernung,  so  ist,  da  unsere  Aufgabe  die  AnweB4ung 
von  rechtvirinkligen  Coordinaten  voraussetzt,  nach  Nr.  ])  in  §.  3^ 

c'  =  (a:'— a:.)*  +  (j/'-y.)*. 
Insofern  nun  der  Punkt  x  y   ein  Mal  auf  der  gegebenen  Ge- 
raden, ein  anderes  Mal  auf  dem  erwähnten  Perpendikel  liegt,  gel- 
ten für  seine  Coordinaten  die  Gleichungen: 

y  •==^  Ax  +  b 

1        ,       .  X 

y  —yx=—^  (^  — ^i), 

von  denen  die  letztere  unmittelbar  aus  der  vorhergehenden  Auf- 
gabe folgt.      Die  Elimination  vou  y    aus  diesen  beiden  Formeln 
giebt  durch  Subtraction  und  Reduction  auf  x' : 
,  __A{y^~b)'\-  x^ 
^  '  \  +  A* 

lind ,  wenn  wir  beiderseitig  a:,  subtrahiren, 

_  A{y,~Ax,  -  b) 

Aus  der  zweiten  der  oben  für  a:'  und  y  gegebenen  Gleichun- 
gen folgt  demnach: 

y     yi  ,^^2 

Setzen  wir  die  letzten  beiden  Werthe  in  die  Gleichung  für  c* 
ein,  so  ergiebt  sich  nach  Absonderung  der  gemeinschaftlichen 
Factoren  und  nöthiger  Hebung : 

(y.-^a?.-6)» 
^~'-     \+A* 
oder 

7)  ^^      y.-(^+^V 

-      /T+T» 

wobei,  da  hier  keine  entgegengesetzten  Grössen  in  Frage  kommen, 
in  jedem  Falle  das  positive  Resultat  festzuhalten  ist. 

Beachtet  man  in  dem  gefundenen  Ausdrucke,  dass  Ax^  +  b 
die  der  Abscisse  x^  zugehörige  Ordinate  für  einen  in  der  Geraden 
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y  =  Ax-\-  b  gelegenen  Punkt  be- 
zeichnet, so  ist  die  Richtigkeit  des 
Resultates  leicht  in  Fig.  13  zu  be- 
stätigen. jP|  sei  der  gegebene  Punkt, 
LL  die  gegebene  Gerade,  welche 
die  A'- Achse  unter  dem  Winkel  o 
schneidet ,  ferner  JPj  N  die  gesuchte 
Entfernung  e.  Da  0M=  x^,  so  ist 

A'M=  AXi  +  b,  und  man  erhält,  durch  Einsetzung  von  ^+^ 
-=/l +/«/!*« =5(?r  er,  sofort  :ß=^-^-^:;^77 odiev:P^N=P^KA 


sec  a 


.  cos  er, 


was  unmittelbar  mit  der  Figur  tibereinstimmt,  wenn  man  die  Gleich- 
heit der  Winkel  N P^  K  und  «  in  Betracht  nimmt. 

Soll  die  Untersuchung  über  den  von  zwei  Geraden  einge- 
schlossenen Winkel  auf  schiefwinklige  Coordinaten  aus- 
gedehnt werden,  so  sind  zunächst  unter  Beibehaltung  der  früheren 
Bezeichnungen  die  Winkel  «,  und  «j  durch  die  Richtungsconstan- 
ten  Ay  und  A^  auszudrücken.  Nach  der  in  Nr.  2)  des  §.  5  gefun- 
denen Formel  ist ,  sobald  der  Coordinatenwinkel  mit  go  bezeichnet 
wird,   mit  Rücksicht  auf  die  Bedeutung  des  dort  angewendeten 

Winkels  jS  die  Constante  A  = r-  zu  setzen.    Wird  hierin 

sin  (w  —  of) 

der  Nenner  entwickelt  und  Zähler  und  Nenner  durch  cos  «  divi- 

tan  o 


dirt,  so  entsteht :  A  = 


sin  (1)  —  tan  a  cos  ( 


woraus  man   leicht  zu 


dem  Resultate  gelangt: 


tan  cc : 


A  sin  CO 


1  +  A  cos  (ü 

Ist  nun  of,  der  grössere  der  beiden  Winkel,  welche  die  ge- 
gebenen Geraden  mit  der  A^- Achse  bilden,  und  d  der  von  den  Ge- 
raden selbst  eingeschlossene  spitze  Winkel,  so  sind  zur  Bestim- 
mung von  8  folgende  drei  Gleichungen  gegeben : 

tan  Of,  —  tan  a^  ^  ^,  sin  an 


tan  8- 


I  +  tan  a, .  tan  a^ ' 


tan  U9  ===  - 


tan  a^  ■ 
A^  sin  0) 


I  +  A^cos  (a' 


1+^2  ^ö*  ^ 

Durch  Substitution  der  beiden  letzten  Werthe  in   die   erste 
dieser  Gleichungen  entsteht  nach  den  nöthigen  Reductionen : 
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'   T"  (^1  +  A)  COS  (ö  +  ^,  ^, 

Wird  hierin  der  Zähler  =0  gesetzt,  so  erhält  man  fiir  den 
Fall  des  Parallelismus  wieder  die  schon  früher  als  allgemein  giltig 
erkannte  Formel :  A^  =  A^.  Sollen  dagegen  die  Geraden  senk- 
recht auf  einander  stehen ,  so  erwächst  für  diesen  Fall  die  Bedin- 
gangsgleichnng : 

8)  l  +  (^,  +  ^,)<?o5a)  +  ^j^,  =  0. 

.  Mit  Einführung  dieses  Resultates  können  die  im  Vorhergehen- 
den unter  A.  und  B.  gestellten  Aufgaben  für  schiefwinklige  Co- 
ordinaten  gelöst  werden.  Wir  unterlassen  diese  etwas  umständ- 
licheren Rechnungen,  da  das  Vorhergehende  hinreichen  wird ,  die 
üeberzeugung  zu  gewähren,  dass  für  derartige  Aufgaben  die 
Anwendung  rechtwinkliger  Coordinaten  zu  grösserer  Einfach- 
heit führt. 

§.7. 
Die  allgemeine  Gleichung  ersten  Grades. 

Die  in  den  vorhergehenden  Paragraphen  angewendeten  Glei- 
chungsformen der  geraden  Linie  besitzen  sämmtlich  das  gemein- 
schaftliche Merkmal,  dass  sie  in  Beziehung  auf  die  veränderlichen 
Parallelcoordinaten  dem  ersten  Grade  angehören.  Es  würde  zur 
Bestätigung  dieser  Bemerkung  vollkommen  ausreichen ,  wenn  sie 
sich  für  irgend  eine  Lage  der  Geraden  gegen  das  Coordinaten- 
system  als  richtig  erwiese.  Von  den  für  einen  solchen  besonderen 
Fall  gefundenen  Relationen,  z.  B.  den  für  die  Achsen  selbst  gel-' 
tenden  a:  =  0  und  y  =  0,  gelangen  wir  nämlich  zu  den  auf  jede 
andere  Lage  bezüglichen  Gleichungen  mittelst  der  in  §.  4  aufge- 
stellten Transformationsformeln.  Da  nun  letztere  selbst  ersten 
Grades  sind ,  so  kann ,  wenn  man  sie  mit  der  Gleichung  der  Gera- 
den in  Verbindung  bringt,  nach  einem  bekannten  Satze  der  Al- 
gebra hierdurch  der  Grad  dieser  Gleichung  nicht  abgeändert  wer- 
den. Im  vorliegenden  Falle  ist  es  nicht  nöthig ,  auf  diese  allge- 
meine Bemerkung  zurückzugehen,  da  die  für  die  gerade  Linie 
aufgestellten  Gleichungen  sich  bereits  als  allgemein  giltig  erwiesen 
haben.  —  Es  erübrigt  noch  die  wichtige  Frage,  ob  die  Wechsel- 
beziehung zwischen  den  Eigenschaften  einer  geraden  Linie  und 
einer  Gleichung  ersten  Grades  für  die  veränderlichen  x  und  y  eine 
80  innige  ist,  dass,  so  oft  sich  eine  Gleichung  dieser  Art  vorfindet, 
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dieselbe  als  ciiiQr  geraden  Linie  angehörig  betrachtet  werden 
kann.  Untersuchen  wir  zu  diesem  Zwecke  die  allgemeinste  Form 
einer  Gleichung  ersten  Grades  zwischen  zwei  veränderlichen 
Grössen. 

Jede  Gleichung  ersten  Grades  zwischen  x  und  y  kann ,  wenn 
man  die  mit  gleichen  Factoren  versehenen  Glieder  in  eines  zu- 
saramenfasst ,  auf  die  Form 

1)  Ja:  +  Py  +  C  =  0 

gebracht  werden,  worin  A*),  B  und  C  beliebige  zwischen  — oo 
und  +  oo  gelegene  beständige  Coefficienten  ausdrücken.  Betrach- 
ten wir  jetzt  drei  Punkte  ory,  a:,  y, ,  ar^y,,  deren  Coordinaten  eäramt- 
lich  dieser  Gleichung  Gentige  leisten  sollen ,  so  gelten  für  diesel- 
ben folgende  Relationen : 

Ax  +  By  +  C—0 
Ax,  +  ^y,  +  C  —  (> 

aus  denen,  wenn  man  je  zwei  von  einander  subtrahirt,  die  Glei- 
chungen 

A(x  —  x,)  +  B{y  —  y,)  =  0 

A  {x^  —  x;}  +  B  (y,— y,)  =  0 

A{x^  —  x)  +  B{y^  —  y)=^0 
entstehen.    Man  erhält  hieraus : 

B X  —  ic, Xi — X2      x^  —  x 

^~y  —  y~yi'-yt~yt  —  y 

oder  auch  die  fortlaufende  Proportion: 

{x—x;)'.ix,—x;)  :  {x^-^x)  —  {y—y,)  :  {y^  —  yt)  :  {yt—y), 
d.  h.  die  Abscissendifferenzen  der  drei  Punkte  sind  den  entspre- 
chenden Ordintitendifferenzen  proportional.  Nach  einer  in  §.  5 
gemachten  Bemerkung  liegen  aber  unter  dieser  Bedingung  die 
drei  Punkte  in  einer  geraden  Linie,  und  da  dies  für  je  drei  Punkte 
gilt ,  deren  Coordinaten  der  gegebenen  Gleichung  Genüge  leisten, 
so  gehört  die  Gleichung  l)  selbst  einer  geraden  Linie  an. 

Bestätigt  wird  dieses  Resultat,  wenn  man  die  allgemeine  Glei- 
chung auf  eine  der  Formen  bringt,  unter  denen  wir  früher  die 
Gleichung  der  Geraden  aufgefasst  haben.  Ist  z.  B.  C  von  0  ver- 
■schieden,  so  können  wir  durch  —  C  dividiren  und  erhalten  dann 


*)  Es  bedarf  wohl  kaam  der  Erinnerung,  dass  diese  Constante  A  nicht 
mit  der  Ricbtungsconstante  der  geraden  Länie  zu  verwechseln  ist« 
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C         C  ' 

C  Jo 

als  Gleichung  einer  geraden  Linie,  in  welcher un(t   -  -  die 

A       \  I  n-vP. 

auf  den  Achsen  abgeschnittenen  Strecken  bezeichnen.     Wenn  da- 
gegen C  =  0 ,  so  findet  sich 

Ä 
^  B 

und  dies  ist  die   Gleichung  einer  durch  den  Coordinatenanfang 

Ä 
gehenden  Geraden  mit  der  Richtnngsconstante : -. 

Wenn  die  Lage  aller  Punkte  einer  Linie  durch  eine  alge- 
braische Gleichung  n*®"  Grades  zwischen  den  veränderlichen  Pa- 
rallelcoordinaten  bestimmt  ist,  so  wird  die  Linie  selbst  eine  Linie 
„len  Q-rades  genannt*).  Die  Gerade  ist  nach  dem  Vorhergehenden 
die  einzige  Linie  ersten  Grades**). 

Die  in  Nr.  l)  aufgestellte  allgemeinste  Gleichungsform  aller 
Linien  ersten  Grades,  d.  h.  aller  Geraden,  lässt  sich,  wenn  man 
beiderseits  durch  eine  der  drei  beständigen  Grössen  Ä^  B^  C  (die 
aber  von  0  verschieden  sein  muss)  dividirt,  immer  so  umgestalten, 
dass  sie  nur  noch  zwei  Constanten  in  sich  enthält.  Diese  beiden 
Constanten  müssen  entweder  unmittelbar  gegeben  sein ,  wenn  sich 
die  Gleichung  auf  eine  bestimmte  Gerade  beziehen  soll ,  oder  es 
muss  möglich  sein,  dieselben  aus  zwei  von  einander  unabhängigen 
Bedingungen  zu  berechnen.  So  führt  die  analytische  Untersuchung 
darauf  zurück,  dass  eine  Gerade  unter  Anderem  durch  ihre  Rich- 
tung und  einen  Punkt,  durch  zwei  ihrer  Punkte  u.  s.  f.  vollständig 
bestimmt  ist. 

Es  kann  die  Aufgabe  vorkommen ,  an  einer  gegebenen  Glei- , 
chung  ersten  Grades  die  Untersuchung  zu  führen,  ob  sie  für  ein 
bestimmtes   Parallelcoordinatensystem    einer  gegebenen  geraden 
Linie  angehört  oder  nicht.    Nach  dem  Vorhergehenden  reicht  es 


*)  Die  Berechtigung,  eine  Linie  nach  dem  Grade  ihrer  Gleichung  zu 
benennen,  erwächst  daraus,  dass  nach  der  im  Eingange  dieses  Paragraphen 
gemachten  Bemerkung  der  Grad  der  für  eine  specielle  Lage  des  Coordina- 
tensystems  gefundenen  Gleichung  auch  bei  Aenderung  dieser  Lage  ge- 
wahrt bleibt  und  der  Linie  selbst  als  ein  beständiges  Merkmal  anhaftet. 

*  *)  Mit  Beziehung  hierauf  kann  eine  Gleichung  ersten  Grades  zwischen 
zwei  Veränderlichen  den  Namen  lineare  Gleichung  erhalten. 
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zu  diesem  Zwecke  aus ,  an  zwei  Punkten  der  Geraden  die  Probe 
zu  machen.  Eine  Gleichung  ersten  Grades  zwischen  den  veränder- 
liche#i  a:  und  y  muss  daher  den  Coordinaten  aller  Punkte  einer 
geradon  Linie  Genüge  leisten ,  wenn  dies  bei  zwei  Punkten  statt- 
findet. Wäre  z.  B.,  um  an  einen  bereits  behandelten  Fall  anzu- 
knüpfen, die  Gleichung 

-+f  =  1 

a  0 
nicht  bereits  als  die  einer  Geraden  bekannt,  welche  auf  der  X-  und 
r- Achse  die  Strecken  a  und  h  abschneidet,  so  würde  dies  ohne 
Weiteres  daraus  folgen,  dass  sie  als  Gleichung  ersten  Grades  den 
Durchschnittspunkten  der  vorher  erwähnten  Linie  mit  den  beiden 
Coordinatenachsen  entspricht. 

Werden  die  Gleichungen  zweier  Geraden  durch  Addition  oder 
Subtraction  verbunden ,  wobei  noch  die  eine  mit  einem  beliebigen 
Factor  multiplicirt  werden  kann,  so  entsteht  eine  Gleichung  ersten 
Grades,  die  von  denselben  x  und  y  befriedigt  wird,  welche  bei- 
den ursprünglich  gegebenen  Gleichungen  Genüge  leisten.  Die 
durch  die  neue  Gleichung  charakterisirte  Gerade  muss  sich  dem- 
nach mit  den  beiden  ersten  Geraden  in  einem  Punkte  schneiden. 

Sind  z.  B.  die  Gleichungen  der  beiden  Geraden  in  der  Form 
y  — ^,a:  +  fti,         y^A^x+b^ 
gegeben,  so   möge   die  letztere  mit  dem  unbestimmten  Factor  l 
multiplicirt  werden,  worauf  beide  addirt  werden  sollen,  um  in  dem 
hierdurch  entstehenden  Resultate 

2)  y{\+X)'^^x{A,  +A^X)  +  6,  +  h^l 

die  Gleichung  einer  neuen  Geraden  zu  erhalten,  welche  mit  den 
beiden  ersten  durch  einen  Punkt  geht.  Bringen  wir  Nr.  2)  in 
die  Form 

A  -^  A  X 
so  stellt  der  Ausdruck    ^         '    für  die  neue  Gerade  dieRichtungs- 

1  -p  K 

constante  dar,  welche  mit  Feststellung  besonderer  Werthe  für  das 
bis  jetzt  unbestimmt  gebliebene  X  noch  jede  mögliche  Grösse  an- 
nehmen kann.  Nr.  2)  und  3)  sind  demnach  Gleichungen  aller 
derjenigen  Geraden,  welche  durch  den  Durchschnittspunkt  der 
beiden  gegebenen  Linien  hindurchgehen.  Eine  vollständige  Be- 
stimmtheit tritt  erst  dann  ein ,  wenn  durch  eine  neu  hinzutretende 
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Bedingung  der  Factor  k  einen  speciellon  Zahlwcrth  erlangt.  Ist 
z.  B.  die  Richtung  einer  solchen  Goraden  durch  die  Constante  A 
gegeben  ,    so  erhält  man  aus  der  Bedingung 

für  A  den  Werth : 

~^  — ^, 
und  durch  Substitution  in  Nr.  3) 

Ai — A^ 

Die  letzte  Gleichung  gehört  also  einer  geraden  Linie  an,  die 
mit  gegebener  Richtungsconstante  A  durch  den  Durchschnittspunkt 
der  beiden  Geraden  y=A^  ^  +  &i  nnd  y=A^x-\-  ö,  hindurchgeht. 

Zur  Einübung  des  im  Vorhergehenden  enthaltenen  Verfah- 
rens, zu  Gleichungen  gerader  Linien  zu  gelangen,  welche  mit  zwei 
gegebenen  Geraden  einen  gemeinschaftlichen  Durchschnittspunkt 
besitzen,  wählen  wir  diq  beiden  Aufgaben  des  folgenden  Paragra- 
phen, welche  uns  zugleich  mit  einigen  in  der  Elementar-Geometrie 
gewöhnlich  nicht  behandelten  Eigenschaften  geradliniger  Gebilde 
bekannt  machen  sollen. 

■  §.8. 
Aufgaben. 
I.  Durch  die  drei  Eckpunkte  eines  Dreiecks  ABC 
(Fig.  14)  sind  drei  in  einem  Punkte  0  sich  schneidende 
Gerade  AD^  BE,  CF  gezogen.  Es  soll  untersucht  wer- 
den, in  welchem  Verhältnisse  hierbei  eine  der  drei 
Dreiecksseiten  getheilt  wird,  wenn  die  Theilungs- 
verhältnisse  der  beiden  anderen  Seiten  bekannt  sind. 


Wir  wählen  CB  als  X-Achse  und 
CA  als  F- Achse  eines  Parallelcoordi- 
natensystems  mit  dem  Anfangspunkte  C 
und  gebrauchen  die  Bezeichnungen: 
BC=a,  AC-==ih,  CD  =  ai,  CE=h^. 
Die  Geraden  AB  und  B E  haben  dann 
die  ßleichungen : 


Fig.  14. 
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*Wird  die  zweite  von  der  ersten  subtrahirt,  so  entsteht 

Es  ist  dies  die  Gleichung  einer  Geraden,  die  mit  AB  und  BE  den 
Diirchschnittspunkt  0  gemein:  hat  und  die,  weil  in  ihr  x  und  y 
gleichzeitig  0  werden,  durch  den  Coordinatenanfang  geht,  oder 
mit  anderen  Worten:  es  ist  die  Gleichung  von  CF,  Setzen  wir 
darin  zur  Abkürzung  a  —  öj  =  «g ,  6  —  6,  =  6j ,  so  gelten  für  den 
Punkt  F,  welcher  ausserdem  noch  auf  der  Geraden  AB  liegt,  die 
Gleichungen : 

'^~bb~^'  ä"*"6  ~ 

Durch  Elimination  von  y  ergiebt  sich  hieraus  für  die  Abscisse 
des  Punktes  F\ 

_       aa,b^        _^^ 

und ,  wenn  man  diese  Grösse  von  a  subtrahirt, 

Die  Verbindung  der  letzten  Resultate  durch  Division  führt 
zu  der  Formel:  '•! 

CG  '.  BG  =:=  «1  ft,  :  «,  6|  =  —  '  i-  % 

oder,  wenn  man  CG  :  BG  mit  dem  gleichen  Verhältnisse  AFißF 
vertauscht  und  für  «j ,  a^,  ^i ,  b^  ihre  Werthe  einsetzt : 

BD  4E 

Diese  Proportion  enthält  die  Lösung  der  gestellten  Aufgabe. 
Ist  z.  ß.  CD  =  BD  und  CE  =  AE,  so  wird  auch  AB=z  BF,  was 
zu  dem  bekannten  Satze  führt,  dass  die  drei  Mittellinien 
eines  Dreieks  (die  Geraden  von  den  Eckpunkten  nach  den 
Mitten  der  Gegenseiten)  sich  in  einem  Punkte  schneiden. 
—  Bemerkenswerth  ist  noch  folgende  Form ,  auf  welche  die  obige 
Proportion  gebracht  werden  kann : 

AF.  BD  .  CE  =  BF.  CD  .  AE. 

Sie  enthält  den  planimetrischen  Lehrsatz:  Werden  durch 
die  Eckpunkte  eines  Dreiecks  drei  in  einem  Punkte 
sich  schneidende  Transversalen  gezogen,  so  ist  von 
den  auf  den  Gegenseiten  gebildeten  Abschnitten  im- 
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Fig.  15. 


mer  das  Product  dreier  nicht  an  einander  stossenden 
dem  Producte  der  drei  übrigen  gleich. 

II.  Auf  der  Geraden  0^,  (Fig.  J5)  sind  drei  feste 
Punkte  O,  ^1 ,  ^^2  gegeben.  Durch  dieselben  werden  die 
beliebigen  Geraden  05,,  ^jC,  J^^  gezogen,  die  sich  in 
den  Punkten  5,,  B^  und  C  schneiden.  Wir  verbinden 
B^  mit  A^,  B^  mit^,  geradlinig  und  endlich  denDurch- 
schnittspunkt  D  der  beiden  letzten  Linien  mit  dem 
vorher  gefundenen  Punkte  C, 
Die  Gerade  CD  schneidet  die 
Linie  OA^  im  Punkte  A.  Es  soll 
0^  =  a  berechnet  werden,  wenn 
die  Strecken  0^j  =  ai,  OA^=^a^ 
gegeben  sind. 

Wir  wählen  OA^  zur  ^- Achse  und 

0  B^  zur  Y'  Achse  eines  Parallelcoordi-  ^t    ^  A 

natensystems  und  setzen  OB^-=bi^  O^,  =  ^i-  I^ann  sind  die  fol- 
genden Gleichungen  I)  bis  4)  der  Reihe  nach  die  Gleichungen  der 
Geraden  A^  C,  A^  C,  A^  B^  und  A^  B^ : 

1) 


X         V 


1, 


^  l*i='' 


*2 


4) 


Addirt  man  entweder  1)  und  2)  oder  3)  und  4) ,  so  entsteht  beide 
Male  die  Summe: 

Es  ist  dies  die  Gleichung  einer  Geraden,  welche  durch  die  Durch- 
scbnittspunkte  von  ^,  C  und  -i,C,  sowie  von  A^B;^  ^^^  -^«^i  hin- 
durchgeht, d.  h.  der  Geraden  AC,  Hieraus  findet  sich  für  die  auf 
der  JT- Achse  abgeschnittene  Strecke  OA  =  a,  wenn  wir  gleich- 
zeitig y  ==  0  und  a:  =  a  setzen : 

2  «lös 


6) 


l+i 


«9  oder  a  = 


«1  +  0« 


a  2 

In  gleicher  Weise  führt ,  wenn  wir  OB  ==:b  setzen ,  die  Sub- 
stitution a;  =  0  und  y  =  b  in  Nr.  5)  zu  dem  Resultate : 

^  +  1      ,        ^         2b,b^ 
7)  J^ ^^6,  oder   b  r- 

y  ~       2 


b,  +  b. 
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Bemerkenswerth  ist  hierbei,  dass  die  Lage  des  Punktes  A 
nur  von  der  Lage  der  Punkte  ö,  ^,  und  A^  abhängt,  so  dass  man 
immer  auf  denselben  Punkt  A  stossen  muss ,  nach  welcher  Rich- 
tung man  auch  bei  Ausführung  der  in  der  Aufgabe  vorgelegten 
Construction  die  Geraden  0  ^, ,  A^C  und  A^  C  gezogen  haben  mag. 
Gleiches  gilt  für  den  Punkt  B^  dessen  Lage  nur  durch  ö,  B^  und  B^ 
bedingt  ist. 

Die  Strecke  OA  bildet  das  sogenannte  harmonische  Mittel*) 
zwischen  ö-^,  und  OA^,  Nach  den  Eigenschaften  der  stetigen 
harmonischen  Proportion  folgt  hieraus : 

OA^ :  OA^  =  {OA^  —  OA)  :  {OA  —  OA,) 
oder  in  Form  einer  Productgleichung : 

8)  A,A,OA^  =  OA^  .AA^, 

Da  die  Form  der  letzten  Gleichung  ungeändert  bleibt,  mag  die 
Folge  der  Punkte  ö,  A^ ,  A^  A^  von  links  nach  rechts  oder  in  ent- 
gegengesetzter Richtung  durchlaufen  gedacht  werden,  so  lässt  sich 
auch  rückwärts  schliessen ,  dass  Ai  A^  ebenfalls  das  harmonische 
Mittel  zwischen  AA^  und  OA^  darstellen  muss  —  ein  Resultat, 
welches  auch  leicht  durch  Rechnung  bestätigt  werden  kann. 

Eine  gerade  Linie ,  auf  welcher  vier  Punkte  so  liegen ,  dass 
zwischen  ihren  Entfernungen  die  in  Nr.  8)  gegebene  Relation  statt- 
findet, d.  h.  die  aus  drei  solchen  Stücken  besteht,  dass  das  Produet 
aus  den  beiden  äusseren  dem  Producte  aus  dem  mittleren  Stücke 
und  der  ganzen  Linie  gleich  ist,  wird  harmonisch  getheilt 
genannt.  Die  vier  Punkte  selbst  bezeichnet  man  als  harmonisch 
gelegen,  und  je  zwei  solche,  die  einen  dritten  zwischen  sich 
haben,  als  zugeordnete  oder  conjugirte  Punkte.  OA^  ist 
also  harmonisch  getheilt ,  0  und  A ,  A^  und  A^  bilden  die  bei- 
den Paare  ihrer  zugeordneten  Punkte.  Aehnliches  gilt  von  der 
Linie  OB^. 


*)  Eine  Zahl  x  wird  das  harmonische  Mittel  zwischen  zwei  Zahlen  a 
und  6,  von  denen  a"^  b  sein  mag,  genannt,  wenn 
{a  —  x)',{x  —  6)  =  ß :  6 
d.h.,  wenn  eine  sogenannte  stetige  harmonische  Proportion  zwi- 
schen üy  X  und  b  stattfindet.   Dann  ist 

J-  +  -^ 
2ab     ^       1         a^  b 
X  == r  oder  —  t=:  - 


a  +  b  X  2 

Ueberhaupt  stehen  vier  Zahlen  ö,  ö,  c,  d  in  hermonischer  Proportion ,  wenn 

{a  —  b)  :  {c  —  d)  ==  a :  d. 
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Nach  den  vorhergehenden  Untersuchungen  bildet  auf  der  har- 
monisch getheilten  Geraden  0  A^  die  Entfernung  je  zwei  conjugir- 
ter  Punkte  das  harmonische  Mittel  zwischen  den  Abständen  jedes 
der  beiden  anderen  Punkte  vom  äusseren  des  ersten  conjugirten 
Paares.  Nehmen  wir  aber  darauf  Rücksicht,  dass  in  den  obigen 
Gleichungen  1)  bis  %)  unter  den  Strecken  a,  a^ ,  a,  auch  negative 
Werthe  vorkommen  können ,  so  lässt  sich  in  dem  vorhergehenden 
Satze  der  äussere  Punkt  des  conjugirten  Paares  auch  mit  dem 
inneren  vertauschen,  sobald  man  nur  entgegengesetzt  gelegene 
Strecken  mit  entgegengesetzten  Vorzeichen  in  Rechnung  nimmt. 
Es  wird  hierzu  genügen,  wenn  wir  auf  -p.  jg 
Fig.  16  verweisen,  die  mit  abgeänder- 
ter Bezeichnung  ein  getreues  Abbild 
von  Fig.  15  gewährt.  Der  Punkt  0 
liegt  jetzt  zwischen  A^  und  A^ ;  imUebri- 
gen  sind  alle  durch  die  Aufgabe  beding- 
ten Constructionen  wiederholt  worden,      ^^^ ^      ^^ 

um  zum  Punkte  A  zu  gelangen.    Wer-  ^4     ^  ^ 

den  die  früheren  Bezeichnungen  hierher  übertragen,  so  gelten 
wieder  für  A^C^  A^C,  A^B^  und  A^B^  die  Gleichungen  l)  bis  4) 
wodurch  auch  die  Relationen  5)  bis  7)  ihre  Bestätigung  erlangen.  — 
Da  nach  der  letzten  dieser  Gleichungen  auch  OB^  als  harmonisch 
getheilte  Gerade  erscheint,  so  findet  in  Fig.  15  dasselbe  für  AC 
statt.  Diese  letzte  Bemerkung  gewährt  ein  Mittel,  alle  vorher- 
gehenden Untersuchungen  über  harmonische  Theilung  in  einen 
einzigen  Lehrsatz  zusammenzufassen.  Das  von  den  vier  Geraden 
^, C,  A^C^  ^1^2»  -^1^1  in  Fig.  15  begrenzte  geradlinige  Gebilde 
stellt  nämlich  ein  sogenanntes  vollständiges  Viereck  oder 
besser  Vier  seit  dar,  dessen  drei  Diagonalen  OA^^OB^^  -<4C  har- 
monisch getheilt  sind.  Diese  Auffassung  bringt  das  Resultat  un- 
serer Aufgabe  unter  den  bemerkenswerthen  Satz,  dassjede  der 
drei  Diagonalen  eines  vollständigen  Vierseits  durch 
die  beiden  andern  harmonisch  getheilt  wird.  Mittelst 
dieses  Satzes  ist  es  leicht,  zu  je  drei  Punkten  einer  Geraden  einen 
vierten  harmonisch  gelegenen  durch  blose  Anwendung  des  Lineals 
zu  construiren. 

Legt  man  vier  von  einem  Punkte  ausgehende  gerade  Li- 
nien durch  vier  harmonische  Punkte,  so  führen  diese  Geraden  den 
Namen    harmonische   Strahlen   oder  Harmonikaien  und 
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bilden  zneammengenommen  ein  harmonisches  Strahlen- 
büschel. Es  wird  dabei  nicht  ausgeschlossen,  dass  die  einzelnen 
Strahlen  des  Büschels  sich  in  unendlicher  Entfernung  schneiden 
oder  parallel  laufen  können.  Von  den  Harmonikaien  gilt  der  all- 
gemeine Satz,  dass  ihre  Durchschnitte  mit  j  eder  belie- 
bigen Geraden  harmonisch  gelegene»  Punkte  bilden. 
Betrachten  wir,  um  diesen  Satz  zu  beweisen,  zunächst  Fig.  17, 
Fig.  17.  worin  0  A^  in  den  Punkten  A^  und  A  har- 

C  monisch  getheilt  sein  soll,  so  dass  A^  C^ 

ACy  A^C  drei  Strahlen  eines  harmoni- 
schen Büschels  darstellen.  Mit  Beibe- 
haltung der  zu  Fig.  15  eingeführten 
Bezeichnungen  sind  die  obigen  Glei- 
~A^,  Ä  ~  -^1  chungen  1)  und  2)  den  Strahlen  A^C 
und  A^C  angehörig.  Da  nun  die  durch  Addition  entstehende  Glei- 
chung 5)  von  den  Punkten  C  und  A  befriedigt  wird ,  so  bezieht  sie 
sich  auf  alle  Punkte  des  Strahles  CA  und  giebt  für  die  Strecke  OB 
mittelst  der  Substitution  yr=0  wieder  die  Ausdrücke  7).  Es  ist  also 
OBf  in  Bi  und  B  ebenfalls  harmonisch  getheilt.  —  Stellen  wir 
jetzt  in  Fig.  18  das  vollständige  Strahlenbüschel  dar,  so  folgt,  wenn 

A,  B,  C  und  2>  harmonisch  gelegen  sind, 
nach  dem  Vorhergehenden  zunächst  die 
harmonische  Theilung  von  AJD^  und  hier- 
aus wieder  dasselbe  für  die  Punkte  i>„ 
C, ,  Bi  und  ^j.  —  Laufen  femer  die  Har- 
monikaien parallel,  so  hat  man  nur  beide 

Seiten  der  Gleichung 

^  B     C  D  BC.AD  =  AB  .CD 

in  einem  und  demselben  Verhältnisse  abzuändern ,  um  rücksicht- 
lich der  mit  ABy  BC^  CD,  AD  proportionalen  Strecken  A^B^^ 
Di  C, ,  C,  2>i ,  Ai  Dl  zu  der  Gleichung 

Bi Ci  .AiDi^=  Ai Bi  .  C,2>, 
zu  gelangen.    Hiermit  ist  dann  ebenfalls  die  harmonische  Theilung 
der  Linie  A^  2>j  bewiesen. 


Drittes  Capitel. 
Der     Kreis. 


§.9. 
Gleiclmngen  des  Kreises  far  rechtwinklige  Coordinaten. 

An  die  Betrachtung  der  geraden  Linie ,  deren  Eigenschaften  wir 
ans  der  Beständigkeit  der  Anomalie  in  einem  Polarcoordinaten- 
systeme  herleiteten,  schliesst  sich  am  einfachsten  die  Untersuchung 
derjenigen  Linie,  welcher  constante  Leitstrahlen  zukommen.  Dies 
ist  aber  der  Kreis ,  dessen  einzelne  Punkte  von  dem  hierbei  als 
Pol  angesehenen  Mittelpunkte  eine  unveränderliche  Entfernung 
haben.  Soll  diese  Fundamentaleigenschaft  des  Kreises  zum  bes- 
seren Anschlüsse  an  die  vorhergehenden  Discussionen  auf  Parallel- 
coordinaten  bezogen  werden,  so  kommt  sie  darauf  hinaus,  die 
Gleichung  für  den  geometrischen  Ort  eines  Punktes  xy  aufzu- 
stellen ,  dessen  geradlinige  Entfernung  von  dem  durch  seine  Coor- 
dinaten a  und  h  bestimmten  Mittelpunkte  eine  constante  Grösse 
(den  Radius  r)  besitzt.  Wir  beschränken  uns  hierbei  vorläufig 
auf  rechtwinklige  Coordinaten,  weil  bei  deren  Anwendung  die  Ent- 
fernung zweier  Punkte  den  einfachsten  Ausdruck  gewinnt.  Nach 
Nr.  1)  in  §.  3  erhalten  wir  dann 

als  allgemeinste  Gleichung  des  Kreises. 

Besondere  Formen  dieser  allgemeinen  Gleichung  werden  da- 
durch gewonnen,  dass  man  dem  Coordinatensysteme  eine  bestimmte 
Lage  gegen  den  Kreis  einräumt.  Folgende  zwei  Fälle  verdienen 
hierbei  besondere  Beachtung. 

A,  Wird  der  Coordinatenanfang  in  den  Mittelpunkt  des  Krei- 
ses verlegt,  so  ist  a  =  fe  =  0.    Hierdurch  entsteht  das  Keiäultat : 

2)  :c«  +  y«  =  r«. 
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Wir  wollen  diese  einfachste  Form  der  Gleichung  des  Kreises 
seine  Mittelpnnktsglei&hung  nennen.  Insofern  dieselbe  in 
Beziehung  auf  jede  der  beiden  veränderlichen  Coordinaten  eine 
rein  quadratische  Form  besitzt,  gehören  in  ihr  jedem  x  zwei  gleiche, 
aber  mit  entgegengesetzten  Vorzeichen  behaftete  y,  und  ebenso 
jÄem  y  zwei  gleiche  und  entgegengesetzte  x  zu,  soweit  sich  über- 
haupt reelle  Resultate  vorfinden.    Man  erhält  nämlich  aus  Nr.  2) 

y  ===  H-  Yr*—  a*  und  a:=  +  ^r*  —  ^, 
was  nur  so  lange  mögliche  Werthe  giebt,  als  x  und  y  zwischen  den 
Grenzen  —  r  und  +  r  eingeschlossen  sind.  Aus  den  gleichen 
Doppelwerthcn  der  x  und  y  folgt  die  Symmetrie  des  Kreises 
gegen  jeden  der  beiden  zu  Achsen  gewählten  Durchmesser,  also 
auch  ga^QXi  alle  Durchmesser,  da  immer  eine  der  beiden 
Achsen  in  beliebiger  Richtung  durch  den  Mittelpunkt  gelegt  wer- 
den kann. 

Schreiben  wir  die  Gleichung  2)  in  der  Form 

y^^={r  +  x){r—x)    oder    (r — x)  :  y  =  y  :  (r  +  a:), 
80  zeigt  sich  y  als  mittlere  Proportionale  zwischen  r — x  und  r-\-x^ 
was  auf  einen  bekannten  geometrischen  Lehrsatz  hinauskommt. 

B,  Nimmt  man  einen  Punkt  der  Peripherie  zum  Anfangs- 
punkte und  legt  die  positive  Seite  der  Z- Achse  durch  den  Mittel- 
punkt, so  ist  h'=o  und  a~^r.  Hieraus  ergiebt  sich  nach  Reduc- 
tion  auf  y*: 

3)  y*  =  2ra;  —  a^. 

Diese  Gleichung  soll  Scheitelgleichung  dos  Kreises  genannt 
werden.  Da  sie  nur  in  Beziehung  auf  y  rein  quadratisch  ist,  so 
hat  bei  der  jetzigen  Gestaltung  des  Coordinatensystems  der  Kreis 
nur  noch  gegen  die  X-  Achse  eine  symmetrische  Lage. 

Bringen  wir  Nr.  3)  auf  die  Form 

o:*  +  y*  =  2  r  a; 
und  beachten,  dass  ]/x^+y^  die  Entfernung  des  beliebigen  Peri- 
pheriepunktes X  y  vom  Coordinaten  -  Anfange  ausdrückt ,  die  wir 
zur  Abkürzung   mit  z  bezeichnen  wollen,   so  können   wir   auch 
schreiben : 

X  :z  =  z:2r. 
Es  wird  keine  Schwierigkeit  darbieten,  dieses  Resultat  in  einer 
dazu  entworfenen  Figur  zu  deuten,   und  darin  einen  bekannten 
Satz  der  Elementar  -  Geometrie  zu  bewähren. 
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Fig.  19. 


Um  zu  allgemeinen  Betrachtungen  über  den  Kreis  zu  ge- 
langen ,  kehren  wir  zunächst  zu  der  in  Nr.  1)  aufgestellten  allge- 
meinen Gleichung  zurück  und  gehen  ihr  mit  Ausführung  der  darin 
angedeuteten  Operationen  die  Gestalt : 

4)  a^  +  t/^  —  2ax  —  2by  +  P=o, 
wobei  zur  Abkürzung 

5)  P=a*  +  b^  —  r^ 

gesetzt  worden  ist.  Es  gilt  vor  allen  Dingen ,  die  geometrische 
Deutung  dieser  neu  eingeführten  Constanten  P  zu  untersuchen. 
Halten  wir  hierbei  fest ,  dass  ]/a*  +  b*  die  Entfernung  des  Mittel- 
punktes ab  vom  Coordinaten  -  Anfange  darstellt,  die  wir  mit  e  be- 
zeichnen wollen ,  so  können  wir  auch  schreiben  : 

6)  />=^_r«. 

Wir  unterscheiden  nun  folgende  drei  Fälle : 

«)    Ist  ^  >r,   so  liegt  der  Anfangspimkt  0  ausserhalb   des 
Kreises.     (Fig.  19.) 

Verbinden  wir  0  geradlinig  mit  dem 
Mittelpunkte  C  und  legen  die  Tangente 
OT,  so  ist  OC=e,  CTz==r,  also: 

oder  nach  einer  bekannten  Eigenschaft 
der  Kreistangente : 

P=OM,ON, 

wenn  GM  eine  beliebige  durch  0  gelegte  Secante  darstellt.  P  ist 
daher  die  sogenannte  Potenz*)  des  Coordinaten  -  Anfanges  in 
Beziehung  auf  den  Kreis. 

ß)    Wenn  ^<  r,  so  befindet  sich  der  Anfangspunkt  0  inner- 
halb des  Kreises  (Fig.  20). 

Wir  legen  rechtwinklig   gegen  CO  die 

Sehne  ST,  so  ist  

Pz=z  —  {r^  —  e')  =  —  0T\ 
oder,    da  OT=^OS,  mit  Rücksicht  auf  die 
Eigenschaft  der  in  e  i  n  e  m  Punkte  sich  schnei- 
denden Kreissehnen, 

P=^  —  OS,OT~  —  OM.ON, 


Fig.  20. 


*)    Potenz   eines  Punktes  in  Beziehung  auf  einen  Kreis 
heisst  das  Product  der  beiden  zwischen  ihm  und  dem  Kreisumfange  gelege- 
nen Abschnitte  jeder  durch  diesen  Punkt  gehenden  geraden  Linie. 
Anal.  Geom.  I.  4 
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wo  wieder  MN  eine  beliebige  durch  0  gezogene  Sehne  bezeichnen 
mag.  P  behält  hiermit  die  vorhergehende  Bedeutung,  ist  aber  ne- 
gativ in  Rechnung  zu  ziehen,  da  die  beiden  als  Factoren  der 
Potenz  auftretenden  Strecken  eine  entgegengesetzte  Lage  hakn. 
y.  Ist  ^  =  r ,  oder  liegt  der  Anfangspunkt  auf  der  Periphe- 
rie ,  so  wird 

/>=0, 
was  ebenfalls  mit  dem  Begriffe  der  Potenz  des  Coordinaten -An- 
fanges zum  Kreise  insofern  tibereinstimmt,  als  hier  einer  der  bei- 
den Factoren  in  Null  übergeht. 

Kehren  wir  von  dem  im  Vorhergehenden  enthaltenen  Excnrs 
zur  Untersuchung  der  allgemeinen  Kreisgleichung  zurtick ,  so  lässt 
sich  an  den  in  Nr.  1)  und  4)  aufgestellten  Formen  das  gemein- 
schaftliche Merkmal  festhalten ,  dass  in  beiden  die  Beschränkung 
auf  einen  bestimmten  Kreis  von  drei  Constanten  a,  b  und  r 
oder  a,  h  und  P  abhängig  gemacht  ist,  von  denen  P  und  r  ver- 
mittelst der  beiden  andern  Constanten  a  und  h  durch  die  Relation 
5)  an  einander  gebunden  sind.  Sobald  nun  diese  beständigen 
Grössen  nicht  unmittelbar  gegebene  Werthe  besitzen ,  so  erfordern 
sie  zu  ihrer  Feststellung  drei  von  einander  unabhängige  Be- 
dingungsgleichungen. Wir  gewinnen  so  aus  der  Gleichungs- 
form das  Resultat,  dass  zur  Bestimmung  eines  Kreises  drei  Be- 
dingungen nöthig  sind.  Untersuchen  wir  den  Fall,  wenn  der 
Kreis  durch  drei  gegebene  Punkte  a:,  yi,  x^y^^  ^3^3  ^i^^' 
durchgehen  soll. 

Zur  Bestimmung  der  Constanten  sind  bei  dieser  Aufgabe  un- 
ter Festhaltung  der  Form  4)  folgende  drei  Gleichungen  vorhanden: 
Ä^i'  +  y,*  — 2«a:,  — 2fey,+/>=0 
^2* +^2*  —  2  aar,  —  26yj  +  P  =  0 
^3' +  ys*  —  200:3  —  26^3 +  />=  0. 
Werden  je  fewei  derselben  von  einander  subtrahirt,  so  entstehen 
die  neuen  Relationen : 

Ä^i*  —  ^i*  +  yi*  —  yg*  —  2a  {x^  —  x^)  —  2b  (y,  -  y,)  =  0 
^%—^z+y%^  —  ^3*— -  2a  {x^—x;)  —  2b  iyi  —  yii)  =  o 
^3*  —  'V  +  ^3*—  yi*  —  2a  {x^—xi)—2b  [y^^Vi)  =  0, 
die  so  von  einander  abhängen ,   dass    aus  je  zwei  derselben  die 
dritte  durch  Addition  gewonnen  wird.     Aus  irgend  zweien  dieser 
Gleichungen  können  daher  die  Constanten  a  und  b  berechnet  wer- 
den ,  womit  die  Lage  des  Mittelpunktes  bestimmt  ist.     Der  Radius 
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ergiebt  sich  dann  als  Entfernung  des  Punktes  ab  von  einem  der 
drei  gegebenen  Punkte,  Wir  wollen  von  dieser  in  der  allgemei- 
nen Ausführung  etwas  umständlichen,  aber  durchaus  keine  Schwie- 
rigkeit darbietenden  Rechnung  absehen  und  dafür  durch  Betrach- 
tung der  Form  der  drei  letzten  Gleichungen  zu  einer  einfacheren 
Lösung  zu  gelangen  suchen.  Es  genügt  hierbei ,  nur  eine  dieser 
Gleichungen  ins  Auge  zu  fassen,  da  sie  mit  Yertauschung  der 
Stellenzeiger  für  die  drfi  Punkte  sämmtlich  in  der  Form  überein- 
stimmen. 

Aus  der  ersten  entsteht,  wenn  man  gemeinschaftliche  Facto- 
ren  aushebt  und  durch  —  2  dividirt, 

Hierin  bedeuten  nach  §.  3  Nr.  II)  '^ijtf«  und  ^'  "*"  ^^  die  Coordi- 

^  ^       '2  2 

naten  des  Mittelpunktes  der  Verbindungsgeraden  von  x^y^  und 
x^y^y  die  mit  J  und  iy  bezeichnet  werden  sollen.  Betrachten  wir 
nun  a  und  b  als  veränderlich,  so  gehören  sie  einem  Punkte  der 
geraden  Linie 

(x,  — o:,)  {x—^)  +  {y,  —  y^)  (jy—  i?)  =  0 
an,  wo  X  und  y  die  laufenden  Coordinaten  ausdrücken.    Die  letzte 
Gleichung  kann  auf  die  Form 

y-"t\  — •'  {x — f ) 

yt—Vt 

gebracht  werden  und  zeigt  nach  Nr.  6)  in  §.  6  die  Gleichung  einer 
durch  den  Punkt  Jiy  gehenden  Geraden  an,  welche  auf  einer  Ge- 
raden mit  der  Richtungsconstante  -^ ^,   oder  nach  §.  5  Nr.  9) 

auf  der  Verbindungslinie  von  a:,  yi  und  a:,y,  senkrecht  steht.  So 
gelangen  wir  durch  diese  analytische  Untersuchung  zu  dem  aus 
der  Elementar  -  Geometrie  bekannten  Satze,  dass  der  Mittelpunkt 
des  durch  drei  gegebene  Punkte  gehenden  Kreises  in  den  drei 
Perpendikeln  gelegen  ist,  welche  in  den  Mitten  der  diese  drei 
Punkte  verbindenden  Sehnen  errichtet  werden  können. 

Ein  zweites  Merkmal,  welches  den  für  den  Kreis  aufgestell- 
ten Gleichungsformen  anhaftet,  ist,  dass  sie  sämmtlich  in  Bezie- 
hung auf  die  laufenden  Coordinaten  dem  zweiten  Grade  angehö- 
ren. Die  allgemeinste  Gestalt  einer  Gleichung  zweiten  Grades 
zwischen  den  veränderlichen  x  und  y  ist  aber,  wenn  man  jedesmal 

4* 
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die  mit  gleichen  Factoren  versehenen  Glieder  in  eines  znsammen- 
fasst : 

7)  Aa^  +  Bt/'  +  2Cxy  +  ^Dx  +  ^Ey  +  F  =  0, 
worin  A^  B,  C  .  , .  F  beliebige  zwischen  —  00  und  +  oo  gelegene 
beständige  Coefficienten  vertreten,  von  denen  immer  einer,  der 
jedoch  von  Null  verschieden  sein  muss,  durch  Division  entfernt  wer- 
den kann.  Soll  es  nun  möglich  sein ,  diese  Gleichung  7)  auf  die 
in  Nr.  4)  gefundene  Form  der  allgemeinen  Kreisgleichung  zurück- 
zuführen ,  so  ist  die  Erfüllung  folgender  Bedingungen  nothwendig 
und  ausreichend : 

a.  Die  Coefficienten  der  Quadrate  von  x  und  y  müssen  gleich, 
aber  .von  Null  verschieden  sein,  also:  A  =^  B^O. 

ß.    Es  darf  nicht  das  Product  der  beiden  Grössen  x  und  y 
vorkommen ,  d.  h.  es  rauss  C  ^=  0  sein. 

Unter  diesen  Bedingungen  erhält  man  nämlich  mittelst  Divi- 
sion durch  A  aus  Nr.  7) 

B  E  F 

^  +  y*  +  2ja:+2~y+  -  =  0, 

eine  Gleichung,  die  mit  Nr.  4)  vollständig  übereinstimmt,  wenn 

B  E  F 

—-•=:  —  «,  — =  —  h  und  —  -=2  P  gesetzt  wird,    a  und  h  bedeuten 
A  A  A 

dann  die  Coordinaten  des  Mittelpunktes   eines   durch   die   letzte 

Gleichung  charakterisirten  Kreises,  dessen  Radius  mittelst  der  aus 

Nr.  5)  folgenden  Relation 

berechnet  werden  kann.    Soll  dieser  Kreis  möglich  sein,  so  ist  es 
noch  nöthig ,  dass  die  Bedingung 

erfüllt  wird.    Im  gegentheiligen  Falle  ist  kein  Kreis ,  aber  aucli 
überhaupt  keine  Linie  möglich. 

Sobald  nämlich  />  =  «*  +  ^*»  so  entsteht  aus  Nr.  4) 
(x—ay+{y—hy  =  0, 
ein  Resultat,  dem  in  reellen  Zahlen  nur  genügt  werden  kann,  wenn 
gleichzeitig  x^=za  und  y^=b  sind.    Der  Kreis  schwindet  dabei  in 
einen  Punkt  —  den  Mittelpunkt  —  zusammen. 

Soll  femer  P  ^a^  +  b^  sein ,  so  kann  man 

setzen,  worin  c  eine  reelle,  von  Null  verschiedene  Constante  bezeich- 
net. Man  erhält  dann  aus  der  in  Untersuchung  stehenden  Gleichung 
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Die  dieser  Gleichung  zu  Grunde  liegende  Forderung  kann 
aber  in  reellen  Zahlen  nicht  erfüllt  werden,  wenn  nicht  jedes  Glied 
einzeln  =0  ist. 

Wir  erkennen  hieraus,  dass  eine  den  beiden  oben  gegebenen 
Bedingungen  entsprechende  Gleichung  zweiten  Grades  zwischen 
X  und  y ,  wenn  überhaupt  eine  Linie ,  nothwendig  einen  Kreis  ge- 
ben mnss.  Zur  Einübung  dieses  Gesetzes  benutzen  wir  die  fol- 
genden beiden  Aufgaben. 

I.  Man  soll  den  Ort  der  Scheitel  aller  derjenigen 
Dreiecke  suchen,  welche  auf  einer  gegebenen  Grund- 
linie c  stehen  und  in  welchen  die  beiden  anderen  Sei- 
ten ein  constantes  Yerhältniss  I:e  besitzen. 

Die  Grundlinie  c  werde  zur  AT -Achse  und  einer  ihrer  End- 
punkte zum  Coordinatenanfange  gewählt.  Bezeichnen  nun  für 
irgend  eine  Lage  des  Dreieckes  x  und  y  die  Coordinaten  des 
Scheitels ,  so  sind  die  Längen  der  beiden  anderen  Dreiecksseiten 

(vgl.  §.  3  Nr.  1)        

}/x^  +  y^   und    y{x  —  cf  +  y^, 
und  wenn  sich  diese  wie  1 :  g  verhalten ,  so  entsteht  als  Gleichung 
des  geometrischen  Ortes 

B^x^  +  y^  =  Yix—cf  +  y^ 
oder  nach  Quadrirung  und  Verbindung  der  gleichnamigen  Glieder 

8)  (a:'  +  t/*)(l  — €*)— 2ca:  +  c*  =  0 

oder 

«^  +  y*  -  Sj^  a:  +  j^  =  0. 

Die  letztere  Form  zeigt  fttr  den  gesachten  Ort  einen  Kreis  an,  der 

c 
zu  Mittelpunktscoordinaten  a  = 5  und  ft^=0  hat.    Die  Po- 

tenz  des  Coordinatenanfanges  für  diesen  Kreis  ist j)  und  man 

findet  hieraus  den  Radius 


r    (i—s 


Wenn  «  =  l ,  d.  h.  wenn  die  Dreiecke  gleichschenklig  sein 
sollen,  so  verschwinden  in  der  ersten  Gleichungsform  unter  Nr.  8) 
die  quadratischen  Glieder  und  es  bleibt  für  die  gesuchte  Ortsglei- 
chung nach  gehöriger  Hebung 
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c 

0:=-. 


K=q*. 


Der  Kreis  geht  dann  in  eine  gerade  Linie  über,  welche  die  ge- 
meinschaftliche Grundlinie  der  Dreiecke  in  ihrem  Halbirnngspunkte 
schneidet. 

IL  Zu  n  festen  Punkten  soll  der  geometrische  Ort 
eines  beweglichen  Punktes  gesucht  werden,  welcher 
die  Eigenschaft  besitzt,  dass  die  Summe  der  Qua- 
drate seiner  Entfernungen  von  allen  gegebenen  Punk- 
ten einem  constanten  Quadrate  ^  gleich  ist. 

Es  seien  0,6,,  a^b^  , .  .  .  «„&„  die  Coordinaten  der  n  festen 
Punkte  und  xy  die  des  gesuchten  Punktes  in  einer  seiner  Lagen, 
60  führt  die  gestellte  Aufgabe  zu  der  Gleichung : 

(a:-«,)'+(y-M*) 
+  ix-a,y  +  (y-6.)* 
+ 

+  (*—«,,)'  +  iy—KY , 

Nach  Auflösung  der  Klammern  und  Verbindung  der  gleich- 
namigen Glieder  führen  wir  mit  Anwendung  des  Summenzeichens 
£  die  abgekürzten  Bezeichnungen  ein : 

2:  (a)  =  a,  +  öj  +  .  . .  +  ö„ 

2;(ö*)  =  ö,*  +  a,'+  . .  .  +  a„«  u.  8.  f. 

Dann  ergiebt  sich  für  die  gesuchte  Ortsgleichung : 
Hx^  +  ny'  —  ^x  .  2'(rt)  — 2y  .  £{b)  +  2 {a^)  +  2{b^)  —  ^*^^0 
oder  nach  Division  durch  n  : 

n  n  n 

Man  erkennt  hieran  einen  Kreis  mit  den  Mittelpuuktscoordi- 
naten 

n  n 

n  n 

Nach  den  bei  der  Aufgabe  V.  in  §.  3  angestellten  Unter- 
suchungen sind  dies  die  Coordinaten  des  Punktes  der  mittleren 
Entfernung  für  das  gegebene  System  fester  Punkte.  Beachten  wir 
hierbei,  dass  in  der  auf  den  gesuchten  Kreis  bezogenen  Potenz 
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des  angenommenen  Coordinatenanfanges  der 

Werth  q  immer  so  gewählt  werden  kann ,  dass  der  Radius  eines 
der  Aufgabe  genügenden  Kreises  jeden  beliebigen  Werth  erhält, 
so  gelangen^  wir  zu  folgendem  bemerkenswerthen  Lehrsatze : 

Wenn  man  den  Punkt  der  mittleren  Entfernung  in 
einem  Systeme  fester  Punkte  zum  Centrum  eines  Sy- 
stems concentrischer  Kreise  wählt,  so  besitzen  diese 
Kreise  die  Eigenschaft,  dass  die  Quadrate  der  Ent- 
fernungen jedes  ihrer  Punkte  von  allen  gegebenen 
Punkten  eine  für  jeden  einzelnen  Kreis  unveränder- 
liche Summe  geben. 

§.  10. 
Der  Kreis  und  die  Gerade. 

Zur  Aufsuchung  der  Beziehungen,  welche  zwischen  einem 
Kreise  und  einer  Geraden  stattfinden,  wenden  wir,  um  wenigstens 
für  die  erstere  Linie  eine  möglichst  einfache  Gleichung  zu  erlan- 
gen, ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  an ,  dessen  Anfang  im 
Kreismittelpunkte  gelegen  ist.  Die  Gleichungen  der  beiden  Li- 
nien haben  dann  die  Form : 

x^-\-y^=zr^    und   y  =  Ax  +  b^ 
wobei  den   Constanten  A  und  b  die  aus  der  Theorie  der  geraden 
Linie  bekannten  Deutungen  zukommen. 

Sollen  beide  Linien  gemeinschaftliche  Punkte  besitzen,  so 
müssen  deren  Coordinaten  den  beiden  gegebenen  Gleichungen 
Genüge  leisten.  Durch  Elimination  von  y  findet  sich  für  das  x 
solcher  Punkte 

x^{i  +  A^)  +  2Abx  +  (6«  — r»)  =  0 
oder,  wenn  wir  durch  1  +  ^  dividiren. 

Das  zugehörige  y  kann  aus  der  Gleichung  y  =  Ax  +  b  berechnet 
werden. 

Da  die  Form  von  Nr.  1)  eine  quadratische  ist,  so  erhalten  wir 
im  Allgemeinen  daraus  zwei  Werthe  von  x  und  eben  so  viele  für 
die  zugehörigen  y,  wobei  jedoch  folgende  drei  Fälle  unterschieden 
werden  müssen: 
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«.  Die  beiden  Wurzeln  der  Gleichung  haben  reelle,  der  Grösse 
nach  verschiedene  Werthe ,  wenn  die  Bedingung : 


>- -*) 


stattfindet,  welche  nach  einfacher Reduction  in  r'>        ■     übergeht. 
ß.  Die  beiden  Wurzeln  sind  reell  und  gleich ,  sobald 


U  +  j^J 


oder 

r*  ' — ^  « 

y.  Es  sind  zwei  imaginäre  Wurzeln  vorhanden ,  wenn 

6'— r» 


oder 

Die  bei  Unterscheidung  dieser  drei  Fälle  vorkommende  Grösse 

b* 
■  ist  nach  Nr.  7)  in  §.  6  das  Quadrat  der  Entfernung  der  ge- 

1  +  -4 

gebenen  geraden  Linie  vom  Coordinatenanfange ,  d.  i.  hier  vom 
Kreismittelpunkte;  es  kommen  also  die  drei  Fälle  darauf  hinaus, 
dieses  Quadrat  mit  dem  Quadrate  des  Halbmessers  oder,  wenn  wir 
zu  den  ersten  Potenzen  zurückgehen,  den  Radius  mit  der  erwähn- 
ten Entfernung  zu  vergleichen.  Jenachdem  der  Halbmesser  grösser 
als  diese  Entfernung,  ihr  gleich  oder  kleiner  ist,  haben  Kreis  und 
Gerade  zwei  Punkte,  einen  Punkt  oder  keinen  Punkt  gemein. 
Durch  die  gefundenen  Bedingungen  werden  daher  in  der  Sprache 

*)  Aus  der  quadratischen  Gleichung  aa;*  +  2/JcC+yi=0  findet  man 
nach  den  gewöhnlichen  Methoden 

a 

Die  beiden  Wurzeln  sind  hiernach  reell  und  verschieden ,  reell  und  gleich 
oder  endlich  imaginär,  jenachdem  j3*>ay,  ßi  =  aY  oder  (?*<ay. — 
Unter  allen  Umständen  erhält  man  hierbei ,  wenn  die  beiden  Wurzeln  mit 
Xi  und  xz  bezeichnet  werden: 

^1+^»  _     ß      ..  ^  —  y 

2  a  '  « 
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der  analytischen  Geometrie  Secanten,  Tangenten  und  solche  Ge- 
rade unterschieden,  welche  gänzlich  ausserhalb  des  Kreises  liegen. 
Nach  der  Theorie  der  quadratischen  Gleichungen  finden,  wenn 
a:,  und  x^  die  Wurzeln  der  Gleichung  I),  d.  i.  die  Abscissen  der 
dem  Kreise  und  der  Geraden  gemeinschaftlichen  Punkte  bedeuten, 
die  Relationen  statt : 

x^+x^  Ah  l/  —  r* 


Xi  Xf  — 


2  l+A'  ' "        1+^ 

Um  zunächst  die  geometrische  Bedeutung  der  letzten  dieser  bei- 
den Gleichungen  darzuthun,  verweisen  wir  auf  Fig.  21.  Darin  ist 
x^=OMi,  X2  =  0M^,  b  =  BO, 
A=tan  a,  wenn  a  den  L  P^  CMi 
bezeichnet.  Die  fragliche  Glei- 
chung geht  hiermit  über  in 
6*  — r« 

^^••^^'=7;?T  

oder,  wenn  wir  beiderseitig  mit  ^2.         ^      ^i 

zt<?  a  multipliciren  und  für  OM^  .  sec  a  und  OM^ .  sec  a  ihre  Werthe 

einsetzen : 

BP^^BP^  —  l^  —  r'. 
Das  Product  BP^  ,  B  P^  zeigt  sich  hiemach  einzig  von  der 
Lage  des  Punktes  B  und  dem  Radius  des  Kreises  abhängig,  ohne 
dass  die  Richtung  der  hesonderen  Geraden  in  Frage  kommt,  wel- 
cher die  Durchschnittspunkte  JP,  und  P^  ihre  Entstehung  verdanken. 
Die  Untersuchung  führt  somit  zu  der  bereits  im  vorigen  Paragra- 
phen benutzten  Eigenschaft  der  Potenz  eines  Punktes  in  Beziehung 
auf  einen  gegebenen  Kreis  zurück. 

Was  ferner  den  Werth  von  -^— — -  betrifft,  so  wollen  wir  zu- 

X  ^-  X  t/  '^  t/ 

nächst  die  Abkürzungen  — ~- — -  =  ^ ,    ^^-— — -  =  i^  einführen,  wo- 

bei  y,  und  y,  die  den  Abscissen  a:,  und  ar,  zugehörigen  Ordinaten 
der  Punkte  Pi  und  JP,  bedeuten  sollen.  5  und  ri  sind  unter  diesen 
Voraussetzungen  die  Coordinaten  des  Halbirungspunktes  der  Sehne 
PjPj.  Dann  ist,  mit  Rücksicht  darauf,  dass  dieser  Punkt  auf  der 
Geraden  y  ^==  Ax  +  b  liegt: 
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Betrachtet  man  hierin  b  als  veränderlich,  d.  h.  zieht  man  alle  die- 
jenigen Sehnen  in  Rechnung,  die  nur  in  der  Bichtungsconstante  A 
tihereinstimmen ,  so  lässt  sich  aus  den  letzten  beiden  Gleichangen 
dieses  veränderliche  b  elimiuiren  und  man  erhält  als  geometrischen 
Ort  der  Halbirungspunkte  eines  Systemcs  paralleler  Sehnen  nach 
einigen  Reductionen 

Wird  diese  Gleichung  auf  die  Form 

gebracht,  so  zeigt  sie  sich  einer  durch  den  Coordinatenanfaug  (den 
Kreismittelpunkt)  gehenden  Geraden  angehörig,  welche  auf  den 
parallelen  Sehnen  mit  der  Richtungsconstante  A  senkrecht  steht. 
Die  Mitten  paralleler  Sehnen  liegen  hiernach ,  wie  schon  aus  der 
Elementar- Geometrie  bekannt  ist,  in  einem  zu  den  Sehnen  senk- 
rechten Durchmesser. 

Da  sich  die  vorhergehenden  Untersuchungen  auf  alle  Geraden 
mit  der  Richtungsconstante  A  beziehen ,  so  haben  sie  auch  dann 
noch  Giltigkeit,  wenn  eine  solche  Gerade  Tangente  wird.  Die 
beiden  Punkte  Pi  und  Pj  fallen  dann  mit  |ij  in  einen,  nämlich 
den  Berührungspunkt  zusammen,  und  die  Gleichung 

^  +  Ati  =  0 
gehört,  wenn  man  |  und  tj  als  veränderliche  Coordinaten  betrach- 
tet, dem  im  Berührungspunkte  auf  der  Tangente  errichteten  Per- 
pendikel oder  der  sogenannten  Normale  an.  Die  Form  dieser 
Gleichung  zeigt,  dass  alle  Normalen  des  Kreises  durch  seinen 
Mittelpunkt  gehen.  Mittelst  dieser  bekannten  Eigenschaft  ist  es 
leicht,  die  Gleichung  einer  an  den  Kreis  gezogenen  Tangente  zu 
bilden,  wenn  ihr  Berührungspunkt  .r,y,  gegeben  ist.  Wir  finden 
zunächst  für  die  Richtungsconstante  der  Normale,  da  sie  durch  den 
Punkt  Xii/i  und  den  Coordinatenanfaug  geht,  nach  Nr.  9)  in  §.  5 

den  Werth  — ,  folglich  für  die  darauf  senkrechte  Tangente  mit 

Rücksicht  auf  §.  6  Nr.  6)  die  Gleichung : 

Vi 
Nach  einigen  Reductionen  entsteht  hieraus : 
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Da  a:,  y,  ein  Peripheriepunkt ,  also  o?,*  +  y,*  =  r*,  so  erhält 
man  mit  Einsetzung  dieses  Werthes  für  die  Gleichung  der  im 
Punkte  a^j^i   an  den  Kreis  gelegten  Tangente: 

2)  ^a:, +yy,  =  r*. 

Mit  Umgehung  der  Normale  gelangen  wir  zu  derselben  Glei- 
chung, wenn  wir  in  der  Formel  J),  welche  für  die  Abscissen  der 
dem  Kreise  und  der  Geraden  gemeinschaftlichen  Punkte  giltig 
war,  die  Bedingung  substituiren ,  unter  welcher  die  beiden  Durch- 
scbnittspunkte  in  einen  zusammenfallen.  Für  den  Berührungs- 
punkt Ä",  yi  der  an  den  Kreis  x^  +  y*  =  r*  gezogenen  Tangente 
y^=:Ax  +  h  haben  wir  nämlich  nach  Nr.  I)  die  Gleichung: 

Ah      ^  h^—r'       ^ 

worin ,  damit  die  beiden  Wurzeln  gleich  werden, 
b—r^r    Ah     Y 

sein  muss.    Man  erhält  hiermit : 

Ah      ,  r    Ah     Y       C       ,      Ah     \*       ^ 

Ah 


Mittelst  der  Gleichung  y^  =^a:i  +  ^  findet  sich  ferner: 

_       h 

und  durch  Verbindung  der  beiden  letzten  Gleichungen  entsteht  für 
die  Richtungsconstante  der  Tangente : 


X, 


Vi 

Durch  Substitution  dieses  Werthes  in  der  Gleichung 
y  —  y^~A{x—x;), 
welche  allen  durch  den  Punkt  x^y^  gehenden  Geraden,  also  auch 
der  Berührenden  angehört,  kommen  wir  zu  der  früher  gefundenen 
Tangentengleichung  zurück. 

Die  für  eine  Tangente  mit  gegebenem  Berührungspunkte  ge- 
fundene Gleichung  2)  gewährt  tns  die  Mittel ,  folgende  Aufgabe 
zu  lösen : 

Von  einem  ausserhalb  eines  gegebei^^n  Kreises 
gelegenen  Punkte^i^j  sollen  an  diesen  Kreis  Beruh- 
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rendo  gezogen  werden;  es  sind  die  Coordiuaten  der 
Berührungspunkte  zu  bestimmen. 

Wird  ein  der  gestellten  Aufgabe  genügender  Berührungs- 
punkt mit  Jiy  bezeichnet,  so  erhält  nach  dem  Vorigen  die  an  die- 
sen Punkt  gelegte  Tangente  die  Gleichung: 

^^  +  yri  —  f^y 
die,  wenn  die  Tangente  durch  den  gegebenen  Punkt  ar^y,  gehen 
soll,  auch  noch  mit  Einsetzung  von  ir,  und  y,  für  x  und  y  ihre 
Geltung  behalten  muss.  Beachtet  man  ferner ,  dass  der  Punkt  ^  i} 
auf  der  Kreisperipherie  liegen  soll ,  so  hat  man  zu  seiner  Bestim- 
mung folgende  zwei  Gleichungen : 

J«  +  ^«  =  r*. 
Da  die  eine  dieser  beiden  Gleichungen  quadratisch  ist ,  so  müssen 
sich  zwei  zusammengehörige  Paare  von  Werthen  für  |  und  1/ 
finden ;  die  Aufgabe  lässt  also  im  Allgemeinen  eine  doppelte  Lö- 
sung zu ,  was  den  bekannten  elementar  -  geometrischen  Satz  giebt, 
dass  von  einem  Punkte  ausserhalb  eines  Kreises  zwei  Tangenten 
an  diesen  gezogen  werden  können.  —  Die  Berechnung  der  Werthe 
von  J  und  rj  kann  der  Selbstübung  überlassen  bleiben.  Einfacher 
gelangen  wir  auf  die  folgende  Weise  zum  Ziele. 

Wenn  in  der  ersten  der  beiden  zur  Ermittelung  von  |  und  ri 
führenden  Gleichungen,  nämlich  in 

^«^1  +  riyy  =  r* 
J  und  ri  als  veränderlich  angesehen  werden,  so  gehört  dieselbe  als 
Gleichung  ersten  Grades  einer  geraden  Linie  an,  die  durch  die 
beiden  gesuchten  Berührungspunkte  hindurchgehen  muss.  Be- 
zeichnen wir  nun  wie  gewöhnlich  die  laufenden  Coordinaten  mit 
X  und  y,  so  ist 

3)  iTcT, +  yy,  —  r« 

die  Gleichung  der  sogenannten  Berührungssehne  (dieselbe 
nach  beiden  Seiten  hin  unendlich  verlängert  gedacht),  in  deren 
Durchschnitten  mit  dem  gegebenen  Kreise  sich  die  beiden  Berüh- 
rungspunkte vorfinden.  Da  die  Form  dieser  Gleichung  mit  der 
unter  Nr.  2)  für  die  Tangente  gefundenen  vollkommen  überein- 
stimmt, so  besitzt  die  Berührun^sehne  wie  die  Tangente  die  Ei- 
genschaft, auf  der  Verbindungsgeraden  des  Kreismittelpunktes 
mit  dem  Puqjfcte  x^y^^  senkrecht  zu  stehen.  Man  gelangt  hiermit 
zur  vollständigen  Bestimmung  der  Berührungssehne,  sobald  nur 
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einer  ihrer  Punkte  bekannt  ist.  Wir  wählen  dazu  den  Durch- 
schnittspankt  mit  der  eben  erwähnten  Verbindungslinie.  Bezeich- 
nen wir  ihn  mit  acy,  bo  gilt,  da  er  mit  dem  Coord in aten anfange  und 
dem  Punkte  xr,  i/^  in  gerader  Linie  liegen  soll,  nach  Nr.  J2)  in  §.5 
die  Proportion 

xix^—yiyt 
oder  mit  Vertauschung  der  inneren  Glieder 

Nach  einem  aus  der  Proportionslehre  bekannten  Satze  ent- 
steht hieraus : 

(a:*  4-  y*)  ••  (^^1  +  yy^) "  {ocxt  +  yy\)  •  ip^i''  +  yi")  *). 

Nun  liegt  aber  der  gesuchte  Punkt  auch  auf  der  Geraden 

^^1  +yyx—r^, 

womit  die  vorhergehende  Proportion  die  folgende  Form  annimmt : 

(x»  +  |/«):r«^.r«:Or,«+y.«). 
Setzen  wir  hierin  2'  =^  a:*  +  ^  und  z,*  =-  ^i*+yi*»  wo  z  und  r,  die 
Abstände  der  Punkte  xy  und  x^y^  vom  Kreismittelpunkte  bedeu- 
ten, so  entsteht:  , 

j*  :  r*  =  r*  :  ?,*  oder  z\r=^r  :z^. 
Es  zeigt  sich  also  z  als  dritte  Proportionale  zu  z^  und  r ,  oder  r  als 
mittlere  Proportionale  zwischen  z  und  z,.    Hierauf  kann  leicbt  die 
aus  der  Elementargeometric  bekannte  Construction  der  Berührungs- 
punkte gegründet  werden. 

§.  11. 
Zwei  Kreise. 
Die  gegenseitigen  Lagen  zweier  Kreise  können  immer  auf 
die  einer  Geraden  und  eines  Kreises  zurückgefübrt  werden.  Sind 
nämlich,  um  von  einer  möglichst  allgemeinen  Auffassung  auszu- 
gehen ,  die  Gleichungen  der  beiden  Kreise  nach  Nr.  4)  in  §.  9  in 
der  Form 

jx  f     ar*  +  y«  — 2a,a;  — 2fc,y+7>,=0 

^  1     ^+y*  — 2a,a:  — •2fc,y  +  />,=0 

gegeben,  so  muss  für  ihre  etwa  vorhandenen  gemeinschaftlichen 
Punkte  auch  jede  neue  Gleicbung  giltig  sein,  welche  als  nothwen- 


*)   Ans  der  «Proportion 

a?  :  y  =  a?i  :  y 
erhält  man  nämlich,  wenn  m,  n,  p  und  q  beliebige  Zahlen  bezeichnen, 

(ma-^-ny) :  (px-^-gy)  =  (wari H-ny,)  :  {poci-^qyt). 
Inder  obigen  Proportion  ist  »f=:a?,  n=:y,  p  =  xt,  ^=yi  gesetzt. 
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dige  Folge  der  beiden  gegebenen  auftritt.  Durch  Subtraction  ent- 
steht die  Gleichung  ersten  Grades : 

2)  2^(fl|— a0  +  2y(6,  — *,)  =  A  — ^« 

d.  i.  die  Gleichung  einer  Geraden,  welche  die  Durchschnittspunkte 
der  beiden  zu  untersuchenden  Kreise  enthält.  Können  hiemach 
die  beiden  Kreise  nur  solche  Punkte  mit  einander  gemein  ha- 
ben ,  welche  gleichzeitig  in  dieser  Geraden  gelegen  sind ,  so  folgt 
zunächst  mit  Rücksicht  auf  den  vorhergehenden  Paragraph,  dass 
solcher  Punkte  höchstens  zwei  vorhanden  sein  werden.  Die  durch 
die  Gleichung  2)  charakterisirte  Linie  selbst  stellt  die  gemein- 
schaftliche Secante  der  beiden  Kreise  oder  ihre  gemein- 
same Tangente  dar,  oder  liegt  endlich  ausserhalb  beider  Kreise, 
je  nachdem  dieselben  sich  schneiden ,  sich  berühren  oder  keine 
gemeinschaftlichen  Punkte  besitzen.  Zu  einer  auf  alle  diese  drei 
Lagen  bezüglichen  Eigenschaft  der  fraglichen  Geraden  gelangen 
wir  durch  die  folgende  Untersuchung. 

Mit  Einführung  der  abgekürzten  Bezeichnung 
■i^—2a,x  —  1h,y  +  P^ 
■}^  —  ^a^x  —  2h^y  +  P^ 
können  die  Gleichungen  der  beiden  Kreise  auf  die  Ausdrücke 

17,  =  0  und  77,  ==  0 
reducirt  werden.      Die  durch  Subtraction  entstandene  Gleichung 
2)  gewinnt  hiermit  die  Form 

77,— 77,=0, 
und  die  zu  untersuchende  Gerade  besitzt  diejenige  Eigenschaft, 
welche  analytisch  durch  die  daraus  folgende  Relation 

4)  n,  =  n, 

ausgedrückt  wird.  Um  diese  Eigenschaft  geometrisch  zu  deuten, 
ist  auf  die  Werthe  von  77,  und  77,  zurückzugehen.  Drücken  wir 
zu  diesem  Endzwecke  7*,  mit  Benutzung  der  Formel  5)  in  §.  9  durch 
a, ,  6,  und  r,  aus,  wobei  r,  den  Radius  des  Kreises  bedeutet,  für 
welchen  a^  und  6,  die  Mittelpunktscoordinaten  darstellen ,  so  kann 
die  erste  der  Gleichungen  unter  Nr.  3)  auf  die  Form 

77,  =  (x— «,)•  4- (y  -  M'— n' 
gebracht  werden.      Nach   einer  bereits  mehrfach  /ing  "".wendeten 
Formel  stellt  hierin  der  Ausdruck 

die  Entfernung  des  Punktes  xy  vom  Kreismittelpunkte  a,  h^  dar. 


•/      Z7,  =  a:'  +  i 
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die  wir  mit  e^  bezeichnen  wollen.     Für  77,  ergiebt  sich  hieraus  der 
Werth : 

77,=!?,»  — r,*. 
Mit  Rücksicht  auf  die  in  §.  9  gewonnene  Dentung  der  dortigen 
Gleichung  6)  ,  welche  mit  der  jetzt  geflindenen  in  der  Form  voll- 
kommen übereinstimmt,  bewährt  sich  hiemach  77,  als  Potenz  des 
Pmiktes  a:y  für  den  Kreis,  welchem  die  Constanten  a, ,  6,  und  r, 
zukommen.  In  ganz  gleicher  Weise  gelangen  wir  zu  der  Erkennt- 
niss,  dass  17^  die  Potenz  des  Punktes  xy  für  den  zweiten  der  in 
Untersuchung  befindlichen  Kreise  darstellt.  Die  obige  Relation 
4)  giebt  hiernach  für  die  durch  die  Gleichung  2)  bezeichnete  Ge- 
rade die  Eigenschaft,  dass  jeder  ihrer  Punkte  in  Beziehung  auf 
beide  Kreise  gleiche  Potenzen  besitzt.  Nach  dieser  Eigenschaft 
soll  sie  die  Linie  gleicher  Potenzen  oder  kurz:  Potenz- 
linie für  die  beiden  Kreise  genannt  werden.  Mittelst  der  bekann- 
ten Bedeutung  der  Potenz  eines  Punktes  für  einen  Kreis  folgt 
hieraus  unter  Anderem,  dass,  wenn  man  von  einem  ausserhalb 
der  beiden  Kreise  gelegenen  Punkte  dieser  Linie  an  beide  Kreise 
Tangenten  legt ,  die  zwischen  diesem  Punkte  und  den  Berührungs- 
punkten gemessenen  Strecken  dieser  Tangenten  gleich  lang  sind, 
dass  also  z.  B-  die  gemeinschaftlichen  Tangenten  der  beiden  Kreise 
von  der  Potenzlinie  halbirt  werden.  Hiernach  führt  sie  auch  die 
Benennung:  Linie  der  gleichen  Tangenten.*) 

Eine  zweite  allgemeine  Eigenschaft  der  Potenzlinie  wird  ge- 
wonnen, wenn  wir  ihre  in  Nr.  2)  enthaltene  Gleichung  auf  die 
Form 


bt  —  bt  2(6,-6.) 

bringen,  worin  —  -^ -^  die  Richtungsconstante  bezeichnet.   Nach 

Nr.  5)  in  §.  6  zeigt  sich ,  dass  jede  Gerade  mit  der  Richtungscon- 
stante -^ von   ihr  rechtwinklig  durchschnitten  wird.      Diese 

letztere  Constante  gehört  aber  nach  Nr.  9)  in  §.  5  der  die  Mittel- 
punkte der  beiden  Kreise  verbindenden  Centrallinie  zu.  Hieraus 
entsteht  der  Satz:  Die  Potenzlinie  zweier  Kreise  steht 


*)  Ausserdem  kommen  noch  die  Namen:  Chordale,  Radicalachsc 
u.  a.  m.  vor. 
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auf  der  Centrallinie  dieser  Kreise  senkrecht  —  eine 
Eigenschaft,  die  für  den  Fall,  wo  die  Potenzlinie  in  die  gemein- 
schaftliche Secante  oder  gemeinsame  Tangente  übergeht ,  ans  der 
Elementargeometrie  bekannt  ist. 

Wird  zu  den  beiden  Kreisen  noch  ein  dritter  mit  der  Gleichung 
a:*  +  |/* — 2a,a: — 2fr,y  +  Pj=0 
hinzugefugt,  so  kommt  je  zweien  dieser  Kreise  eine  Potenzlinie 
zu.  Diese  drei  Geraden  haben  nach  Nr.  2)  folgende  Gleichungen: 
2x{a,—a,)  +  2y{b,—b^)=P,  —  P^ 
2x{a,-a,)  +  2y{b^—b,)  =  P^  —  P, 
2;r(a,—flO+2y(&s  —  M  =/>,  —  />,. 
Da  jede  dieser  drei  Gleichungen  durch  Addition  der  beiden  an- 
dern gebildet  werden  kann ,  so  muss  der  Durchschnittspunkt  zweier 
solcher  Potenzlinien  in  der  dritten  gelegen  sein,  oder  mit  andern 
Worten:  Die  Potenzlinien  dreier  Kreise  schneiden 
sich  in  einem  Punkte.  Dieser  Lehrsatz  kann  benutzt  wer- 
den ,  um  die  Potenzlinie  zweier  sich  nicht  schneidenden  und  auch 
nicht  berührenden  Kreise  geometrisch  zu  construiren.  Legt  man 
nämlich  einen  dritten  Kreis  so,  dass  er  die  beiden  gegebenen 
Kreise  schneidet,  so  sind  die  gelneinschaftlichen  Secanten  zwei 
Potenzlinien ,  durch  deren  Durchschnittspunkt  auch  die  dritte,  den 
beiden  gegebenen  Kreisen  angehörige  hindurchgehen  muss.  Die 
durch  diesen  Punkt  gelegte  Senkrechte  zur  Centrallinie  der  beiden 
ersten  Kreise  stellt  die  gesuchte  Grerade  dar.  Die  Fällung  der 
Senkrechten  kan  auch  umgangen  werden ,  wenn  man  einen  vierten 
Kreis  zu  Hilfe  nimmt,  welcher  wieder  die  beiden  gegebenen  schnei- 
det, und  mittelst  der  gemeinsamen  Secanten  einen  zweiten  Punkt 
der  gesuchten  Potenzlinie  construirt. 

Gehen  wir  zu  der  Aufgabe  über ,  mittelst  der  Potenzlinie  die 
gegenseitigen  Lagen  zweier  Kreise  analytisch  zu  untersuchen,  so 
soll  zunächst  zur  Vereinfachung  der  Rechnung  das  Coordinaten- 
system  so  gelegt  werden ,  dass  die  Gleichungen  der  beiden  Kreise 
eine  möglichst  einfache  Form  gewinnen.  Wir  treffen  hierzu  fol- 
gende Bestimmungen :  Der  Mittelpunkt  des  grösseren  der  beiden 
Kreise  (mit  dem  Eadius  Ä)  werde  zum  Coordinatenanfangspunkte 
gewählt  und  die  positive  Seite  der  ^- Achse  durch  den  Mittelpunkt 
des  zweiten  Kreises  (dessen  Radius  r  sein  soll)  gelegt;  die  positive 
Zahl  a  giebt  den  Abstand  beider  Mittelpunkte  an.  Die  Gleichun- 
gen der  zwei  Kreise  sind  unter  diesen  Voraussetzungen : 


5) 
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Man  erhält  hieraus  durch  Subtraction  aln  Gleichung  der  l'oteiiz- 
linie 

2aa:— «*  =  /?*  — r*, 
welche  leicht  auf  die  Form 

6^  a:  = oder  a*  =^  — 

^  .2a  2  ^      2« 

gebracht  werden  kann.  Nach  dieser  Form  zeigt  sich  die  Potenz- 
linie parallel  zur  Y-  oder  senkrecht  zur  A'- Achse,  wodurch  wir 
auf  die  bereits  erwähnte  Eigenschaft  der  reclitwinkligen  Lage  zur 
Centrallinie  zurückgebracht  werden.  Zugleich  sehen  wir,  dass  sie 
stets  dem  Mittelpunkte  des  kleineren  Kreises  näher  gelegen  sein 
muss,  indem  sie  durch  denjenigen  Punkt  der  Centrallinie  hindurch- 
geht, welcher  um  den  nach  unsern  Voraussetzungen  positiven  Ab- 

stand von  der  Mitte  der  Strecke  a  entfernt  ist.     Es  wird 

2a 

keine  Schwierigkeit  gewähren,  mittelst  dieses  Abstandes  den  in  der 

Centrallinie  gelegenen  Punkt  geometrisch  zu  construiren.    Im  Falle 

der  Gleichheit  beider  Kreise  liegt  Bie  Potenzlinie  von  den  beiden 

Mittelpunkten  gleichweit  entfernt. 

Zur  Trennung  der  möglichen  Lagen  unterscheiden  wir  fol- 
gende drei  Fälle: 

a.  Ist  or  >  Ä ,  so-  liegt  die  Potenzlinie  ausserhalb  des  grösse- 
ren, also  auch  ausserhalb  des  kleineren  Kreises,  da  etwa  vorhan- 
dene gemeinschaftliche  Punkte  stets  allen  drei  Linien  gemeinsam 
sein  müssen.  Nach  Nr.  6)  erhalten  wir  für  diesen  Fall  die  Be- 
dingung 

ii >^ 

und  nach  leichter  Umgestaltung 

(a— Ä)*— r«>0 

oder 

[a-{R+r)][a  —  {R-r)]>0.        ' 
Der  letztern  Umgleichung  wird  nur  genügt ,  wenn 

entweder  a'^  R  +  r,  wobei  von  selbst  a >  Ä  —  r, 
oder  a  <  Ä  —  r ,      ,^         „         „      a  <  R  +  r. 
Im  ersten  dieser  beiden  Fälle  ist  a^Xß+r)  {R~r)  odo.rR^ — r*<  a«, 
folglich  mit  Rücksicht  auf  Nr.  6)  a?  <  a.    Die  Potenzlinie  liegt  hier- 

Anal.  Geom.    I.  5 
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nach  zwischen  beiden  Kreisen ,  so  dass  dieselben  vollständig  von 
einander  getrennt  sind.  Im  «weiten  Falle  erhält  man  in  gleicher 
Weise  i?* —  r*>>  a*  und  ar^  «;  die  Potenzlinie  liegt  hierbei  ausser- 
halb der  beiden  Kreise,  von  welcher  der  eine  den  andern  um- 
schliesst. 

ß.  Wenn  x  =  R,  so  ergiebt  sich  durch  eine  ähnliche  Rech- 
nung wie  vorher  die  Bedingungsgleichung: 

[«-(Ä  +  r)][«-(Ä-r)]=0, 
welche  nur  Befriedigung  erlangt,  wenn  entweder  a  =  Ä  +  r  oder 
a=  B  —  r.     Die  Potenzlinie  ist  hierbei  gemeinsame  Tangente  der 
beiden  Kreise,  welche  sich  im  ersten  Falle  von  Aussen,  im  zwei- 
ten von  Innen  berühren. 

y.  Sobald  x  <i  R^  schneidet  die  Potenzlinie  beide  Kreise, 
die  sich  demnach  selbst  durchschneiden  müssen.  Als  Bedingung 
hierfür  entsteht: 

[«-(Ä  +  r)][«-(Ä-r)]<0, 
was  nur  möglich  ist,  wenn  gleichzeitig 

Ä+r>a>Ä  — r. 

Die  analytische  Untersuchung  der  Potenzlinie  führt  hiemach 
auf  die  aus  der  Elementargeometrie  bekannten  Unterscheidungs- 
merkmale der  Lagen  zweier  Kreise  zurück. 

§.  12. 
Kreisgleichnng  für  schiefwinklige  Coordinaten. 

Soll  die  Fundamentaleigenschaft  des  Kreises ,  dass  jeder  sei- 
ner Peripheriepunkte  gleichen  Abstand  vom  Mittelpunkte  besitzt, 
durch  schiefwinklige  Coordii^aten  ausgedrückt  werden ,  so  entsteht 
mit  Beibehaltung  der  früher  für  die  Mittelpunktscoordinaten  und 
den  Radius  eingeführten  Bezeichnungen  nach  Nr.  3)  in  §.  3  als 
allgemeinste  Gleichung : 

1)  {x—cif  +  (y—by+2  (x  —  a)  {y—b)  cos  «  =  r«, 

worin  wieder  co  den  Coordinatcnwinkel  darstellt.  Zunächst  kann 
diese  Gleichung  auf  die  Form 

^^  +  y^+  ^ocycoso)  —  2x  (a  -i-bcosm)  —  2y  (ft+  acoscn) 
+  {a^  +  b^  +  2abcos(o  —  r*)  =  0 
gebracht  werden ,  und  wenn  wir  hierin  zur  Abkürzung 

2)  m  =  a-{'b  cos  oo ,      '    w  =  ft  -|-  «  cos  co, 

Pz=  a^  +  b^ '{'  2ab  cos  G)  —  r* 
setzen,  so  geht  sie  über  in: 
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3)        a^'\-  t^  +  1xycosm  —  ^mx  —  2wy  +  i^=0. 
Was  die  Bedeutung  der  hierbei  benutzten  Constanten  m ,  n  und  P 
betrifft,   so    ist  vor  allen  Dingen  leicht  ersichtlich,  dass  unter  P 
wieder  die  Potenz  des  Coordinatenanfanges  ftir  den  Kreis  zu  ver- 
stehen ist.      Setzen  wir  nämlich 

e*  ==  «•  +  ^*+ 2  a  6  C05  G), 
so  stellt  nach  Nr.  7)  in  §.2  e  die  Entfernung  des  Kreismittelpunk- 
tes  vom  Coordinatenanfangspunkte  dar.  Mit  Substitution  dieses 
Wertbes  in  den  Ausdruck  für  P  kommen  wir  aber  zur  Gleichung 
6)  des  §.  9 ,  folglich  auch  zu  allen  daraus  gezogenen  Consequenzen 
zurück.  Für  die  Deutung  der  Constanten  7n  nnd  n  ist  auf  Figur  22 
zu  verweisen,  worin  m  =  AO  =  BC  und 
n=zBO  =  AC.  Man  erhält  hiernach : 
a+b cos G)=  0 M y  b-{'(tcosG>^=0  N, 
woraus  m  und  n  als  Projectionen  der  Ge- 
raden OC  auf  die  beiden  Coordinatenach- 
sen  erkannt  werden.  Nach  Analogie  mit 
den  früher  bei  Coordinatentransformation 
benutzten  Gleichungen  kommt  dieser  Deu-    ^'  A      M 

tung  eine  allgemeine,  von  den  besondem  Lagen  des  Kreismittel- 
punktes unabhängige  Geltung  zu. 

Halten  wir  die  unter  3)  gewonnene  Gleichung  des  Kreises  ge- 
gen die  in  §.  9  Nr.  7)  angeführte  allgemeine  Gleichung  zweiten 
Grades 

Ax'+By^  +  ^Cxy  +  iDx+'IEy+F^zO, 
so  zeigt  sich ,  dass  die  letzte  Gleichung  noth wendig  einem  Kreise 
—  wenn  überhaupt  einer  Linie  —  angehören  muss,  sobald  der 
Relation 

4)  A:B:C~l:l:cosca 

Genüge  geleistet  ist.  Der  Weg,  welcher  zu  diesem  Resultate 
führt,  ist  mit  dem  in  §.  9  eingeschlagenen  vollkommen  überein- 
stimmend. 

Die  im  Vorigen  aufgestellten  Formeln  gehen  selbstverständ- 
lich in  die  für  rechtwinklige  Coordinaten  giltigen  über,  wenn 
©  =  90^  gesetzt  wird.  Dabei  vereinfachen  sich  aber  die  Bezie- 
hungen so  sehr ,  dass  fast  bei  allen  auf  den  Kreis  bezüglichen  Un- 
tersuchungen vom  Gebrauche  schiefwinkliger  Coordinaten  abzu- 
sehen ist.  Wir  beschränken  uns  daher  einzig  auf  das  folgende 
Beispiel : 
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Es  soll  die  Gleichung  eines  Kreises  aiifgesncbt 
werden,  welcher  die  Achsen  eines  heliebigen  Paral- 
lelcoordinatensystemes  berührt. 

Aus  Nr.  3)  ergiebt  sich  bei  noch  unbestimmter  Lage  des  Coordi- 
natensystems  für  die  Abscissen  der  üurchschnittspunkte  des  Krei- 
ses und  der  ^'- Achse  mittelst  der  Substitution  y=0  die  Gleiclmng: 

oc^  —  2mx+  P=Oy 
deren  linke  Seite  zu  einem  vollständigen  Quadrat  werden  muss, 
wenn  die  ^- Achse  Tangente  sein  soll;   man  erhält  dafür  die  Be- 
dingung ; 

In  gleiclier  Weise  entsteht  als  Bedingung  dafür,  dass  die  F-Aclise 
vom  Kreise  berührt  wird: 

P  =  n\ 
Treffen  wir  nun  noch  die  Verfügung ,  dass  beide  Berührungspunkte 
in  don  positiven  Theilen  der  Coordinatenachsen  gelegen  sein  sol- 
len ,  so  führt  die  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  folgende  ßß- 
lation  m*  =  n^  zu  dem  Resultate : 

m  =  w. 
Durch  Einsetzung  dieser  Werthe  in  die  frühere  allgemeine  Glei- 
chung erhalten  wir 

5)  x^  +  y^  +  2xy  cos  CO  ~  2mx  —  2my  +  m^  =  0 

als  der  gestellten  Aufgabe  entsprechende  Kreisgleichung.  Die 
Substitutionen  x  =  0  und  y  =  0  zeigen ,  dass  hierin  m  den  Ab- 
stand der  in  den  Achsen  gelegenen  Berührungspunkte  vom  Coor- 
dinatenanfange  ausdrückt*). 

Wird  in  der  Gleichung  5)  beiderseitig  das  Product 

^xy  {l  —  cos  (o)  ^=^xy  sin^  — 

addirt,  so  gewinnt  sie  die  einfachere  Form: 

6)  {x  +  y — m)*=:  4  xy  stn^  — • 

Multiplicirt  man  hierin  noch  auf  beiden, Seiten  mit  cos^  —  und  be- 
achtet dabei,  dass  4  sin^  —  cos^  —  =  sin^  o ,    so  kann  das  Resultat 
2  2 

dieser  Operation  in  folgender  Weise  geschrieben  werden: 

*)   Dasselbe  Resultat  fol^t  auch  ans  der  Bedeutung  von  P,  verbunden 
mit  der  obigen  Relation :  P  =  ?hK 
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7)  I  (^  +  y—  ^)  cos  -^     ---  a: 


sm  a  ,  y  sin  CD. 


Diese  letztere  Gleichungsform  führt  zu  einer  einfachen  geometri- 
schen Deutung.  Stellt  nämlich  in  Figur  23  ^^  die  den  Coordina- 
tenachsen  zugehörige  Berührungsseime 
dar,  so  lege  man  durch  den  beliebigen 
Peripheriepunkt  P  die  Gerade  TU //AB, 
Dann  ist  wegen  AO  :^=z  BO=^m  auch 
PN=UN=:x  und  TM~^PM^-y, 
folglich  x  +  y  —  m~ATz^BUj    und 

CO 

(x+  Jj  —  m)  cos  —:^^PSy  wenn/'Äsenk- 

recht  zur  Berübrungssehne ,  also  unter 

dem  Winkel    —  gegen  jede  der  beiden 
2 

Coordinatenaclisen  gezogen  ist.  Ferner  erhält  man  x  sin  g>  r^^  PR 
und  ysin  a>  =-=  PQy  wobei  PQ  und  PB  rechtwinklig  gegen  die  Coor- 
dinatenaclisen gestellt  sind.      Hiermit   gewinnt  die  Gleichung  7) 

die  Deutung :  

PS*~PB.  PQ 
und  schliesst  den  folgenden  Lehrsatz  in  sich  ilmKreiseistder 
Abstandjedes  Peripheriepunktes  von  der  Berührungs- 
sehne zweier  Tangenten  die  mittlere  Proportionale 
zwischen  den  Entfernungen  desselben  Punktes  von 
den  beiden  Tangenten. 

Zu  einem  für  Tangentenconstructionen  brauchbaren  Resultate 
führt  noch  die  Gleichung  5) ,  wenn  sie  mit  der  Gleichung  einer 
durch  den  Coordinatenanfang  gehenden  Geraden  y=:Ax  zusam- 
mengestellt wird.  Durch  Elimination  von  y  erhält  man  zunächst  für 
die  Coordinate  x  der  Durchschnittspunkte  dieser  Geraden  und  des 
Kreises : 

8)  x*{\+A*  +  ^A  cos  Cd)  —  2  mo:  (1  +  ^)  +  m*  =  0. 
Stellen  wir  uns  nun  die  Aufgabe,  auf  der  Secante  y  =:^  Ax  den 
zum  Coordinatenanfange  zugeordneten  harmonischeu  Punkt  zu 
suchen ,  während  die  Durchschnittspunkte  mit  dem  Kreise  die  bei- 
den andern  harmonischen  Punkte  darstellen  sollen ,  so  kommt ,  in- 
sofern die  y  dieser  Punkte  als  Parallelen  ein  harmonisches  Strah- 
lenbüschel bilden,  diese  Aufgabe  darauf  hinaus ,  das  harmonische 
Mittel  der  beiden  Wurzeln  in  Gleichung  8)  ausfindig  zu  machen. 
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Zu  diesem  Zwecke  sollen  die  beiden  Wurzeln  mit  o-,  und  ar,  1 
zeichnet  werden;  dann  ergicbt  sich  für  den  gesuchten  Punkt: 


OC  —      X*  *t« 


"l  +  ^*+2^co5w  *   1 +^«-|-2^coÄ© 


oder: 


und  zugleich,  da  er  auf  der  gegebenen  Secante  liegen  soll, 

Wird  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  noch  Ä  eliminirt ,  so  ent- 
steht nach  einfacher  Umwandlung : 


9) 


m        m 


d.  i.  die  Gleichung  der  Berührungssehne.  Da  dieses  Resultat 
für  jede  durch  den  Coordinatenanfang  gehende  Secante  Geltung 
behält,  so  folgt  hieraus  der  Lehrsatz:  Legt  man  durch  einen 
ausserhalb  des  Kreises  gegebenen  Punkt  beliebige 
Secanten,  so  werden  dieselben  durch  die  Berührungs- 
sehne und  den  Kreis  harmonisch  getheilt,  wobei  der 
gegebene  Punkt  und  der  Durchschnitt  mit  der  Berüh- 
rungssehne  conjugirte  Punkte  darstellen.  Mit  An- 
wendung des  Gesetzes  von  der  harmonischen  Theilung  der  Diago- 
nalen eines  vollständigen  Vierseits  (vgl.  §.  8  II.)  erwächst  hieraus 
die  folgende  Linealconstruction  zur  Lösung  der  Aufgabe,  von  einem 
ausserhalb  des  Kreises  gegebenen  Punkte  Tangenten  an  den  Kreis 
zu  legen  (Figur  24). 

Man  ziehe  von  dem  gegebenen 
Punkte  A  aus  die  beliebigen  Secan- 
ten AB  und  AC^  welche  ausser  in  B 
und  C  den  Kreis  in  D  und  E  schnei- 
den. Die  Geraden  -ß  C  und  DE^  so- 
wie BE  und  CD  geben  dann  die 
Durchschnittspunkte  F  und  G,  deren 
gerade  Verbindungslinie  FG  die  Be- 
rührungssehne  darstellt.  AH  und 
A I  sind  hiernach  die  gesuchten  Tan- 
genten. Da  jede  dritte  zu  Hilfe  genommene  Secante  in  Verbin- 
dung mit  einer  der  beiden  vorher  angewendeten  zu  derselben  Be- 
rührungssehne  führen  muss ,  so  lässt  diese  Construction  auch  die 
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in  Figur  25  enthaltene  Abänderung  zu. 
Hier  sind  durch  A  die  drei  Secantcn  J  B^ 
AC  und  AC'  gelegt  und  dann  die  Durch- 
schnittspunkte   dieser  Geraden  und  des 
Kreises  durch  die  Sehnen  BE  und  C/>, 
BE'  und  C  D  verbunden.    Die  hierdurch 
gewonnenen  Schnittpunkte  G  und  G'  lie- 
gen wieder  auf  der  Berührungssehne  HJ, 
Wir  werden  später  zu  der  Erkennt- 
niss  gelangen,  dass  die  vorigen  Construc- 
tionen,  sowie  der  Lehrfiatz,  welchem  sie  ihre  Entstehung  verdan- 
ken ,  nicht  allein  für  den  Kreis ,  sondern  überhaupt  für  alle  Linien 
zweiten  Grades  Anwendung  finden. 


Viertes  Capitel. 
Die    Kegelschnitte. 


§.   13. 
Allgemeine  Formen  der  Kegelschnittsgleichung. 

JLler  Umstand,  dass  in  Folge  der  in  §.  9  und  J2  angestellten  Be- 
trachtungen die  allgemeine  Gleichung  zweiten  Grades  für  Paral- 
lelcoordinaten  sich  nur  unter  beschränkten  Bedingungen  einem 
Kreise  angehörig  zeigt,  enthält  für  uns  die  Aufforderung,  noch 
andere  Linien  zweiten  Grades  ausfindig  zu  machen.  Ohne  des- 
halb für  jetzt  auf  die  Gleichung  selbst  zu  recurriren,  wollen  wir 
zu  einer  Untersuchung  übergehen ,  die  uns  mit  noch  mehren  Li- 
nien dieser  Art  bekannt  machen  wird. 

Der  geometrische  Ort  eines  Punktes  in  der  Ebene,  dessen 
Entfernungen  von  einer  festen  Geraden  und  einem  festen  Punkte 
derselben  Ebene  in  einem  unveränderlichen  Verhältnisse  zu  einan- 
der stehen,  führt  den  Namen  eines  Kegelschnittes,  weil  er 
auf  einer  Kegeloberfläche  mittelst  des  Durchschnittes  mit  einer 
Ebene  räumlich  dargestellt  werden  kann.  Wir  stellen  uns  die 
Aufgabe,  diesen  Ort  analytisch  zu  untersuchen.  Die  feste  Ge- 
rade —  die  sogenannte  Directrix  oder  Leitlinie  —  soll  hier- 


Fig.  26. 


bei  vorläufig  als  F- Achse  eines  rechtwinkligen 
Coordinatensystemes  benutzt  werden ,  dessen 
X-Achse  den  gegebenen  festen  Punkt  —  den 
zugeordneten  Brennpunkt  oder  Focus  — 
in  sich  enthält  (Fig.  26). 

Die  vorgelegte  Bedingung  lässt  sich,  wenn 
Fden  Brennpunkt  darstellt,  in  der  Proportion 

PN:PF=l  :e 
oder  in  der  Gleichung 

1)        PF=s.PN=6.CM 
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usdrticken ,  wobei  P  einen  beliebigen  Punkt  des  Kegelschnittes 
^AP'  und  £  den  constanten  Quotienten  seiner  Abstände  von  Brenn- 
»unkt  und  Leitlinie  bezeichnet.  Setzen  wir  nun  die  Distanz  des 
Brennpunktes  von  der  Directrix  CF=d^  so  ist 

'PF'=={oc  —  dy  +  y', 
md  es  entsteht  aus  Nr.  l)  mit  Substitution  von  CM^=x  nach  ein- 
'acher  Reduction  die  Gleichung 

2)  f  =  t*a^  —  {x—d)\ 

[nsofern  dieselbe  in  Beziehung  auf  y  rein  quadratisch  ist,  zeigt  sie, 
dass  jeder  Abscisse  zwei  gegen  die  Gerade  CF —  die  sogenannte 
Achse  des  Kegelschnittes  —  symmetrisch  gelegene  Punkte,  wie 
z.  B.  P  und  P\  zugehören,  was  übrigens  aus  der  Entstehung  des 
Kegelschnittes  leicht  vorhergesehen  werden  konnte. 

Durch  die  zuletzt  gefundene  Eigenschaft  empfiehlt  sich  die 
Beibehaltung  der  im  Vorigen  benutzten  A!'- Achse;  es  ertibrigt  da- 
her noch  die  Frage,  ob  mit  Verlegung  der  F- Achse  einfachere 
Gleichungsformen  zu  erzielen  sind.  Um  in  dieser  Beziehung  zu 
möglichst  allgemeinen  Resultaten  zu  gelangen ,  wollen  wir  dem 
neuen  Anfangspunkte  eine  vorläufig  noch  unbestimmte  Abscisse 
h  geben ,  so  dass  die  früheren  x  in  o:  +  ä  übergehen.  Aus  der 
Gleichung  2)  entsteht  dann :  • 

y^  =  ^(^a:  +  hY  —  {x  +  h—d)% 
und ,  wenn  man  auf  der  rechten  Seite  nach  Potenzen  von  x  ord- 
net, nach  einigen  leichten  Umformungen: 

3)  y»=  [h{l  +  e)—d]  [d-h{l-B)]  +2x[d—h  (1-6*)]  _a:«(I— O. 
Mit  Einsetzung  specieller  Werthe  von  h  können  hieraus  die  Glei- 
chungsformen für  besondere  Lagen  des  Coordinatenanfanges  ge- 
wonnen werden. 

Soll  z.  B.  der  neue  Anfangspunkt  mit  dem  Brennpunkte  zu- 
sammenfallen ,  so  wird  Ä  =  d,  und  man  erhält  mittelst  dieser  Sub- 
stitution: 

4)  y»  =  rf«c«  ^2ds^x  —  {l—i^)  x\ 

Für  die  Ordinate  im  Brennpunkte ,  die  wir  mit  p  bezeichnen  wol- 
len ,  folgt  hieraus  die  Relation : 

5)  p^ds*) 

und ,  wenn  wir  diesen  Werth  in  4)  substituiren ,  so  entsteht : 


*)    Dasselbe  Resultat  wird  übrigens  auch  ohne  weitere  Rechnung  er- 
halten, wenn  naan  die  obige  Gleichung  1)  auf  die  Punkte  D  und  E  anwendet. 
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6)  y''^^p^  +  2psx  —  {\  —  ^)x\ 

Die  hierbei  benutzte  neue  Constante  p  bildet  die  Hälfte  der  Sehne 
D  E  (Fig.  26) ,  welche  parallel  zur  Directrix  durch  den  Brennpunkt 
hindurchgeht,  oder  des  sogenannten  Parameters  des  Kegel- 
schnittes; sie  kann  daher  selbst  Halbparameter  oder  halber 
Parameter  genannt  werden. 

Zu  möglichst  einfachen  Gleichungsformen  müssen  wir  gelan- 
gen ,  wenn  wir  über  die  Grösse  h  so  verfügen ,  dass  dadurch  eines 
der  beiden  ersten  Glieder  auf  der  rechten  Seite  von  Nr.  3)  in  Weg- 
fall kommt.  Es  kann  dies  auf  dreifache  Weise  erreicht  werden, 
nämlich  durch  die  Substitutionen  :  ä  (l  +  f)  =  rf,  d=zh{\—i) 
und  endlich  J  =  ä  (l  —  £*). 

•  d 

Setzen  wir  zunächst  ä  (l  -[-£)  =:=  d^  also  h  =  -         ,  so  gebt  die 

Gleichung  3)  in  die  folgende  über : 

y«  =  2d€a;  — (l  — 6*)a:«, 
oder  mit  Benutzung  von  5)  in 

7)  y«  =  2pa;  — (!  —  £*)  or*. 

Aus  dem  hierbei  zu  Grunde  gelegten  Werthe  von  h  folgt  für  jedes 
zwischen  den  Grenzen  0  und  oo  gelegene  t  die  Ungleichung 
h  <.d.  Der  neue  Coordii^atenanfang  liegt  daher  zwischen  Di- 
rectrix und  Brennpunkt;  ausserdem  ist  er  aber  noch  ein  Punkt 
des  Kegelschnittes  selbst ,  weil  in  Nr.  7)  x  und  y  gleichzeitig  zu 
Null  werden ,  der  Anfangspunkt  also  der  Kegelschnittsgleichung 
Genüge  leistet.  Wir  nennen  diesen  Punkt  A  (Fig.  26)  Scheitel 
der  Kcgelschnittsachse  ,  wonach  die  Gleichung  7)  den  Namen 
Scheitelgleichung  erhalten  kann.  Die  Zusammenstellung 
mit  der  in  §.  9  unter  3)  gefundenen  Scheitelgleichung  des  Kreises 
lässt  den  Kegelschnitt  in  einen  Kreis  mit  dem  liadius  p  übergehen, 
wenn  e  =  0  gesetzt  wird;  der  Kreis  kann  demnach  als  ein  Grenz- 
fall der  Kegelschnitte  aufgefasst  werden.  —  Bezeichnen  wir  noch 
den  Abstand  AF  des  Brennpunktes  vom  Scheitel  mit/*,  so  entsteht 

aus  f=d —  h  das  Resultat  /*=  — ; —  oder 

1  +  € 

Für  6  =  0  wird  daher  im  Kreise  f=p,  und ,  da  p  in  diesem  Falle 
Kadius  war,  so  trifft  der  Brennpunkt  mit  dem  Mittelpunkte  zusam- 
men.    Die  Directrix  rückt  dagegen  in  unendliche  Entfernung,  wie 
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sich  sogleich  zeigt,  wenn  man  in  der  aus  Nr.  5)  folgenden  Glei- 
chung d  =  —  für  £  den  Werth  0  einsetzt. 

Die  zweite  zur  Vereinfachung  von  Nr.  3)  dienende  Substitu- 
tion d  =  h  (l  —  s)  oder  h  = führt  zu  einer  Gleichung,  welche 

mit  Ausnahme  des  Vorzeichens  von  2px  mit  Nr.  7)  vollkommen 
übereinstimmt.  Diese  Substitution  lässt  aber  nicht  eine  allgemeine 
Anwendbarkeit  zu ,  weil  sie  für  b  =  I  einen  unendlichen  Werth 
Yon  h  oder  eine  Verschiebung  des  Coordinatenanfanges  ins  Un- 
endliche erfordern  würde.  Für  die  beiden  noch  übrig  bleibenden 
Fälle  f  *<  1  und  e  >  l  zeigen  sich  hierbei  zugleich  Formverschie- 
denheiten darin ,  dass  im  ersteren  Falle  h  grösser  als  d  wird ,  im 
zweiten  dagegen  einen  negativen  Werth  annimmt.  —  Zu  ganz  ähn- 
lichen Bemerkungen  giebt  die  Substitution  d  =  h  (l  —  «*)  Veran- 
lassung ,  mittelst  deren  das  zweite  Glied  von  Nr.  3)  in  Wegfall  ge- 
bracht werden  kann.  Für  6  =  1  bleibt  sie  unanwendbar,  weil 
dann  h  unendlich  wird;  für  «  <  I  wird  eine  Verschiebung  des 
Coordinatenanfanges  von  der  Leitlinie  weg  über  den  Brennpunkt 
hinaus ,  für  e>  l  dagegen  nach  der  dem  Brennpunkte  entgegen- 
gesetzten Seite  hin  bedingt.  Die  Kegelschnitte  zerfallen  hiermit 
in  drei  verschiedene  Formen ,  welche  die  Namen  Parabel,  El- 
lipse und  Hyperbel  führen ,  je  nachdem  «=  1,  f  <1  oder  end- 
lich i  >  1. 

§.14. 

Specielle  Gleichungen  für  die  drei  Kegehchnittslinien. 

I.  Die  Parabel.  Die  Fundamentaleigeuschaft ,  aus  wel- 
cher die  Kegelschnitte  zur  Entstehung  gelangten,  geht,  wenn 
£  =  1  gesetzt  wird,  in  Gleichheit  der  Entfernungen  jedes  Para- 
belpunktes von  Directrix  und  Brennpunkt  über.  Der  Scheitel 
kommt  hierbei  in  die  Mitte  zwischen  Brennpunkt  und  Directrix  zu 
liegen ,  und  es  finden  überhaupt  nach  5)  und  8)  des  vorhergehen- 
den Paragraphen  für  die  daselbst  eingeführten  beständigen  Grös- 
sen die  Relationen 

1)  p=^d,     r=^ 

statt.      Wählen  wir  femer  den  Scheitel  zum  CoordinatenanfAnge, 
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so  ergiebt  sich  mit  Beibehaltung  der  früheren  ^- Achse  nach  Nr.  7) 
als  Gleichung  der  Parabel  für  rechtwinklige  Coordinaten 

2)  y'=^2px. 

Nach  dieser  Gleichung  wird  y  für  jedes  negative  x  imaginär,  wäh- 
rend dagegen  allen  positiven  Werthen  von  x  reelle  y  zugehören. 
Bezeichnet  man  zwei  Parabelpunkte  mit  xy  und  arj  y^ ,  so  folgt  aus 
den  Gleichungen 

y*=j=2pa:  und  yi'  =  2jpa:, 
die  Proportion: 

x:xi=:t/:  y*, 
d.  h.  die  Abscissen  sind  den  Quadraten  der  Ordinalen 
proportional.  Die  y  wachsen  also  gleichzeitig  mit  den  o:,  je- 
doch in  einem  schwächeren  Verhältnisse.  Durch  Verbindung  die- 
ser Eigenschaft  mit  der  früher  schon  bewiesenen  Symmetrie  aller 
Kegelschnitte  in  Beziehung  auf  die  Achse  erhält  die  Parabel  die 
Fig.  27.  Gestalt  der  Curve  LAL*  (Fig.  27),  so  dass  sie 

zu  beiden  Seiten  der  Achse  ^A'ins  Unendliche 
verläuft.  A  stellt  hierbei  den  Scheitel  und  F 
den  Brennpunkt  dar.     Die  Leitlinie  würde  in 

X  einem   mit  AF  gleichen  Abstände   rückwärts 

von  A  senkrecht  gegen  die  Achse  gelegen  sein. 

II.     Die  Ellipse.     Sobald  £<  l ,  kann 

"-^       in  Nr.  3)  des  vorigen  Paragraphen  die  Substi- 

d 
tution  h  = angewendet  werden.     Die  Gleichung  der  Ellipse 

erlangt  hierdurch  die  Form : 

oder  mit  Einführung  des  Halbparameters  und  geänderter  Ordnung 
der  Glieder 

3)  {\-e*)a^  +  y'=^j^' 

Da  diese  Gleichung  sowohl  für  x  als  y  rein  quadratisch  ist ,  so  hat 
die  Ellipse  in  Beziehung  auf  beide  Coordinatenachsen  eine  symme- 
trische Form,  besteht  demnach  aus  vier  congruenten  Quadranten. 
Der  hierbei  vorausgesetzte  Coordinatenanfang  führt  den  Namen: 

Mitte Ip unkt  der  Ellipse  und  liegt  in  dem  Abstände ^  von 

der  Directrix ,  also ,  da  dieser  Werth  nothwendig  grösser  als  d  ist, 
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über  den  zugeordneten  Brennpunkt  hinaus.  Bezeichnen  wir  die 
Entfernung  des  Mittelpunktes  vom  Brennpunkte  —  die  sogenannte 
lineare  Excentricität  —  mit  c,  so  folgt  au«  der  Relation 
c  =  h  —  d  mit  Benutzung  der  Constanten  p  die  Gleichung : 

4)  c=,^. 

Wird  ferner  der  Abstand  des  Mittelpunktes  vom  Scheitel  gleich  a 
gesetzt,  so  ist  mit  Beibehaltung  der  Bezeichnungen  des  vorigen 
Paragraphen  a  =  €  +  f^  und  mit  Substitution  der  Werthe  von  c 
und  f  (vergl.  §.13.  Nr.  8)  n^ch  einfacher  Reduction 

5)  «  =  — ^. 

Bei  Anwendung  dieser  Gleichung  und  der  daraus  folgenden 

a 
geht  Nr.  3)    oder    die   Mittelpunktsgleichung    der  Ellipse 
über  in : 

a 
und  hieraus  entsteht,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  durch  ap  di- 
vidirt, 

--+— =  1. 
a*       ap 

Bezeichnen  wir  endlich  die  mittlere  Proportionale  zwischen  a  und 

p  mit  b ,  oder  gebrauchen  die  Relation 

6)  b^  =  ap, 

so  erlangt  die  Ellipsengleichung  die  höchst  symmetrische  Form : 

Hieraus  folgen  für  reelle  Werthe  der  Coordinaten  die  Bedingungen 

(i)S'.     (Di'. 

wonach  die  Abscissen  aller  Ellipsenpunkte  zwischen  den  Grenzen 
—  a  und  +  « >  ^16  Ordinaten  zwischen  —  b  und  +  b  enthalten 
sind.  Beschränken  wir  uns  auf  den  elliptischen  Quadranten,  in 
welchem  x  und  y  positiv  sind ,  und  von  welchem  mit  Rücksicht 
auf  die  Symmetrie  gegen  beide  Achsen  die  übrigen  drei  Quadran- 
ten getreue  Abbilder  gewähren ,  so  gehören  der  Gleichung  zufolge 
wachsenden  x  abnehmende  y  zu.     Die  Ellipse  zeigt  sich  daher  als 
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X 


geschlossene  Curve  in  der  Ge- 
stalt von  Fig.  28.  Für  ar  =  0 
und  y=0  finden  sich  x=^a 
und  y=  +  *  *^s  Coordinaten 
der  in  den  Achsen  gelegenen 
Punkte  j4y  A\  B  und  B\  der 
sogenannten  Achsenschei- 
tel. Die  Strecken  ^  ^ ' = 2  a, 
B  B*  ^=2b  führen  die  Namen 
grosse  und  kleine  Achse  der. Ellipse,  die  Constanten  a  und  ft 
stellen  also  die  beiden  Halbachsen  dar.  Zu  der  Berechtigung, 
zwischen  den  beiden  Achsen  einen  Gegensatz  der  Grösse  festzu- 
stellen ,  gelangt  man  mittelst  der  beiden  Gleichungen  5)  und  6),  ans 
denen  die  Ungleichung 

a>h>p 
folgt.     Nur  wenn  c==0,   d.  h.  wenn  die  Ellipse  in  einen  Kreis 
übergeht,  werden  diese  drei  Werthe  unter  sich  gleich. 

Zwischen  den  bei  den  vorhergehenden  Gleichungen  eingeführ- 
ten beständigen  Grössen  finden  noch  einige  Relationen  statt,  welche 
zur  Ilerleitung  von  Eigenschaften  der  Ellipse  benutzt  werden  kön- 
nen. Dividirt  man  zunächst  die  obige  Gleichung  4)  durch  5) ,  so 
entsteht : 

8)  .  =  ^. 

Die  Constante  s  erhält  hiermit  die  Eigenschaft,  die  lineare  Excen- 
tricität  als  Bruchtheil  der  grossen  Halbachse  darzustellen ,  weshalb 
man  ihr  den  Namen  numerische  Excentricität  verleiht.  Zu- 
gleich zeigt  sich  aber  mit  Rücksicht  auf  die  frühere  Bedeutung 
von  f,  dass  zwischen  der  grossen  Halbachse  einer  Ellipse  und  ihrer 
linearen  Excentricität  dasselbe  Verhältniss  stattfindet,  in  welchem 
die  Abstände  eines  beliebigen  Punktes  dieser  Curve  von  der  Leit- 
linie und  dem  zugeordneten  Brennpunkte  stehen. 

Aus  der  Verbindung  von  5)  und  6)  ergiebt  sich  ferner 

und  hieraus  mit  Benutzung  der  Relation  8)  nach  geänderter  Ord- 
nung der  Glieder: 


9) 


a^z=b^  +  cK 


Die  Gleichungen  8)  und  9)  können  dazu  dienen ,  für  eine  mit 
ihren  Achsen  gegebene  Ellipse  die  Lage  des  Brennpunktes  und 
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er  zugeordneten  Leitlinie  ausfindig  zu  machen.  Nach  Nr.  9)  giebt 
ich  nämlicli  vorerst  die  lineare  ExcentricitÄt  als  Kathete,  eines 
echtwinkligen  Dreieckes  zu  erkennen,  in  welchem  die  beiden 
ialbachsen  die  Hypotenuse  und  die  andere  Kathete  darstellen; 
ler  Brennpunkt  liegt  daher  in  einer  der  grossen  Halbachse  glei- 
chen Entfernung  von  den  Scheiteln  der  kleinen  Achse.  Beachtet 
nan  ferner ,  dass  der  Abstand  eines  Scheitels  der  kleinen  Ach^e 
von  der  Directrix  mit  der  Entfernung  der  letzteren  Linie  vom  Mit- 
telpunkte identisch  ist,  so  folgt,  wenn  man  die  oben  bei  Nr.  8) 
gefundene  Proportionalität  auf  diese JBntfemung  anwendet,  dass 
die  Distanz  zwischen  Directrix  und  Mittelpunkt ,  die  grosse  Halb- 
achse und  die  lineare  Excentricität  in  stetiger  Proportion  stehen. 
Nach  diesen  Bemerkungen  gewährt  es  keine  Schwierigkeit,  Brenn- 
punkt und  Leitlinie  zu  construiren;  man  gelangt  aber  dabei,  inso- 
fern jede  dieser  Constructionen  zu  beiden  Seiten  der  kleinen  Achse 
ausgeführt  werden  kann,  sogleich  zu  der  Wahrnehmung,  dass 
zwei  Leitlinien  und  zwei  Brennpunkte  vorhanden  sein  müssen,  von 
denen  jedesmal  die  auf  derselben  Seite  vom  Mittelpunkte  aus  ge- 
legenen einander  zugeordnet  sind.  In  der  Symmetrie  der  Ellipse 
gegen  die  kleine  Achse  findet  diese  Eigenthtimlichkeit  ihre  ein- 
fache Erklärung. 

Die  Existenz  zweier  Brennpunkte  giebt  noch  zu  der  folgen- 
den Betrachtung  Veranlassung.  Sind  i>ii>i  und  i>,i>2  die  beiden 
Leitlinien  der  Ellipse  in  Fig.  29,  p.     ^^ 

ferner  -F,  und  F^  die  zugeord-  ^ 
neten  Brennpunkte,  so  gelten 
in  Folge  der  Eigenschaft,  die 
wir  der  Entstehung  der  Kegel- 
schnitte zu  Grunde  gelegt  ha- 
ben, die  beiden  Gleichungen: 

und  es  folgt  hieraus : 

PF^-^-PF^^z.E^E^, 
Nach  der  zwischen  Entfernung  einer  Leitlinie  vom  Mittelpunkte  C, 
grosser  Halbachse  und   linearer  Excentricität  stattfindenden  steti- 

gen  Proportion  ist  aber  CE^  =  — ,  also  iSj  E^  =^  — = — ,  und  dem- 
nach : 

jPjF'i-f  PF,  =2a. 
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Geben  wir  dem  Abstände  eines  Kegelschnittspunktes  vom  Brenn- 
punkte den  im  Polarsysteme  gebräuchlichen  Namen  Leitstrahl 
oder  Kadiusvector,  wonach  jedem  Punkte  einer  Ellipse  zwei 
Leitstrahlen  zugehören ,  so  führt  das  Vorhergehende  zu  dem  Lehr- 
satze: Für  jeden  Ellipsonpunkt  ist  die  Summe  derbei- 
den  Leitstrahlen  unveränderlich  gleich  der  grossen 
Achse. 

III.  Die  Hyperbel.  Ganz  ähnliche  Beziehungen  wie  bei 
der  Ellipse  finden  auch  in  dem  Falle  statt,  wenn  e>  1 ,  nur  dass 
dadurch  eine  wesentliche  V-^schiedenheit  der  Gestalt  bedingt  wird. 

Zunächst  kann  die  Substitution  h  = -,  wieder  angewendet  wer- 
den ;  sie  erfordert  aber ,  weil  1  —  «*  negativ  ist ,  eine  Kückwärts- 
Verschiebung  der  7 -Achse  um  die  Strecke j -.     Der  neue 

Coordinatenanfang  führt  auch  hier  den  Namen  Mittelpunkt;  es 
zeigt  sich  aber  dabei  im  Vergleich  mit  der  Ellipse  der  Unterschied, 
dass,  während  dort  der  Mittelpunkt  von  der  Directrix  aus  über 
den  Brennpunkt  hinaus  gelegen  war ,  bei  der  Hyperbel  der  Mittel- 
punkt und  Bronnpunkt  die  Leitlinie  zwischen  sich  einschliessen. 
Behalten  wir  die  bei  Untersuchung  der  Ellipse  eingeführten  Be- 
zeichnungen bei,  so  folgt,  wenn  man  mit  Berücksichtigung  der 
Lagenverschiedenheit  die  zur  Herleitung  von  'Nr.  4)  und  5)  ange- 
wendeten Rechnungen  wiederholt,  für  die  lineare  Excentrici- 
t  ä  t  oder  den  Abstand  des  Brennpunktes  vom  Mittelpunkte  das  Re- 
sultat : 

und  für  die  Entfernung  des  Mittelpunktes  vom  Scheitel : 
11)  a  = 


Dieser  letzte  Werth  kann  in  die  Mittelpunktsgleichung  der  Hyper- 
bel eingesetzt  werden.  Da  diese  Gleichung  ihre  Entstehung  der- 
selben Substitution  verdankt,  welche  auch  bei  der  Ellipse  ange- 
wendet wurde,  so  muss  sie  mit  Nr.  3)  vollkommen  übereinstim- 
men; sie  wird  aber,  wenn  man  negative  Glieder  vermeiden  will, 
zweckmässiger  in  der  Form 
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geschrieben.      Mit  Benutzung  von  Nr.  11)  erhält  man  aus  ihr  nach 
einfacher  Umgestaltung : 

a*       ap         ' 
oder,  wenn  man  wieder  eine  Hilfsgrösse  b  einführt,  für  welche  die 
Kelation  6)  giltig  ist, 

©■-(i)'='- 

Aus  der  Form  dieser  Gleichung  folgt  vorerst  wieder  die  Sym- 
metrie der  Hyperbel  in  Beziehung  auf  die  JC-  und  F- Achse;  es 
besteht  also  auch  diese  Curve  in  Uebereinötimmung  mit  der  El- 
lipse aus  vier  unter  sich  congruenten  Quadranten.  Dabei  ist  aber 
die  Gestalt  eine  durchaus  verschiedene ;  wie  sich  mittelst  der  ans 
Nr.  12)  folgenden  Bedingungen 

übersehen  lässt.     Nach  der  ersten  dieser  Relationen  sind  nämlich 
keine  Hyperbelpunkte  möglich ,  wenn 

+  a  >  .T  >  —  a, 
also  bei  Uebereinstimmung  der  Achsen  und  des  Werthes  a  gerade 
innerhalb  des  Raumes,  wo  sich  alle  ausserhalb  der  X-Achse  gele- 
genen Ellipsenpunkte  befinden ;  nur  für  y  =  0  fallen  beide  Curven 
zusammen  und  gerben  x=  ^  a  für  die  Abscissen  der  Achsenschei- 
tel.  Die  Hyperbel  zerfällt  hiermit  in  zwei  von  einander  getrennte, 
zu  beiden  Seiten  der  T- Achse  gelegene  Zweige.  —  Fassen 
wir  ferner  von  den  vier  congruenten  hyperbolischen  Quadranten 
denjenigen  besonders  ins  Auge ,  innerhalb  dessen  beide  Coordina- 
ten  positiv  sind,  so  wachsen  in  Folge  der  unter  12)  gefundenen 
Mittelpunktsgleichung  die  y  gleichzeitig  mit  den  x ;  dabei  ist  aber 

gemäss  der  Ungleichung  (  t")  <   (~)  i^imer 

d.  h.  die  Hyperbelordinaten  sind  bei  übereinstimmendem  x  kleiner 
als  die  y  einer  durch  den  Mittelpunkt  gehenden  Geraden  mit  der 

Richtungsconstante  — .     Um  die  gegenseitige  Lage  der  Hyperbel 

und  dieser  Geraden  näher  zu  untersuchen,  bringen  wir  die  Hyper- 
belgleichung auf  die  Form : 

Anal.  Geom,    I.  6 
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ar 
oder,  indem  wir  linker  Hand  in  Factoren  zerlegen: 

Hieraus  fofgt  für  jeden  Punkt  der  in  Rede  stehenden  Hälfte  des 
einen  Hyperbelzweiges 


a  bx  +  ay 

Der  auf  der  rechten  Seite  befindliche  Quotient  giebt  für  die  Diffe- 
renz von  —  X  und  v,  d.  i.  für  die  Ordinatendifferenz  der  Geraden 
a 

und  Hyperbel  Werthe ,  die  sich  bei  gleichzeitig  wachsenden  x  und 
y  fort  und  fort  verkleinern;  ja  es  kann,  wenn  man  x  hinreichend 
gross  wählt  und  damit  auch  y  entsprechend  anwachsen  lässt,  die- 
ser Unterschied  kleiner  als  jede  noch  so  kleine  Grösse  werden, 
ohne  doch  jemals  ganz  in  Null  Überzugehen.  Eine  Gerade,  wie 
die  eben  untersuchte ,  an  welche  sich  eine  krumme  Linie  mehr  und 
mehr  anschmiegt,  ohne  doch  je  mit  ihr  vollständig  zusammenzu- 
fallen, heisst  eine  Asymptote  der  Curve;  die  Hyperbel  besitzt 
mit  Rücksicht  auf  ihre  Symmetrie  gegen  die  von  uns  gewählten 
Coordinatenachsen  zwei  Asymptoten,  die  sich  im  Mittelpunkte 
schneiden.  Die  Gleichungen  dieser  hyperbolischen  Asymptoten 
sind: 


13) 


y=  + 


b         .  b 

—  X  und  y  = x. 


In  Figur  30  ist  eine  Hy- 
perbel mit  den  Asymptoten  LL 
und  Z'Z' dargestellt.  Die  Ge- 
rade AA'  z=z2a  führt  den  Na- 
men Hauptachse;  die  durch 
den  Mittelpunkt  senkrecht  zur 
Hauptachse  gelegte  Gerade  TT 
wird  die  Nebenachse  ge- 
nannt. Unter  Länge  der  Ne- 
benachse versteht  man  das  Doppelte  derjenigen  Grösse,  die  wir 
mit  b  bezeichnet  haben.  Diese  Länge  kann  durch  eine  Gerade 
DE-=  D' E'  dargestellt  werden,  welche  man  durch  einen  Achsen- 
jscheitel  parallel  zur  Nebenachse  zwischen  den  Asymptoten  legt. 
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Nach  den  Gleichungen  der  Asymptoten  ist  nämlich,  wenn  wir 
LDCA  oder  die  Hälfte  des  sogenannten  Asymptoteuwinkels  DCE 
mit  y  bezeichnen, 

h 

14)  te«y=-, 

und  hieraus  folgt: 

DA  =  a  .tanyz=zbj  also  DE  =^  2  b. 
Von  2>  E  oder  2> '  E'  aus  wird  diese  Länge  leicht  auf  die  Neben- 
achse nach  BB'  übertragen.  'Zu  bemerken  ist  dabei,  dass  eine 
Ellipse  mit  denselben  Halbachsen  a  und  b  in  das  zu  dieser  Con- 
struction  benutzte  Rechteck  DEE' D'  völlig  eingeschlossen  sein 
würde. 

Die  Relation  a>  ft,  welche  bei  der  Ellipse  Geltung  fand, 
kommt  für  die  Hyperbel  in  Wegfall.  Es  ergiebt  sich  diese  Wahr- 
nehmung unmittelbar  aus  der  Gleichung  II),  wonach  «>/?,  wenn 
«*  <  2,  dagegen  a  <  /?,  wenn  «'  >  2.  Da  nun  b  immer  die  mittlere 
Proportionale  zwischen  a  und  p  darstellt,  so  muss  im  ersteren  Falle 
auch  a>b  und  im  letzteren  ö  <  &  sein.  Sobald  e*  =  2 ,  oder 
t  =  Y^^  werden  a,  b  und  p  unter  sich  gleich ;  die  Hyperbel  wird 
dann  eine*  gleichseitige  genannt.  Aus  Nr.  14)  folgt  ohne 
Schwierigkeit,  dass  der  Asymptotenwinkel  einer  gleichseitigen 
Hyperbel  ein  rechter  sein  muss,  während  er  für  a>  Ä  spitz  und 
f(ir  a<l&  stumpf  ist. 

Was  die  übrigen  für  die  beständigen  Grössen  der  Ellipse  auf- 
gestellten Beziehungen  betrifft,  so  zeigen  zunächst  die  Gleichungen 
10)  und  11),  dass  die  Formel 

c 

a 
auch  für  die  Hyperbel  Anwendung  findet.    Hiermit  können  aber 
zugleich  die  daraus  gezogenen  Folgerungen  übertragen  werden. 
Nur  Nr.  9)  erleidet  eine  Abänderung ,  indem  die  Verbindung  von 
6)  und  11)  zu  dem  Resultate 

&«  =  a«(6«— 1) 
hinführt ,  woraus  mit  Einsetzung  des  Werthes  von  c  und  geänder- 
ter Ordnung  der  Glieder  die  Relation 

.15)  c'  =  a*  +  fr« 

hergeleitet  wird.    CD  =  CE  in  Fig.  30  ist  daher  identisch  mit  dem 
Abstände  des  Brennpunktes  vom  Mittelpunkte. 

6* 
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Fi-.  31. 


In  gleicher  Weise  wie  bei  der  Ellipse  gelangen  wir  auch  bei 
der  Hyperbel  zu  zwei  Leitlinien  und  zwei  Brennpunkten,  von 
denen  wieder  die  auf  derselben  Seite  der  Nebenachse  gelegenen 
einander  zugehören.    In  Fig.  31  sind  diese  beiden  Leitlinien  darch 

2>i  Dj  und  D^D^  dargestellt,  mit  den 
zugeordneten  Brennpunkten  F^  und 
jF,»  Bezeichnen  wir  mit  g  die  nu- 
merische Excentricität,  so  folgt  ans 
einer  ähnlichen  Rechnung,  wie  die 
zu  Fig.  29  bei  Untersuchung  der  el- 
liptischen Leitstrahlen  angestellte, 


und  hieraus : 


PF^  —  PF^:===1a. 


Dies  giebt  den  zur  Construction  der  Hyperbel  brauchbaren  Lehr- 
satz: Für  jeden  Hyperbelpunkt  ist  die  Differenz  der 
beiden  Leitstrahlen  unveränderlich  gleich  der  Haupt- 
achse. 

Die  zwischen  der  Ellipse  und  Hyperbel  stattfindenden  Ana- 
logien können  analytisch  auf  die  Zusammenstellung  ihrer  Mittel- 
punktsgleichungen 7)  und  12)  zurückgeführt  werden.  Beide  Glei- 
chungen werden  identisch,  sobald  man  die  elliptische  Halbachse  h 
in  h  y  —  1  übergehen  lässt.  Dadurch  ist  der  Ausspruch  gerecht- 
fertigt: die  Hyperbel  kann  als  Ellipse  mit  imaginärer  kleiner 
Achse  aufgefasst  werden.  Um  endlich  noch  eine  Vergleichung  mit 
der  Parabel  zu  erlangen,  muss  man  für  alle  drei  Curven  die  Schei- 
telgleichung anwenden ,  weil  in  der  Parabel  kein  Mittelpunkt  vor- 
handen ist.  Bei  Benutzung  der  Beziehungen  5)  und  11)  entsteht 
aus  Nr.  7)  in  §.  13  das  folgende  System  von  Gleichungen : 


16) 


a 


welche  in  der  gewählten  Reihenfolge  der  Ellipse,  Parabel  und 
Hyperbel  als  Gleichungen  aus  dem  Scheitel  angehören.  Ellipse 
und  Hyperbel  gehen  nach  dieser  Zusammenstellung  in  Parabel 
über,  wenn  man  a  unendlich  werden  lässt.    Die  Parabel  kann  da- 
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her  als  eine    Ellipse  oder  Hyperbel   mit  unendlich   grosser 
Achse  betrachtet  werden. 

Von  dem  allgemeinen  Ueberblicke  der  drei  Hauptformen  der 
Kegelschnitte  wenden  wir  uns  in  den  folgenden  Capiteln  zu  der 
speciellen  analytischen  Untersuchung  dieser  Curven.  Wir  gehen 
dabei  von  der  Parabel  aus ,  die  insofern  für  die  einfachste  dieser 
drei  Linien  anzusehen  ist,  als  ihre  Gleichung  nur  von  einer  Con- 
stanten abhängig  gemacht  werden  kann ,  während  für  die  Ellipse 
und  Hyperbel  die  Einführung  von  zwei  beständigen  Grössen  nö- 
thig  wird. 


Fünftes  CapiteL 
Die     Parabel. 


§.  15. 

Die  Gleichung:  t/  ^^  2p x. 

-W  achdem  wir  im  vorigen  Paragraphen  unter  I.  aus  der  Gleichung 


1) 


:  2/>iC 


bereits  die  Hauptumrisse  der  Gestalt  für  die  dadurch  repräsentirte 
Linie  —  die  Parabel  —  hergeleitet  haben,  wollen  wir  jetzt  die 
Gleichung  anwenden,  um  aus  ihr  die  Mittel  zur  geometrischen  Dar- 
stellung dieser  Curve  zu  gewinnen. 

I.  Wird  Nr.  1)  in  eine  stetige  Proportion  aufgelöst,  so  er- 
scheint y  als  mittlere  Proportionale  zwischen  2jö  und  x,  oder  auch 
zwischen/?  und  2x.  Jede  elementar  -  geometrische  Construction, 
durch  welche  die  mittlere  Proportionale  zweier  Strecken  gefunden 
wird,  ist  daher  brauchbar,  um  beliebig  viele  Punkte  einer  Parabel 
zu  erlangen ,  deren  Achse ,  Scheitel  und  Parameter  gegeben  sind. 


Fig.  32. 


Trägt  man  z.  B.  aus  dem  Scheitel  Ä 
(Fig.  32)  die  Abscisse  AM  auf  der 
Achse  rückwärts  nach  ÄTy  macht 
MN  =  p  und  construirt  über  dem 
Durchmesser  TN  einen  Halbkreis,  so 
wird  die  Ordinate  PM  in  einem  Pa- 
rabelpunkte P  geschnitten ,  weil  nach 
einem  bekannten  Satze  PM  die  mitt- 
lere Proportionale  zwischen  TM  und  MN  bildet.  Die  besondere 
Auftragung  der  Strecke  MN  kann  hierbei  noch  erspart  werden, 
wenn  man  beachtet,  dass  der  Mittelpunkt  F  des  beschriebenen 


T 

A 

\f 

M     N 

X 
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Halbkreises  den  Brennpunkt  der  Parabel  abgiebt.    Der  Construc- 
tion  zufolge  ist  nämlich 

FT=iTN=x  +  ip, 
folglich,   da,  AT  =  x, 

Dieser  Werth  ist  aber  nach  §.  14  Nr.  I)  mit  dem  Abstände  des 
Brennpunktes  vom  Scheitel  identisch.  —  Das  angegebene  Verfah- 
ren empfiehlt  sich  namentlich  insofern,  als  wir  später  finden  wer- 
den, dass  dabei  gleichzeitig  in  PT  und  PN  die  Tangente  und  Nor- 
male des  Parabelpunktes  P  zum  Vorschein  kommen. 

II.    Liegt  ein  Punkt  auf  zwei  Geradeu ,  fUr  welche  die  Glei- 
chungen 

2)  yz^Ax 

2p 

gegeben  sind ,  so  gilt  für  seine  Coordiuaten  auch  die  aus  Multipli- 
cation  von  2)  und  3)  entstehende  Gleichung: 

y*=z^pX] 

er  ist  also  ein  Parabelpunkt.    Dies  giebt  zur  folgenden  Construc- 
tion  Veranlassung. 

Im  Abstände  AC  =  2p  vom  Scheitel 
(Fig.  33)  errichte  man  die  feste  Gerade  CD  D 
senkrecht  zur  Achse.  Wird  dann  durch  den 
Scheitel  A  die  Gerade  AP  in  beliebiger  Rich- 
tung gelegt,  hierauf  das  Perpendikel  ^iV  ge- 
fällt und  zuletzt  NP  parallel  zur  Achse  AX 
gezogen,  so  liegt  der  Punkt  P  auf  der  Parabel. 
Setzt  man  nämlich  L  PAX=  ocy  also  nach  der  bei  der  Theorie 
der  Geraden  eingeführten  Bezeichnung  A  =  tan  a ,  so  ist  Nr.  2) 
die  Gleichung  von  AP.   Ferner  hat  man 

AB  =z B N .  cot a^=^  AC .  cot  Uy 
also  auch 

A 
Hiernach  stellt  Nr.  3)  die  Gleichung  der  Geraden  NP  dar,  und  der 
Punkt  P,  für  welchen  2)  und  3)  Geltung  finden,  genügt  den  ge- 
gebenen Bedingungen. 

in.  In  Betracht,  dass 
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G+l)+('-9=- 

kann  die  Gleichung  1)  auch  in  der  Form 

geschrieben  werden ,  wodurch  man  zu  dem  Ausdrucke 

gelangt.  Der  linker  Hand  befindliche  Werth  giebt  die  Entfernung 
des  Punktes  xy  von  einem  festen  Punkte  mit  den  Coordinaten  0 

und  —  an,  d.  i.  nach  §.  14  Nr.  I)  seinen  Abstand  vom  Brenn- 
punkte oder  den  Leitstrahl.  Bezeichnen  wir  letzteren  mit  z,  so 
wird  aus  Nr.  4) 

oder ,  da  hier  nur  positive  Grössen  in  Frage  kommen  können, 
5)  s  =  a:  +  |*). 

Wenn  man  beachtet,  dass  der  Werth  —  in  der  Parabel  auch 

2 

den  Abstand  des  Scheitels  von  der  Leitlinie  darstellt,  so  wird  man 
leicht  sehen,  dass  diese  Relation  den  analytischen  Ausdruck  für 
diejenige  Eigenschaft  enthält,  auf  welche  wir  die  Entstehung  der 
Parabel  gegründet  haben ,  nämlich  für  die  Gleichheit  der  Entfer- 
nungen jedes  Punktes  dieser  Curve  von  Directrix  und  Brennpunkt. 
Die  hieraus  herzuleitende  Construction  von  Parabelpunkten  mag, 
da  sie  durchaus  keine  Schwierigkeit  gewährt,  der  Selbstübung 
anheim  gegeben  werden;  wir  legen  nur  noch  die  Frage  vor,  ob 
nicht  etwa  eine  Modification  dadurch  erzielt  werden  kann,  dass 
vielleicht,  wie  bei  Ellipse  und  Hyperbel,  mehr  als  ein  Brennpunkt 
vorhanden  ist. 

Im  allgemeinsten  Sinne  führt  jeder  Punkt  in  der  Ebene  einer 
Curve,  der  im  Vereine  mit  einer  zugeordneten  Geraden -(Directrix) 

*)  Dasselbe  Resultat  kann  in  Fig.  32  direct  abgelesen  werden.    Dort 
ist  nämlich  PF=Zy  also,   da  im  Kreise  alle  Radien  gleich  sind, 
Z:=zFT=X'\-\p, 
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ie  Eigenschaft  besitzt,  dass  die  Entfernungen  jedes  Curvenpunktes 
on  diesem  festen  Punkte  und  der  zugehörigen  Directrix  in  einem 
onstanten  Verhältnisse  stehen ,  den  Namen  Brennpunkt.  Be- 
ieichnen  wir  seine  Coordinaten  mit  ^  und  tj  und  setzen  für  die 
jrleichung  der  Leitlinie 

;o  muss  nach  der  angegehenen  Fundamentaleigenschaft  des  Brenn- 
Dunktes  die  Gleichung  der  Ourve  die  Form 

L     j/l+A*     J 
annehmen   können,  wobei   e  einen  unveränderlichen  Factor  aus- 
drückt [vgl.  §.  3  Nr.  I)  und  §.  6  Nr.  7)].    Werden  hierin  statt  A, 
h  und  £    zur  Abkürzung  drei  neue  Constanten  a,  (5,  y  eingeführt, 
für  welche  die  Relationen 

As  ^  s  be 


7) 


giltig  sind,  so  erlangt  die  Curve  mit  dem  Brennpunkte  ^rj  die 
Gleichung : 

6)        {^-^y  +  {!/-vy={^^+ßy+Yy 

oder,  wenn  man  die  darin  angedeuteten  Operationen  ausführt  und 
nach  Potenzen  der  Variabein  x  und  y  ordnet, 

x^{l  —  a')+y^{l  —  ß^)  —  2aßa:y 

+  ^'  +  v'  —  y'  =  ^' 

Die  Form  dieser  Gleichung  führt  uns  zu  der  aus  der  Entstehung 
der  Kegelschnitte  bereits  ersichtlichen  Bemerkung  zurück,  dass 
Brennpunkte  nur  bei  Linien  zweiten  Grades  vorkommen  können. 
Soll  nun  eine  solche  Linie  zur  Parabel  werden ,  so  muss  Nr.  7)  in 

y^z=z2px 
übergehen.    Hierzu  sind  die  folgenden  Bedingungen  nöthig : 
1  — a*~0  aß  —  O 

welche,  da  mit  Eücksicht  auf  die  beiden  ersten  dieser  Beziehungen 

/S  =  0 
sein  muss ,   sich  auf 

«»=1,         iy  =  0   und    S'^y* 
redueiren.3  Die  Relation  t^  =  0  zeigt,  dass  Brennpunkte  nur  in  der 
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Achse  der  Parabel  gelegen  sein  können.  —  Mit  Einsetzung  der 
vorhergehenden  Werthe  entsteht  aus  Nr.  7) 

y*  =  2a:(J+ay) 
als  Gleichung  einer  Parabel ,  für  welche 

Wird  diese  letzte  Bedingung  mit  den  oben  aufgestellten  vereinigt, 
so  gelangt  man  nach  Elimination  von  a  und  y  zu  dem  Resultate: 

/>(P  — 2J)  =  0. 
Dieser  Gleichung  kann  aber  in  einer  Parabel,  deren  Halbparameter 
p  von  Null  verschieden  ist ,  nur  genügt  werden ,  wenn 

Die  Parabel  besitzt  demnach  nur  einen  Brennpunkt,  nämlich  den 
auf  der  Achse  im  Abstände  ^  vom  Scheitel  gelegenen. 

§.  16. 
Die  Parabel  und  die  Gerade. 

Legen  wir  den  folgenden  Untersuchungen  die  Gleichung  der 
Parabel  wieder  in  der  Form 

1)  y^  =  ^px 

zu  Grunde,  so  ist  dabei  in  Uebereinstimmung  mit  den  vorher- 
gehenden Betrachtungen  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem 
vorausgesetzt,  dessen  X-Achse  mit  der  Parabelachse  zusammen- 
fällt und  dessen  Anfangspunkt  im  Scheitel  gelegen  ist.  Was  die 
hierbei  angenommene  F- Achse  betrifft,  so  ergiebt  sich,  wenn  wir 
ihre  Gleichung 

mit  der  oben  für  die  Parabel  gegebenen  verbinden ,  die  Gleichung 

welche  zwei  gleiche  Wurzeln  y  =  0  besitzt.  Der  Coordina- 
tenanfang,  soweit  er  gleichzeitig  auf  der  F- Achse  und  Parabel 
liegt,  ist  daher  so  anzusehen,  als  wenn  er  aus  zwei  zusammen- 
fallenden Punkten  bestände,  welche  beiden  Linien  gemein- 
schaftlich sind.  Hiermit  gewinnt  die  T- Achse  den  Charakter  einer 
Tangente;  wir  wollen  ihr  den  Namen  Scheiteltangente  geben. 
Gehen  wir  nach  dieser  Vorbemerkung  zu  den  möglichen  La- 
gen einer  beliebigen  Geraden  gegen  die  Parabel  über,  so  soll 
erstere  durch  die  Gleichung 
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2)  y  =  Ax  +  b 

&xirt  sein.  Für  etwa  vorhandene  gemeinschaftliche  Punkte  beider 
Linien  gelten  dann  die  beiden  Gleichungen  1)  und  2) ,  aus  denen, 
wenn  man  y  eliminirt,  für  die  Abscissen  dieser  Punkte  das  Kesultat 

3)  A^a:^  +  2x{Ab—p)  +  b*  =  0 

entsteht.    Die  zugehörigen  y  finden  sich  aus  Nr.  2). 

Rücksichtlich  der  Gleichung  3)  müssen  wir  die  beiden  Fälle 
unterscheiden ,  ob  ^  =  0  oder  von  Null  verschieden  ist ,  d.  h.  ob 
die  Gerade  der  Parabelachse  parallel  läuft  oder  sie  schneidet.  Im 
ersteren  Falle  giebt  die  Gleichung ,  weil  sie  in  Beziehung  auf  x 
dem  ersten  Grade  angehört,  nur  eine  Wurzel,  woraus  das  Kesul- 
tat folgt,  dass  jede  der  Parabelachse  parallele  Gerade 
die  Parabel  in  einem  Punkte  schneidet.  Ist  dagegen^ 
von  Null  verschieden,  so  behält  Nr.  2)  ihre  quadratische  Form; 
die  Parabel  und  die  Gerade  haben  daher  mit  Rücksicht  auf  die 
Beschaffenheit  der  Wurzeln  dieser  Gleichung  zwei  verschiedene, 
einen  oder  besser  gesagt  zwei  zusammenfallende  Punkte  und  end- 
lich keinen  Punkt  gemein ,  jenachdem 

{Ab—py^An\ 

Nach  nöthiger  Hebung  gewinnt  dieses  Kriterium  die  Form 

p{p-2Ab)^0. 

Wenn  man  hierbei  noch  beachtet,  dass  der  Parameter  2/?  immer 
einen  vsresentlich  positiven  Werth  besitzt,  so  lässt  sich  die  Unter- 
scheidung der  drei  erwähnten  Falle  davon  abhängig  machen,  ob 
die  Differenz 

positiv,  gleich  Null  oder  negativ  ist.  Im  ersteren  Falle  hat  die 
Gerade  den  Charakter  einer  Secante ,  im  zweiten  einer  Tangente, 
im  dritten  liegt  sie  mit  allen  ihren  Punkten  ausserhalb  der  Parabel. 

Was  die  geometrische  Deutung  des  ange-  -p.     «4 

gebenen  Merkmales  betrifft,  so  ist  für  die  Tan- 
gente PQ  (Fig.  34) ,  wenn  man  mit  a  den  Win- 
kel bezeichnet,  welchen  die  Gerade  mit  der 
iT- Achse  einschliesst, 

Ab  =  AQ.iana  =  AF.  ' 

Beachtet  man  ferner,  dass  -—  den  Abstand 
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des  Brennpunktes  vom  Scheitel  darstellt,  so  fiihrt  das  Obige  zu 
dem  Resultate:  Fällt  man  auf  eine  Gerade  in  ihrem 
Durchschnittspunkte  mit  der  Scheiteltangente  der 
Parabel  ein  Perpendikel,  so  kann  man  von  der  Lage 
des  Punktes,  in  welchem  dieses  Perpendikel  die 
Achse  trifft,  abhängig  machen,  ob  die  Gerade  die 
Parabel  in  zwei  Punkten  schneiden,  in  einem  Punkte 
berühren  oder  keinen  Punkt  mit  ihr  gemein  haben 
wird.  Der  erste,  zweite  oder  dritte  Fall  tritt  ein,  je- 
nachdem  jener  Punkt  zwischen  Scheitel  und  Brenn- 
punkt, im  Brennpunkte  oder  jenseits  des  Brennpunk- 
tes gelegen  ist.  Besonders  wichtig  ist  von  diesen  drei  Fällen 
der  auf  Tangenten  bezügliche,  indem  er  dazu  benutzt  werden  kann, 
um  bei  gegebenem  Brennpunkte  alle  auf  Parabeltangenten  be- 
zügliche Aufgaben  geometrisch  zu  lösen. 

Wir  wenden  uns  zur  analytischen.  Behandlung  solcher  Auf- 
'  gaben,  wobei  wir  das  Kriterium  festzuhalten  haben,  dass  jede  Ge- 
rade, deren  Constanten  die  Bedingung 

2 

oder 

4)  p  =  2Ab 

erfüllen ,  eine  Tangente  darstellt. 

Aus  Nr.  4)  folgt  zunächst,  wenn  die  Kichtung  einer  zu  ziehen- 
den Tangente  gegeben  ist, 

und  hieraus  für  die  Gleichung  der  Bertihrungslinie  selbst ; 

Diese»  Resultat  zeigt,  dass  in  derselben  Richtung  stets  nur  eine 
Parabeltangente  möglich  ist.    Die  Construction  von  5)  führt,  wenn 

man  die  Grösse  ---  (gleich  AQ  Fig.  34)  geometrisch  darstellt,  auf 

das  oben  für  Tangenten  festgesetzte  Merkmal  zurück. 

Soll  ferner  eine  Gerade  i/  =  Ax  +  b  die  Parabel  berühren 
und  dabei  durch  einen  festen  Punkt  0",^,  hindurchgehen,  so  hat 
man  zur  Bestimmung  der  beständigen  Grössen  A  und  b  die  beiden 
Bedingungen : 
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Hieraus  entsteht,  wenn  man  b  eliminirt,  zur  B<u*eclinung  von  J  die 
Gleichung : 

•  6)  2^*ar,  —  2^«/,  +  p  —  O. 

Die  zugehörigen  b  ergeben  sich  aus : 

7)  b  =  y^  —  Ax^. 

Mit  Rücksicht  auf  die  quadratische  Form  von  Nr.  6)  folgt, 
dass  durch  den  Funkt  x^y^  zwei  Tangenten,  eine  oder  keine 
möglich  sind ,  jenachdem 

was,  wie  man  leicht  finden  wird,  daraufhinauskommt,  ob  der  ge- 
gebene Punkt  ausserhalb  der  Parabelfläche,  auf  der  Peripherie 
oder  innerhalb  gelegen  ist. 

Soll  der  Punkt  x^y^  Berührungspunkt  sein,  so  findet  die 
Gleichung : 

8)  yi'  =  ^px, 

statt.  Wird  nun  Nr.  6)  mit/?  multiplicirt,  so  entsteht  mit  Benutzung 
von  8) 

A^y,^-1Apy,  +p«--0, 
und  hieraus  folgt: 

9)  A^t^ 

Vx 
Für  die  Constante  b  ergiebt  sich  aus  Nr.  7),  wenn  man  den  ge- 
fundenen Werth  von  A  einsetzt,  • 

oder,  wenn  man  auf  gleichen  Nenner  bringt  und  wieder  mit  Hilfe 
von  Nr.  8)  reducirt: 

Durch  die  Substitution  der  Werthe  9)  und  10)  in  die  Gleichung 
der  Geraden  erhält  man  als  Gleichung  einer  Tangente  mit 
dem  Berührungspunkte  a:,y, : 

11)  «/yi=p(a^  +  .r,). 

Setzt  man  hierin  y  =  0,  so  folgt  für  die  Abscisse  a  desjenigen 
Punktes ,  in  welchem  die  Tangente  die  Parabelachse  schneidet, 

12)  a  =  — o:,. 

Dieser  letzte  Werth  ist  besonders  geeignet,  wm  bei  gegebenem  Be- 
rührungspunkte die  Tangente  zu  construiren. 
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Fig.  35.  Soll  z.  B.  die  Parabel  im  Punkte  P 

(Fig.  35)  von  einer  Geraden  berührt 
werden,  so  hat  man  nur,  wenn  PM 
die  Ordinate  dieses  Punktes  darstellt, 
AT=  AM  zu  machen  und  PT  zn  zie- 
hen, um  die  Tangente  zu  erhalten.  Be- 
merkens werth  ist  hierbei,  dass  man,  wenn 
die  Abscisse  AM  =  x  gesetzt  wird,  für  den  Abstand  des  Punktes 
T  vom  Brennpunkte 

FT^x  +  ip 
erhält ,  woraus  mit  Eticksicht  auf  Nr.  5)  des  vorhergehenden  Pa- 
ragraphen die  Gleichheit  von  jFTund  FP,  also  auch  die  Gleich- 
heit der  Winkel  PTF  und  TPF  hervorgeht.  Dies  giebt  den  Satz: 
DieTangente  an  einem  Parabelpunkte  bildet  mit  der 
Parabelachse  denselben  Winkel,  wie  mit  dem  Leit- 
strahle jenes  Punktes.  Legt  man  ferner  PB  parallel  zur 
Achse,  so  sind  nach  dem  Vorigen  auch  die  Winkel  T^PR  und 
TPF  einander  gleich.  Hierauf  beruhen  die  physikalischen  Eigen- 
schaften des  Parabelbrennpunktes*). 

Ist  Xii/i  ein  ausserhalb  der  Parabel  gelegener  Punkt,  von 
welchem  aus  zwei  Tangenten  gezogen  werden  können,  so  lässt 
sich  durch  ein  ganz  ähnliches  Räsonnement,  wie  das  zur  Herleitung 
der  Gleichung  3)  in  §.  10  angewendete,  nachweisen,  dass  für  die- 
sen Fall  Nr.  II)  di^  Gleichung  der  Berührungssehne  dar- 
stellt. Bezeichnet  man  nämlich  die  Coordinaten  eines  der  beiden 
Berührungspunkte  mit  x  und  y ,  so  findet,  da  a:,  und  y,  einem 
Punkte  angehören ,  welcher  in  der  durch  xy  gehenden  Tangente 
gelegen  ist,  zwischen  a:,  ar, ,  y  und  y,  nach  11)  die  Relation 

13)  yyi=p(ix:+Xi) 

statt ,  wobei  nur  x  und  a:, ,  y  und  y,  ihre  Bedeutungen  vertauscht 
haben.  Ganz  Gleiches  gilt  auch  für  den  zweiten  Berührungspunkt; 
folglich  ist  die  Gleichung  13),  welche  als  Gleichung  ersten  Grades 
zweien  mit  xy  bezeichneten  Punkten  Genüge  leistet,   der  Ver- 


*)  In  einem  Hohlspiegel ,  dessen  spiegelnde  Fläche  durch  Rotation 
einer  Parabel  um  ihre  Achse  gebildet  ist,  werden  Licht-  oder  Wärmestrah- 
len, die  parallel  zur  Achse  einfallen,  im  Brennpunkte  vereinig^.  Umgekehrt 
werden  solche  Strahlt,  wenn  sie  vom  Brennpunkte  ausgehen,  in  einer  mit 
der  Achse  parallelen  Richtung  reflectirt. 
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bindnngsgeraden  dieser  beiden  Punkte  angehörig.  Hiemach  ist 
es  leicht,  die  Berührungssehne  zu  construiren.  Man  findet,  wie 
bei  der  Tangente,  für  die  Abscisse  ihres  Durchschnittspunktes  mit 
der  Parabelachse 

ö  =  — a^t, 
wodurch  einer  ihrer  Punkte  bestimmt  ist;  femer  für  ihre  Rieh- 
tnngsconstante 

Vi 
L  h.  mit  Rücksicht  auf  Nr.  9) :   sie  läuft  mit  der  Tangente  eines 
Parabelpunktes  parallel,  dessen  Ordinate  mit  y,  gleich  ist. 

Normalen  der  Parabel.  Eine  im  Parabelpunkte  x^y^ 
errichtete  Normale  hat,  weil  sie  auf  der  Tangente  dieses  Punktes 
senkrecht  steht,  nach  Nr.  6)  in  §.  6  die  Gleichungsform : 

y  — yt  =  — ^(^— ^j)i 

wobei  A  die  der  Tangente  zugehörige  Richtungsconstante  bezeich- 
net. Mit  Substitution  des  in  Nr.  9)  gegebenen  Werthes  von  A  er- 
hält man  hieraus  als  Gleichung  der  Normale: 

14)  y  — y,  =  -^(^— ^i). 

Setzt  man  hierin  y  =  0,  so  ergiebt  sich  für  die  Abscisse  {  des 
Dnrchschnittspunktes  der  Normale  und  Parabelachse  das  Resultat : 

15)  ä  — ^i=P. 

Die  Differenz  g  —  a:, ,  d.  i.  die  auf  der  Achse  zwischen  dem  Fuss- 
pnnkte  der  Ordinate  und  dem  Einfallspunkte  der  Normale  enthal- 
tene Strecke,  führt  den  Namen  Subnormale*).  Mit  Einführung 
dieser  Benennung  entsteht  aus  Nr.  15)  der  Satz:  Die  Subnor- 
male jedes  Parabelpunktes  ist  beständig  gleich  dem 
Halbparameter. 

Aus  der  Gleichheit  der  Winkel,  welche  eine  Parabeltangente 
mit  Leitstrahl  und  Achse  einschliesst ,  kann  noch  auf  einfache 
Weise  das  Resultat  hergeleitet  werden,  dass  die  gleiche  Eigen- 
schaft auch  für  die  Normale  Geltung  besitzt. 


*)  In  ähnlicher  Weise  wird  die  zwischen  dem  Einfallspnnkte  der  Tan- 
gente und  dem  Fusspnnkte  der  Ordinate  auf  der  Achse  gelegene  Strecke 
Subtangente  genannt.  Ihre  Grösse  ist  in  der  Parabel  nach  dem  Frü- 
heren gleich  der  doppelten  Abscisse  des  Berührungspunktes. 
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§.  17. 
Fortsetzung. 

Durchmesser  der  Parabel.  Wenn  man  die  in  Nr, 3) des 
vorhergehenden  Paragraphen  für  die  Abscissen  der  gemeinschaft- 
lichen Punkte  einer  Parabel  und  einer  Geraden  aufgestellte  Glei- 
chung durch  A^  dividirt,  so  kann  diese  Gleichung  auf  die  Form 

gebracht  werden.  Es  ist  hierbei  vorausgesetzt,  dass  ^  von  Ml 
verschieden  ist,  d.  h.  dass  die  Gerade  nicht  mit  der  Parabelachse 
parallel  läuft.  Der  ausgeschlossene  Fall  ist  also  der ,  wo  die  Ge- 
rade nur  einen  Punkt  mit  der  Parabel  gemein  haben  kann. 

Angenommen  nun ,  die  Gerade  schneide  die  Parabel  in  zwei 
Punkten,  so  wollen  wir  mit  a:jy,  und  x^y^  die  Coordinaten  dieser 
beiden  Durchschnittspunkte  bezeichnen.  Dann  folgt  aus  1)  nach 
dem  algebraischen  Lehrsatze  über  die  Summe  der  Wurzeln  einer 
quadratischen  Gleichung : 

Xi  +  X2 p  —  Ab 

2    ~~~7' 
Der  linkor  Jland  befindliche  Werth  drückt  hier  die  Abscisse  des 
Mittelpunktes  der  «luf  der  Geraden  abgeschnittenen  Parabelsehne 
aus.    Wählen  wir  für  diesen  Mittelpunkt  die  Bezeichnung  a:y,  so 
dass 

_  ^V+52  ^^  _  yi  +  //2 

so  besitzen  wir  zu  seiner  Bestimmung  aus  dem  Vorigen  die  beiden 
Gleichungen : 

2)  a:^^^^^,  y^^Ax  +  h. 

Durch  Eliminirung  der  Constanten  b  entsteht  hieraus : 

3)  Ay=p. 

Da  diese  Gleichung  den  Ort  der  Sehnenmitte  nur  von  der  Rich- 
tung der  Sehne  (mittelst  der  Constanten  A)  abhängig  macht,  so 
gilt  sie  zugleich  für  die  Mittelpunkte  aller  mit  der  untersuchten 
Geraden  parallelen  Sehnen  und  giebt  als  geometrischen  Ort  dieser 
Punkte  eine  zur  Parabelachse  parallele  Gerade.  So  entsteht  der 
Lehrsatz:  In  der  Parabel  l.iegen  die  Mitten  eines  j eden 
Systemes  paralleler   Sehnen   in   einer  zur  Achse  pa- 
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rallelen  Geraden,  oder,  insofern  man  einer  Geraden  den  Na- 
men Durchmesser  einer  Curve  giel)t,  wenn  sie  die  Eigenschaft 
besitzt ,  ein  System  paralleler  Sehnen  zu  halbiren :  Alle  Para- 
beldurchmesser laufen  mit  der  Achse  parallel.  Aus 
Nr.  3)  folgt ,  wenn  die  Richtung  der  Sehnen  gegeben  ist ,  für  den 
Abstand  des  zugehörigen  Durchmessers  von  der  Achse : 

Umgekehrt  bildet  eine  in  der  Entfernung  y  gezogene  Parallele 
zur  Parabelachse  den  Durchmesser  aller  derjenigen  Sehnen,  welche 
die  Richtungsconstante 

5)  .  A  =  ?- 

y 

besitzen.  Die  Uebereinstimmung  dieser  letzten  Gleichung  mit 
Nr.  9)  des  vorhergehenden  Paragraphen  zeigt  zugleich,  dass  dieses 
zugehörige  Sehnensystem  gleiche  Richtung  mit  derjenigen  Gera- 
den hat,  welche  die  Parabel  in  ihrem  Durchschnittspunkte  mit 
dem  Durchmesser  tangirt. 

Die  soeben  gefundenen  Eigenschaften  gewähren  die  Mittel, 
in  einer  gegebenen  Parabel  die  Lage  der  Achse,  des  Brennpunktes 
und  somit  auch  der  Directrix  ausfindig  zu  machen.  Mittelst  zweier 
parallelen  Sehnen  kann  man  nämlich  einen  Durchmesser  und  eine 
Tangente  construiren ;  mit  Hilfe  der  letzteren  erhält  man  aber  eine 
den  Brennpunkt  enthaltende  Gerade  durch  Anwendung  des  Satzes, 
dass  jede  Parabeltangente  gleiche  Winkel  mit  dem  Leitstrahle 
ihres  Berührungspunktes  und  einer  Parallelen  zur  Achse  ein- 
schliesst.  Wird  dieselbe  Construction  an  einem  zweiten  Paare  pa- 
ralleler Sehnen  wiederholt,  so  lässt  sich  hierdurch  der  Brennpunkt 
und  aus  diesem  die  Achse  und  die  Directrix  vollständig  bestimmen. 

Ein  Parabeldurchmesser  und  die  Tangente  des  in  ihm  ge- 
legenen Parabelpunktes  bilden  ein  System  zusammengehöriger 
Linien,  für  welches  die  Parabelachse  und  Scheiteltangente  den 
speciellen  Fall  der  senkrechten  Lage  beider  Geraden  darstellen. 
Wählt  man  daher  zwei  Gerade  der  erstgenannten  Art  zur  X  und 
F- Achse  eines  schiefwinkligen  Coordinatensystems ,  so  muss  die 
für  dieses  System  geltende  Gleichung  der  Parabel  die  Scheitel- 
gleichung als  besonderen  Fall  in  sich  schliessen.  Mit  Anwendung 
der  in  §.  4  aufgestellten  Transformationsformeln  kann  man  rück- 
wärts von  der  Scheitelgleichung  zu  jener  allgemeineren  gelangen. 

Anal.  Geom.  I.  7 
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Fig.  36.  Wir   wollen  hierzu   den   Coordinatenwinkel 

Y"  YOX  in  Fig.  36  mit  m  bezeichnen,  und  die 

/^  auf  die  Parabelachse  j4 S  und  den  Scheitel 

^^  bezogenen   rechtwinkligen   Ooordinaten  des 

^^- X  neuen  Anfangspunktes  AB  =  a  und  BO^=b 

A\  setzen.    Dann  folgt  aus  Nr.  5) 

/      r  ^  6)  Um^=^ 

und  aus  der  Scheitelgleichung  der  Parabel ; 

7)  h^^='lap. 

Nach  Nr.  8)  in  §.  4  ist  beim  Uebergange  vom  ursprünglichen  bei 
allen  früheren  Untersuchungen  angewendeten  Co ord in aten Systeme 
zu  dem  neuen  das  frühere  x  mit 

a-\'  X  +  y  cos  od 
und  das  frühere  y  mit 

b  +  y  sin  w 
zu  vertauschen ,  insofern  nämlich  die  in  §.  4  angewendeten  Win- 
kel a  und  ß  hier  die  Werthe  0  und  w  besitzen.     Die  Scheitelglei- 
chung der  Parabel  wird  liierdurch  in  die  für  das  neue  System  gel- 
tende Gleichung 

{b-{-  y  sin  w)*  =:='2p  {a  +  x  +y  cos  oo) 
transformirt  ,    welche   nach  Ausführung   der  darin   angedeuteten 
Operationen  und  geänderter  Ordnung  der  Glieder  in  die  Form 

y^  sin^  CO  =  2p  X  +  2y  {p  cos  ß  —  y  sin  ß)  +2ap  —  b^ 
übergeführt  werden  kann.     Beachtet  man  noch ,  dass  nach  Nr.  6) 
und?) 

p  cos  ß  —  y  sin  ^  =  0 ,  2ap  —  ft'  =  0, 

so  bleibt: 

y^  sin^  fa  =  2px, 
oder,  wenn  man  beiderseitig  durch  sin^  w  dividirt: 

8)  y'  =  2  -T^--  X. 

Diese  Gleichung  stimmt  der  Form  nach  mit  der  Scheitelglei- 
chung vollständig  überein ,  nur  dass  die  Constante  p  in  die  neue 

beständige  Grösse  ^-^ —  übergegangen  ist.   Alle  auf  die  Form  der 
sin^  CO 

Scheitelgleichung  gestützten  Untersuchungen  der  beiden  vorher- 
gehenden Paragraphen  können  daher,  soweit  sie  von  der  recht- 
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winkligen  Lage    des  Coordinatensjstemes  unabhängig  sind,   auf 
das  neue  System  übertragen  werden. 

Wiederholt  man  z.  B.,  um  nur  einen  hierher  gehörigen  Fall 
auszuheben,  der  eine  constructive  Anwendung  zulässt,  die  auf 
Tangenten  bezüglichen  Untersuchungen  in  derselben  Weise,  wie 
in  §.  16 ,  so  kehrt  auch  die  von  der  Grösse  der  Constanten  p  und 
der  rechtwinkligen  Lage  des  Coordinatensystemes  unabhängige 
Relation  12)  wieder,  nach  welcher  der  Berührungspunkt  einer 
Tangente  und  ihr  Durchschnittspunkt  mit  der  -^T- Achse  gleiche, 
aber  mit  entgegengesetzten  Vorzeichen  versehene  Abscissen  be- 
sitzen. Hierauf  kann  eine  Lösung  der  Aufgabe  gegründet  werden, 
von  einem  ausserhalb  der  Parabel  befindlichen  Punkte  Tangenten 
an  die  Parabel  zu  legen.  Zieht  man  nämlich  durch  diesen  Punkt 
einen  Durchmesser,  so  läuft  die  Berührungssehne  mit  der  Tan- 
gente des  Durch  Schnittspunktes  dieses  Durchmessers  und  der  Pa- 
rabel parallel,  und  zwar  ebensoweit  von  dieser  Tangente  entfernt, 
als  dieselbe  vom  gegebenen  Punkte  absteht. 

§.18. 

Die  Parabel  und  der  Kreis. 

Nach  Nr.  4)  in  §.  9  kann  bei  Anwendung  rechtwinkliger  Coor- 
dinaten  die  Gleichung  eines  jeden  Kreises  in  der  Form 

1)  ic*  +  y«  — 2aa:  — 26y  +  P=0 
geschrieben  werden,  wobei  a  und  b  die  Mittelpunk tscoordinaten 
bedeuten  ,  P  aber  die  Potenz  des  Coordinatenanfanges  für  den 
Kreis  ausdrückt.  Kehren  wir  nun  zu  dem  früheren  Coordinaten- 
systeme  zurück,  dessen  Anfang  im  Scheitel  der  Parabel  lag  und 
dessen  X-Achse  mit  der  Parabelachse  zusammenfiel,  so  wollen 
wir  der  hierauf  bezogenen  Gleichung  der  Parabel  durch  Reduction 
auf  X  die  Form 

2)  •  x  =  f 

geben.  Für  etwa  vorhandene  gemeinschaftliche  Punkte  der  Pa- 
rabel und  des  Kreises  entsteht  dann  durch  Substitution  des  Wer- 
thes  2)  in  l) ,  wenn  man  noch  ausserdem  die  ganze  Gleichung 
mit  4/?*  multiplicirt, 

3)  y'+4p{p  —  a)fSbp'y  +  ^p'P=0.^ 

Diese    Gleichung    giebt    die*  Ordinaten    der    gemeinschaftlichen 
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Punkte,   zu  denen  die  zugehörigen  Abscissen   aus  2)  bereebnet 
werden  können. 

Die  Form  von  Nr.  3)  als  einer  Gleichung  vierten  Grades,  die 
höchstens  vier  reelle  Wurzeln  besitzen  kann ,  gewährt  den  Fun- 
damentalsatz :  Ein  Kreis  kann  mit  einer  Parabel  höch- 
stens vier  Punkte  gemein  haben.  Alle  Combinationen  von 
reellen  und  imaginären ,  gleichen  und  ungleichen  Wurzeln ,  die  in 
einer  Gleichung  vierten  Grades  zulässig  sind,  gewähren  in  glei- 
cher Weise ,  wie  dies  bei  den  Untersuchungen  über  Parabel  und 
Gerade  mit  den  Wurzeln  einer  Gleichung  zweiten  Grades  gesche- 
hen ist,  bei  Anwendung  auf  Nr.  3)  die  möglichen  Fälle  der  ge- 
genseitigen Lage,  welche  zwischen  Parabel  und  Kreis  stattfinden 
können.  Wir  beschränken  uns,  da  eine  derartige  allgemeine  Un- 
tersuchung für  eine  Gleichung  vierten  Grades  nicht  ganz  frei  von 
Schwierigkeiten  ist ,  auf  den  Fall  der  gleichen  Wurzeln ,  der  sich 
zugleich  für  Auffindung  der  Beziehungen  zwischen  Parabel  und 
Kreis  als  der  wichtigste  herausstellt. 

Da  die  Gleichung  3)  kein  mit  der  dritten  Potenz,  von  y  behaf- 
tetes Glied  enthält,  so  kann  sie  vier  gleiche  Wurzeln  in  dem 
einzigen  Falle  besitzen,  wenn  alle  ihre  Glieder  mit  Ausschluss 
von  xf"  zu  Null  werden.*)     Dies  geschieht ,  wenn 

ar=ip^         6  =  0,         i>=0 
gesetzt  wird ,  oder  mit  Rücksicht  auf  die  Bedeutung  der  Potenz  i^ 
(vergl.  §.  9  Nr.  5) ,  wenn  zu  den  beiden  ersten  dieser  Relationen 
die  Beziehung  r=jt? 

hinzutritt ,  wobei  r  wie  früher  den  Radius  des  Kreises  bezeichnet. 
Da  nach  Einsetzung  dieser  Werthe  Nr.  3)  in 

y*  =  o 

übergeht  und  diese  Gleichung  mit  Hinzuziehung  von  Nr.  2)  einzig 
durch  den  Parabelscheitel  befriedigt  wird ,  so  hat  der  durch  diese 
Constanten  bestimmte  Kreis  den  Scheitel  mit  der  Parabel  gemein. 
Hierbei  muss  dieser  gemeinsame  Punkt  so  angesehen  werden ,  als 


*)  Ist  nämlich  jede  der  vier  gleichen  Wurzeln  =r,  so  hat  die  Glei- 
chung die  Form: 

(y-r)4  =  0, 
oder  nach  Entwickelung  des  linker  Hand  befindlichen  Ausdruckes : 

y4_4y.y3^6r2y2  — 4/'3y-|-r4==0. 
Hierin  kann  ein  Glied  nur  fehlen,  wenn  r  =  0  ist ;  dann  kommen  aber  auch 
alle  Glieder  mit  Ausschluss  des  ersten  in  Wegfall. 
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wenn  er  ans  vier  zusammenfallendon  Punkten  bestände, 
welche  gleichzeitig  auf  der  Parabel  und  dem  Kreise  gelegen  sind. 
Diese  innigste  Berührung,  welche  zwischen  einer  Parabel  und 
einem  Kreise  vorkommen  kann ,  findet  also  nur  m  einem  Punkte, 
nämlicb  im  Scheitel ,  statt. 

In  jedem  andern  Falle  kann  die  Gleichung  3)  höchstens  drei 
gleiche  Wurzeln  enthalten,  d.  h.  die  Parabel  steht  dann  mit  dem- 
jenigen Kreise  in  der  innigsten  Berührung,  welcher  drei  zu- 
sammenfallende Punkte  mit  ihr  gemein  hat.  Ein  solcher 
Kreis  wird  Krüramungskreis,  sein  Mittelpunkt  Krümmungs- 
mittelpunkt, sein  Eadius  Krümmungshalbmesser  ge- 
nannt. Die  allgemeine  Bedingungsgleichung  für  den  Fall,  wo 
ein  Kreis  in  den  Krümmungskreis  einer  Parabel  übergeht ,  wird 
gefunden ,  wenn  man  das  Kriterium  aufsucht ,  von  welchem  das 
Vorhandensein  dreier  gleichen  Wurzeln  in  Nr.  3)  abhängig  ist. 
Einfacher  jedoch,  als  auf  diesem  für  elementare  Untersuchungen 
bei  Gleichungen  höherer  Grade  nicht  ganz  bequemen  Wege,  kann 
man  zur  Bestimmung  von  Krümmungskreisen  einer  Parabel  ge- 
langen ,  wenn  man  zunächst  den  Mittelpunkt  eines  Kreises  sucht, 
welcher  durch  drei  von  einander  getrennte  Parabelpunkte  hin- 
durchgeht, und  dann  hieraus  diejenige  Form  des  Resultates  er- 
mittelt, welche  sich  ergiebt,  sobald  diese  drei  Punkte  in  einen 
zusammenfallen.  Dieselbe  Methode  kann  selbstverständlich  in 
ganz  gleicher  Weise  auch  zur  Aufsuchung  der  Krümmungskreise 
für  andere  Curven  benutzt  werden. 

Der  Mittelpunkt  eines  durch  drei  Punkte  zu  legenden  Kreises 
befindet  sich  bekanntlich  im  Durchschnitte  der  auf  den  Mitten  der 
Verbindungsgeraden  dieser  drei  Punkte  errichteten  Senkrechten. 
Soll  daher  ein  Kreis  durch  drei  Parabelpunkte  hindurchgehen ,  so 
hat  man  zur  Auffindung  seines  Mittelpunktes  sich  zwei  Sehnen  ge- 
zogen zu  denken,  von  denen  jede  zwischen  zweien  der  gegebenen 
Punkte  gelegen  ist,  und  den  gemeinschaftlichen  Punkt  der  auf 
den  Mitten  dieser  Sehnen  stehenden  Perpendikel  zu  suchen.  Wir 
Vollen  die  beiden  Sehnenmittelpunkte  mit  x^i/i  und  x^t/i  bezeich- 
nen. Nach  Nr.  5)  des  vorigen  Paragraphen  gehört  der  ersten  von 
den  beiden  Sehnen  die  Bichtungsconstante 

Vi 
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zu;  die  im  Punkte  x^y^  darauf  senkrechte  Gerade  hat  demnach 
die  Gleichung: 

4)  y  — y,  =  — ^(a;  — a:,). 
Eben  so  findet  sich  für  die  zweite  Senkrechte : 

5)  y  — y,  =  — |*(^-^0i 

und ,  wenn  man  aus  4)  und  5)  y  eliminirt ,  für  die  Abscisse  des  ge- 
suchten Kreismittelpunktes : 

yi—y% 

oder  auch : 

6)  .=.p  +  ..+l^i^Z_^. 

yi      Vt 

Nach  Nr.  9)  in  §.  5  stellt die  Richtungsconstante  der  durch 

die  Punkte  x^y^  und  x^yi  gehenden  Geraden  dar;  bezeichnet  man 
daher  mit  u  den  Winkel,  welchen  diese  Gerade  mit  der  JT- Achse 
einschliesst ,  so  ist 

_i :  =  cot  a, 

y^  —  y% 

und  aus  Nr.  6)  entsteht: 

7)  iC  =^  p  +  iTi  +  ^8  cot  Of. 

Wird  endlich  dieser  Werth  von  x  in  der  Gleichung  4)  eingesetzt, 
so  erhält  man  für  die  Ordinate  des  gesuchten  Mittelpunktes : 

8)  y  =  —  j/j  yj  cot  a. 

Die  in  7)  und  8)  gefundenen  Werthe  von  x  und  y  behalten 
noch  eine  bestimmte  Grösse,  wenn  man  die  drei  Parabelpuukte 
und  damit  auch  die  Punkte  a-jy,  und  x^yz  in  einen  zusammen- 
fallen lässt;  sie  gehen  dann  in  die  Coordinaten  des  zugehörigen 
Krümmungsmittelpunktes  über.  Die  Verbindungsgerade  der 
Punkte  Xi  y,  und  x^  yz  wird  hierbei  zur  Parabeltangente ;  nach  Nr. 
9)  in  §.  16  ist  demnach  in  diesem  Falle 

p 
tan  a  =  — 

zn  setzen.     Man  erhält  so  für  die  Coordinaten  des  Krüm- 

mungsmittelpunktes 

u  * 

a;z=zp  +  x.+  — 

P 
oder  mit  Benutzung  der  Parabelgleichung 
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9)  x  =  p  +  SXi 

und 

10)  y  =  -f 

Beachtet  man  ,  dass  beim  Zusammenfallen  zweier  Curven- 
punkte  die  Verbindungsgerade  dieser  beiden  Punkte  in  die  Tan- 
gente, und  die  auf  der  Mitte  der  zugehörigen  Sehne  errichtete 
Senkrechte  in  die  Normale  desjenigen  Curvenpunktes  übergeht, 
in  welchem  die  beiden  anfanglich  getrennten  Punkte  zusammenge- 
treten sind ,  so  wird  man  leicht  bemerken ,  dass  die  im  Vorigen 
angewendete  Methode  darauf  hinauskommt,  den  Durchschnitts- 
punkt zweier  unmittelbar  benachbarten  Normalen  zu  suchen.  In 
der  That  zeigt  auch  die  Vergleichung  mit  Nr.  14)  in  §.  16,  dass 
die  von  uns  angewendeten  Gleichungen  4)  und  5)  die  Gleichungen 
zweier  Normalen  in  den  Parabelpunkten  a:,  y,  und  o^jy,  darstellen. 
Wenn  hiernach  der  Krümmungsmittelpunkt  allemal  in  der  Normale 
des  zugehörigen  Curvenpunktes  gelegen  sein  muss,  so  genügt  es 
zu  seiner  constructiven  Darstellung ,  eine  seiner  beiden  Coordina- 
ten  zu  kennen,  oder  noch  besser,  sogleich  die  Länge  des  Krüm- 
mungshalbmessers ausfindig  zu  machen. 

Wird  wie  im  Vorigen  mit  xy  der  einem  Curvenpunkte  a:,y, 
zugehörige  Krummungsmittelpunkt  bezeichnet,  so  gilt  für  den 
Krümmungshalbmesser  ^,  welcher  die  Entfernung  dieser  beiden 
Punkte  misst ,  die  Gleichung : 

11)  9'  =  (^~^i)V(y— y,)^ 

Mit  Einsetzung  der  in  9)  und  10)  aufgestellten  Werthe  von  x  und  y, 
welche  für  die  Parabel  Geltung  finden ,  entsteht  hieraus : 


und  hieraus  wieder  mit  Benutzung  der  Parabelgleiehung  nach  ein- 
facher Reductiou: 

also  für  den  Krümmungshalbmesser  selbst: 

.2)  ■  ,  =  Ö^'. 

Fasst  man  im  Zähler  dieses  Werthes  p  als  Subnormale  auf,  so 
wird  man  leicht  erkennen,  dass  j/j»*  +  y^  die  zwischen  dem  Para- 
belpunkte und  der  X  -  Achse  enthaltene  Strecke  der  Normale ,  die 
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sogenannte  Länge  der  Normale  darstellt.     Wird  dieselbe  mit 
iV  bezeichnet ,  so  kann  Nr.  12)  in  der  Form 


,=.(^)' 


geschrieben  werden.      Dieser  Ausdruck  gewährt  eine  sehr  ein- 
fache Construction  des  Krümmungshalbmessers.     Ist  nämlich  PM 
in  Figur  37    die  Ordinate   des  Parabel- 
J^ig-  37.  puuktes  P  und  MN-=p   seine  Subnor- 

p^  male,  so  dass  PN=Ny  so  wird 

/   I  \   \  —z=S£C  MISP, 

i    '  \     ^v  ^ 

A  jL-A ^N: —         ^^^^    ^Mch.    wegen    der    Gleichheit   der 

l  \  X.        Winkel,  welche  die  Normale  mit  Leit- 

\  \  /     „--"  '        strahl  und  Achse  einschliesst, 

^  —  =  sec  NPF. 

P 

Setzen   wir   also   L  NPF=Yy  ^^  ^^^  ^^*  Rücksicht  auf  die  Be- 
deutung von  N 

Q  z=z  PN .  sec^  y. 
Wird  daher  im  Punkte  N  auf  der  Normale  eine  Senkrechte  NQ  er- 
richtet, bis  sie  den  verlängerten  Leitstrahl  in  Q  schneidet,  so  ist 

PQz=PN.sec  y, 
und ,  wenn  man  nachher  wieder  in  Q  eine  Senkrechte  auf  PQ  zieht, 
bis  sie  im  Punkte  0  die  Normale  trifft,  so  folgt: 
PO^PQ  ,smy  =  PN ,  sec^  y, 
PO  ist  also  Krümmungshalbmesser  und  0  Krümmungsmittelpunkt 
für  den  Parabelpunkt  P. 

§.19. 

Die  Quadratur  der  Parabel. 

Wenn  man  in  dem  rechtwinkligen  Coordiuatensysteme ,  wel- 
ches wir  bis  jetzt  zur  Untersuchung  der  Parabel  benutzt  haben, 
die  X-  und  F- Achse  unter  einander  vertauscht,  also  die  Parabel- 
achse zur  Achse  der  y  und  die  Scheiteltangente  zur  Achse  der  x 
werden  lässt,  so  kann  die  Gleichung  der  Parabel  in  der  Form 

geschrieben  werden,  indem  bei  dieser  Vertauschung  der  Achsen 
die  X  und  y  lediglich  ihre  Stellen  wechseln.      Wir  machen  von 
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Fig.J 

N 

(8. 

P 

'4 

/ 

/ 
/ 

dieser  Gleichang  Gebrauch-  zur  Bestimmung  des  Inhaltes  der  pa- 
rabolischen Fläche  APM  (Fig.  38),  welche  von 
dem  Parabelbogen  AP  und  den  Coordinaten 
des  Punktes  P,  nämlich  AM=x  und  PM=y 
begrenzt  ist.  Mit  Rücksicht  auf  das  zu  Grunde 
gelegte  Coordinatensjstem  stellt  hierbei  A  den 
Parabelscheitel  dar  und  die  Abseisse  AM  ist 
auf  der  Scheiteltangente  gemessen. 

Theilen  wir  AM=  x  in  n  gleiche  Theile 
.und  legen  durcli  jeden  Theilpunkt  eine  Ordi- 
nate, so  zerfallt  die  gesuchte  Fläche  in  eine 

gleiche  Anzahl  von  Streifen ,  von  denen  jeder  über  der  Basis  — 

n 

steht.  Die  Ordinaten,  durch  welche  diese  Streifen  begrenzt  wer- 
den, haben  nach  Nr.  1)  in  ihrer  Reihenfolge  vom  Scheitel  aus  die 
Längen : 

(jI  m  QU   Q^-y  (fX 

2p     '  2/>       '  2p      '  '  '  '  2p  '  2p     ' 

oder  auch : 

Jeder  einzelne  von  zwei  solchen  Ordinaten  begrenzte  Streifen 
kann  nun   in   zwei  Grenzen  eingeschlossen  werden,   indem  man 

über  der  Basis  —  ein  Mal  ein  Rechteck  mit  der  Anfangsordinate, 

ein  anderes  Mal  mit  der  Endordinate  construirt.  Ein  Rechteck 
ersterer  Art  ist  seinem  entsprechenden  Streifen  eingeschrieben, 
besitzt  also  einen  kleineren  Inhalt,  während  das  zweite  umschrie- 
bene Rechteck  grösser  ist  als  die  zugehörige  Streifenfläche.  Die 
Summe  aller  umschriebenen  Rechtecke  ist  hiernach  ebenfalls  grös- 
ser, die  aller  eingeschriebenen  dagegen  kleiner  als  die  gesuchte 
parabolische  Fläche ,  welche  wir  F  nennen  wollen.  Hieraus  ent- 
stehen nach  gehöriger  Reduction  folgende  zwei  Ungleichungen : 


F< 


F> 


(- 


2« +  3«+, 


n' 


xy. 


Mit  Benutzung  der  Formel 
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l.+  2«  +  3«  +  ...  +  «'=l«(«+l)(2«  +  l)*) 

o  . 


erhält  man : 


K'+DO+iV) 


i«+2«+3'+- •+(>«— !)•_  I  r.     '  ">  C,_i\ 

n»  ~3V  nJ  V       '2nJ' 

folglich : 

Beide  Grenzwerthe ,  zwischen  denen  die  Fläche  F  eingeschlossen 
ist,  nähern  sich  bei  unendlich  wachsenden  n  der  gemeinschaftli- 
chen Grenze  —  ocy^  die  demnach  mit  jF' identisch  sein  muss.  Man 
o 

hat  also 

2)  F=~xy 

und  hieraus  für  die  Fläche  APN,  welche  F'  heissen  mag, 

3)  r=jxy. 

Eine  grössere  Verallgemeinerung  erlangen  die  gefundenen 
Eesultate,  wenn  man  die  zu  ihrer  Herleitung  benutzte  Methode 
auf  das  im  §.  17  zu  Fig.  36  aufgestellte  Coordinatensystem  über- 
trägt und  dabei  wieder  eine  Vertauschung  der  Ä-  und  F- Achse 
eintreten  lässt. 

Man  erhält  dann  aus  §.  17  Nr.  8)  die  Parabelgleichung 

-.  x^sin^io 


*)    Aus  der  Formel 

(24-1)3—23  +  3^24.32^1 

ergiebt  sich: 

^j_(z-hl)3--28--l_ 

3  ^' 

Setzt  man  hier  in  der  Reihe  nach  z  =  1,  2,  3  .  .  ^  n  und  addirt  alle  so  ent- 
stehenden Gleichungen,  so  folgt: 

12  +  2»4.3«4-.  ..|,.-(^H-l)3-(«4-l)       njn^^i)       , 

3  2       ' 

und  hieraus  entsteht  nach  einfacher  Reduction  die  Formel ,  von  welcher 
oben  Gebrauch  gemacht. wurde. 
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F  // 


eiche  in  ähnlicher  Weise  wie  die  obige  Gleichung  1)  angewen- 
)t  werden  kann,  um  die  parabolische  Fläche  zwischen  einem 
arabelbogen ,  der  Tangente  eines  seiner  Endpunkte  und  der  durch 
m  andern  Endpunkt  gelegten  Parallelen  zur  Parabelachse  zu  be- 
chnen.  Das  Rechteck  AM  PN  in  Fig.  38  wird  dabei  zum  schief- 
inkligen  Parallelogramm ,  dessen  eine  Seite  ^^den  Parabelbo- 
)XiÄP  berührt ,  während  die  andere  mit  der  Achse  parallel  läuft. 
Is  Besultat  ergiebt  sich  wie  vorher ,  dads  auch  hier  der  Parabel- 
)gen  den  dritten  Theil  des  Parallelogrammes  abschneidet. 

Die  Simpson'sche  Regel.  Von  der  obigen  Gleichung  2) 
sst  sich  noch  Gebranch  machen,  um  daraus  eine  allgemeine  Me- 
ode  zur  näherungsweisen  Berechnung  solcher  ebenen  Flächen 
jrzuleiten ,  welche ,  über  einer  gegebenen  Abscisse  stehend,  von 
^ei  rechtwinkligen  Ordinaten  und  einem  beliebigen  Curvenbogen 
grenzt  sind.     Hierzu  führt  folgende  Voruntersuchung. 

In  Fig.  39  stellt  B  den  Scheitel  einer  yig,  39. 

irabel  dar,  deren  Achse  iP/T  mit  der 
-Achse  des  rechtwinkligen  Coordina- 
nsystems  parallel  läuft.  Wir  stellen 
IS  die  Aufgabe  ,  die  Fläche  M^  M^  P^P^, 
e  mit  S  bezeichnet  werden  mag,  mit- 
ist der  Coordinaten  der  drei  Punkte 
,  P^  und  P^  zu  berechnen,  wobei  der 

mkt  P^  so  gewählt  ist,  dass  durch  seine    ^    ____^ 

rdinate  die  Strecke  M^  M^  in  zwei  gleiche  ^  %^i  ^t 
heile  getheilt  wird.  Verschieben  wir  die  Coordinatenachsen  pa- 
llel  zu  sich  selbst  in  die  Lagen  BH  und  ^S,  und  bezeichnen 
e  Coordinaten  eines  auf  das  neue  System  bezogenen  Punktes 
it  ä  und  ly,  so  lautet  nach  Nr.  i)  die  Parabelgleichung: 

ir  den  durch  die  Scheiteltangente  B  S  von  der  zu  berechnenden 
äche  S  abgeschnittenen  Theil  N^N^P^P^  =  T  gilt  dann  nach  2) 
ß  Formel 


B- 


^ 


N. 


er  mit  Benutzung  von  Nr.  5) : 


6p 
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wobei  Jj  r^i  und  gj  tj^  sich  auf  die  Punkte  P,  und  P^  beziehen. 
Hieraus  folgt ,  wennn  man  M^M^=- M^M^-=^  e,  also  |,  — 13  =  26 
setzt : 

oder  nach  einfacher  Umgestaltung : 

6p 
Nun  ist  aber    '  =  |, ,  d.  i.  der  Abscisse  des  Punktes  /*,  gleich. 

Mit  Wiedereinsetzung  der  Ordinaten  aus  Nr.  5)  entsteht  hiernach: 

Kehren  wir  jetzt  zum  ursprünglichen  Coordinatensysteme  zurück 
und  setzen. 

OA  =  a,         AB=^b 

MiPi=yi,         M^P^^y^,         M^P^^y^, 
so  ergiebt  sich  aus  Nr.  6) 

T=\  t[{y—h)  +  ^{y,-h)  +  {y,-h)] 

oder  nach  gehöriger  Eeduction : 

T=^B{t/r+^yt  +  y,)—Ui. 

Hieraus  folgt,  wenn  man  beiderseitig 

Fläche  ^,  i»fs  iVg  iVj  =  2  6  g 
addirt, 

S=\^{yi  +  ^yz  +  y,). 

Dieses  Kesultat  bleibt  von  dem  Vorzeichen  von  b  unabhängig,  gilt 
also  auch  noch  dann,  wenn  der  Parabelbogen  der  ^- Achse  seine 
concave  Seite  zukehrt. 

Die  vorhergehenden  Betrachtungen  lassen  insofern  eine  Um- 
kehrung zu ,  als ,  wenn  drei  Piinkte  in  der  Lage  von  P, ,  P^  und 
P3  gegeben  sind,  es  immer  möglich  ist,  durch  dieselben  eine  Pa- 
rabel zu  legen ,  deren  Achse  den  Ordinaten  parallel  läuft.  Unter 
der  gemachten  Voraussetzung  lautet  nämlich  nach  Nr.  5)  die  Pa- 
rabelgleichung 
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and,  wenn  man  hierin  die  Coordinaten  der  drei  Punkte  P, ,  P,  und 
P,  einsetzt,  so  erhält  man  drei Bedingungsgleichnngen ,  aus  denen 
sich  die  Constanten  «,  b  und  p  herleiten  lassen.  Die  Rechnung 
zeigt,  dass  die  gestellte  Forderung  in  dem  einzigen  Falle  einen 
Widerspruch  in  sich  trägt,  wenn  die  drei  Punkte  in  derselben  ge- 
raden Linie  liegen ;  doch  lässt  sich  leicht  tibersehen ,  dass  auch 
dann  noch  die  Formel  7)  ihre  Geltung  behält.  Jedesmal  also, 
-wenn  man  sich  durch  die  Endpunkte  der  drei  um  die  Strecke  e 
von  einander  entfernten  Ordinaten  y, ,  y,  und  y,  eine  Parabel  ge- 
legt denkt,  ist  die  Fläche  des  zwischen yi  und  y,  enthaltenen  Strei- 
fens gleich  dem  Werthe  7). 

Hiervon  kann  Gebrauch  zur  näherungsweisen  Berechnung  der 


Fig.  40. 


Fläche  MNQP  (Fig.  40)  gemacht 
'Werden.  Zerlegt  man  die  zu  be- 
bestimmende Fläche  ,  die  wir  F 
nennen  wollen,  durch  Ordinaten 
in  eine  gerade  Anzahl  von  Strei- 
fen, so  mag  wieder  i  die  Breite 
eines  jeden  solchen  Streifens  sein, 
'Wahrend  die  auf  einander  folgen- 
den Ordinaten  mit  yo ,  y, ,  y^  . 
Man  kann  jetzt  die  Bögen,  welche  drei  auf  einander  folgende  Or- 
dinatenendpunkte  verbinden ,  näherungsweise  als  Parabelbögen 
ansehen ,  und  erhält  dann ,  wenn  man  für  jedes  Streifenpaar  einen 
Ausdruck  von  der  Form  7)  aufstellt ,  durch  Summirung  aller  Strei- 
fenpaare nach  gehöriger  Verbindung  der  gleichartigen  Grössen 


M  N        ^ 

y,n    bezeichnet  werden  sollen. 


8)  i^=3-^[yo+y2n  +  4(y,-fy3  +  y5+.. 


•+yii»-!) 


+  2(y,  4-^4  +  ^6 +  ...  +  y2«-2)]- 
Di€se  Formel  ist  unter  dem  Namen  der  Simpson'schen 
Regel  bekannt  und  empfiehlt  sich  in  den  meisten  Fällen  durch 
einen  nicht  unbeträchtlichen  Grad  von  Genauigkeit. 


Sechstes  Capitel. 
Die     Ellipse. 


'       §.  20. 

Die  Gleichung  (^V  (f)  =  ^- 

Jjei  Gelegenheit  der  Im  §.  14  angestellten  allgemeinen  Betrach- 
tung der  Kegelschnitte  haben  wir  unter  Nr.  7)  die  Gleichung 

(?)■+(!)=■ 

einer  Ellipse  angeliörig  gefunden ,  deren  grosse  und  kleine  Achse 
2  a  und  2  6  die  Coordinatcnachsen  darstellen.  Die  Form  dieser 
Gleichung  Hess  uns  bereits  die  allgemeinen  Umrisse  der  darin  re- 
präsentirten  Curve  erkennen;  es  bleibt  uns  noch  übrig,  das  Bild 
dadurch  weiter  auszuführen,  dass  wir  der  Gleichung  die  Mittel 
zur  geometrischen  Darstellung  der  Linie  entnehmen. 

Wird  Nr.  1)  durch  Entfernung  der  Nenner  auf  die  Form 

2)  aJ'y^  +  b^a^z^an* 

gebracht,  so  lässt  sich  mit  Einsetzung  von  x:=rcosq>  \md  y  =  rsin(p 
die  Ellipse  auf  ein  Polarcoordinatensystem  beziehen ,  welches  den 
Mittelpunkt  zum  Pol  und  die  grosse  Achse  zur  polaren  Achse  hat. 
Es  entsteht  nach  einfacher  Umgestaltung : 

a*  sin^  q)  +  b^  cos^  q>  ' 
oder ,  wenn  wir  nach  §.  14  Nr.  9  mittelst  der  Gleichung 

die  lineare  Excentricität  c  einführen, 

4)  ^=^ 1 1—' 

^  (r  —  c.  cos' q) 
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beschränken  wir  uns  auf  die  zwischen  den  Grenzen  0  und  90°  ge- 
pgenen  Anomalien,  was  insofern  ausreicht,  als  damit  einer  der 
ier  unter  sich  congruenten  Ellipsenquadranten  vollständig  um- 
asst  wird ,  so  erkennen  wir  hieraus ,  dass  r  mit  wachsendem  tp 
bnimmt,  dass  also  a  und  h  den  grössten  und  kleinsten  ellijitischen 
tadius  darstellen.  Der  vom  Mittelpunkte  aus  mit  dem  Halhmes- 
Br  a  beschriebene  Kreis  ist  daher  der  Ellipse  umschrieben ,  der 
oncentrische  Kreis  mit  dem  Radius  b  dagegen  eingeschrieben. 
eide  Kreise  werden  ausschliesslich  der  umschriebene  und  der 
ingeschriebeneKreis  der  Ellipse  genannt.  Kehren  wir  zum 
3chtwinkligen  Coordinatensysteme  zurück,  so  hat  der  erstere  die- 
»  Kreise  die  Gleichung 

5)  a;2  +  y«  =  a«, 
er  zweite  dagegen 

6)  a:«  +  y«  =  6*. 

US  der  Zasammenstellung  dieser  beiden  Gleichungen  mit  Nr.  1) 
ier  2)  finden  wir  Mittel  zur  constructiven  Darstellung  der  Ellipse, 
s  genügt  hierbei  vollkommen ,  wenn  wur  uns  zunächst  auf  den 
luadranten  beschränken ,  in  welchem  beide  Coordinaten  positive 
T^erthe  besitzen,  weil  mit  Rücksicht  auf  die  Symmetrie  der 
llipse  gegen  beide  Achsen  die  übrigen  drei  Quadranten  getreue 
bbilder  hiervon  enthalten. 

Bezeichnen  wir  die  Ordinaten  der  Ellipse  und  des  umschrie- 
men  Kreises,  welche  einer  und  derselben  Abscisse  angehören, 
it  y  und  y  ,   so  folgt  aus  1)  und  5) 


y  =  -)/ö*— X* ,  y  -=  j/a^-—  oo\ 

id  hieraus  wieder 

7)  y:y'z=b:a, 

h.  die  derselben  Abscisse  entsprechenden  Ordinaten  der  Ellipse 
id  des  umschriebenen  Kreises  stehen  zu  einander  in  dem  unver.- 
iderlichen  Verhältnisse  der  Halbachsen.  Hiernach  können  be- 
jbig  viele  Punkte  einer  Ellipse  gewonnen  werden ,  wenn  man  die 
if  einem  Durchmesser  rechtwinkligen  Ordinaten  eines  Kreises  in 
nem  constanten  Verhältnisse  verkürzt. 

Bei  Vergleichung  der  Ellipse'mit  dem  eingeschriebenen  Kreise 
llen  X  und  x"  die  derselben  Ordinate  zugehörigen  Abscissen 
ir  Ellipse   und   des  Kreises   darstellen.     Dann  ergiebt  sich  aus 

und  6) 
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und  dies  führt  zu  der  Proportion : 

8)  X  \x'  =  aih. 

Die  Ellipse  kann  liiernacli  gebildet  werden ,  indem  man  sämmtliche 
Abscissen  des  eingeschriebenen  Kreises  in  dem  unveränderlichen 
Verhältnisse  der  elliptischen  Halbachsen  verlängert*). 

Die   im  Vorigen  enthaltene  Vergleichung  der  Ellipse  mit  den 
beiden  über  ihren  Achsen  beschriebenen  Kreisen  führt  auf  die  fol- 
gende einfache  Construction  von  beliebig  vielen  ihrer  Punkte,  mit 
Fig.  41.  gleichzeitiger  Anwendung  beider  Kreise. 

Zieht  man  in  Fig.  41  den  Radius  0?\ 
welcher  die  beiden  Kreise  in  den  Punk- 
ten P'  und  P"  schneidet,  und  legt  durch 
P'  die  Gerade  P'  M  parallel  zur  7- 
Achse ,  und  P"  N  durch  P"  parallel  zur 
-rT-Achse ,  so  ist  der  Durchschnittspunkt 
P  dieser  beiden  Geraden  ein  Ellipsen- 
punkt. Sobald  nämlich  mit  Anwendung 
^^  der  obigen  Bezeichnungen 

PN=OM=x,         PM=ON=y, 
P"N=x\  P'M^y 

gesetzt  wird ,  so  ergiebt  sich  aua 

PM',P'M=OP"  :0P' 
die  Proportion  7) ,  und  Nr.  8)  aus : 

OMiP"N=:OP'  .OP". 
Zu  bemerken  ist  hierbei  noch ,  dass  die  angewendete  Construction 
eine    einfache  Bestätigung    findet ,    wenn    man    die   Quotienten 

OM        X       .ON         y       ^         ,  .    ,       T.         . 

^r-^=  —  und— -T^  =  •--    als     trigonometrische    Functionen    der 


*)  Bekanntlich  wird  eine  Gerade  durch  geometrische  Projeetion  auf 
eine  Ebene  im  Verhältniss  des  Cosinus  ihres  Neigungswinkels  gegen  diese 
Ebene  verkürzt.  Hiermit  lassen  sich  die  obigen  Vergleichungen  der  El- 
lipse und  ihres  umschriebenen  und  eingeschriebenen  Kreises  darauf  zurück- 
führen, dass  die  Ellipse  als  Projeetion  des  umschriebenen  Kreises,  und  der 
eingeschriebene  Kreis  als  Projeetion  der  Ellipse  angesehen  werden  kann. 
Diese  Bemerkung  ist  insofern  von  Wichtiglv  eit ,  als  die  Geometrie  darin  ein 
Mittel  findet,  Eigenschaften  der  Ellipse  durch  Projeetion  aus  entsprechen- 
den Kreiseigenschaften  herzuleiten. 
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gleichen  Winkel  P'  OM  und  NP"0  auffasst.  Bezeichnet  man  je- 
den dieser  Winkel  mit  o,  so  ist 

^  y 

.  a  0 

und  hieraus  folgt  sogleich  für  den  Punkt  P  die  Ellipsengleichung  I). 
Die  hierin  enthaltene  Analogie   zwischen  der  trigonometri- 
schen Gleichung 

cos^  a  +  ffiw*  a  =  l 
und  der  Gleichung  der  Ellipse  kann  zu  einer  zweiten  Darstellungs- 
weise dieser  Curve  henutzt  werden.    Lässt  man  eine  Gerade  AB 
von  unveränderlicher  Länge  mit 
ihren  Endpunkten  A  uud  B  auf  °* 

den  Schenkeln  OFund  OX  eines 
rechten  Winkels  gleiten  und 
beobachtet  den  Weg,  den  da- 
bei ein  auf  der  Geraden  gele- 
gener fester  Punkt  P  durch- 
läuft, so  ist,  wenn  man  AP=a, 
BP=h,  OM=PN=x,  PM 
=  ON=y  setzt,  für  jede  Lage 
des  Punktes  P 

^=  cos  APN, 
a 

folglich ,  dRLAPN=LABO, 

Der  Punkt  P  beschreibt  also  eine  Ellipse.  —  Es  ist  leicht  ersicht- 
lich ,  dass  hierbei  der  beschreibende  Punkt  auch  auf  der  Verlän- 
gerung der  unveränderlichen  Geraden  gelegen  sein  kann.  Die 
Gerade  A'  B'  in  Fig.  42,  die  mit  dem  Punkte  A'  auf  der  F-Achs^ 
und  mit  B'  auf  der  Z- Achse  gleitet,  stellt  diesen  Fall  dar.  A' P 
ist  hier  wieder  =  a  und  B'  P=:i  b  angenommen. 

Sowie  in  §.  15  unter  II.  die  Parabel  durch  Zerlegung  ihrer 
Gleichung  in  zwei  Factoren  ersten  Grades  mittelst  des  Durch- 
schnittes von  zwei  veränderlichen  Geraden  dargestellt  wurde ,  so 
lässt  sich  auch  ein  ähnliches  Verfahren  für  die  Ellipse  und  über- 
haupt für  jede  Linie  zweiten  Grades  anwenden.  Haben  zwei  Ge- 
rade die  Gleichungen 


^^=  sin  ABO, 

0 


(f)"= 


Anal.  Geom.    I. 


8 
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10) 


!-='  + 

^2 


SO  gilt  für  ihren  Darchscbnitsspunkt  auch  die  dnrch  Multiplication 
daraus  entstehende  Gleichung 

und  diese  gehört  einer  Ellipse  an ,  wenn  b^  h^  =  6*  oder  wenn  die 
stetige  Proportion 


11) 


&i  :  6  =  6  :  6, 


erfüllt  wird.    Hierauf  gründet  sich  die  folgende  Construction. 


Fig.  43. 


In  dem  Rechtecke  ACBd 
(Fig.  43),  dessen  Seiten  AC  und 
BC  die  Haihachsen  der  zu  con- 
struirenden  Ellipse  darstellen,  theile 
man  BD  und  ^C  in  den  Punkten 
M  und  JV,  so,  dass  die  Proportion 

DM.BD^df^.BC 
stattfindet.  Legt  man  hierauf  durch 
den  Scheitel  A  der  grossen  Achse 
die  Gerade  AN^  und  durch  den  zweiten  Scheitel  A^  die  Gerade 
A^  iV, ,  so  ist  der  Durchschnittspunkt  P  beider  Geraden  ein  Ellipsen- 
punkt. Wird  nämlich  CiV,  =  61,  CN^  =  b2  gesetzt  und  bezeich- 
nen wir  wie  gewöhnlich  die  Halbachsen  mit  a  und  6,  so  stellt  Nr.  9) 
die  Gleichung  der  Geraden  Ai  iV,  und  Nr.  10)  die  von  A  iV,  dar. 
Was  die  dabei  zu  erfüllende  Bedingung  11)  betrifft,  so  gilt  der 
Construction  zufolge  die  Proportion : 

JDMiAC^ABiCN^. 
Hieraus  entsteht  aber,  wenn  man  AC  mit  dergleichen  Strecke  BD 
Vertauscht,  und  die  gegebene  Relation 

l)M:BBz=zCNi:BC 
anwendet,  die  verlangte  Bedingung. 

Brennpunkte  der  Ellipse.  Soll  die  Ellipse  mittelst  ihrer 
Brennpunkte  construirt  werden,  so  entsteht  wieder,  wie  bei  der 
Parabel,  die  Frage  nach  der  Anzahl  und  Lage  solcher  Punkte. 
Wir  haben  in  §.  15  unter  Nr.  6)  und  7)  gefunden ,  dass ,  wenn  x 
und  y  die  Coordinaten  eines  auf  einer  Linie  zweiten  Grades  ge- 
legenen Punktes ,  $  und  tj  dagegen  die  eines  zugehörigen  Brenn- 
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>ankte9  darstellen,  zwischen  diesen  Grössen  eine  Oleichung  von' 
ler  Form 

12)  (^—1)'  +  {y-rir={^x  +  ßy  +  yy 
tattfinden  muss ,  welche  nach  Ausführung  der  Rechnung  in 

ar«(l— a«)  +  y*(l  — /3*)  — 2«/3ary 

13)  \  —  2^(S+«y)  — 2i/(i;+/3y) 

(  +?  +  if  — y*  =  o 

ibergeht.  Damit  es  möglich  ist,  diese  Gleichung  auf  die  Formen  1) 
•der  2)  der  Ellipsengleichung  zurückzuführen ,  müssen  die  Be- 
lingungen 

«13  =  0,  g  +  ay  =  0,  n  +  ßy  =  (^ 
irftillt  werden,  von  denen  die  erste  und  zweite,  oder  die  erste  und 
Iritte  nur  dann  nehen  einander  bestehen  können ,  wenn  entweder 
ingleich  «  =  0  und  S  =  0,  oder  ß  =  0  und  iy  =  0  ist.  Man  sieht 
lierans,  dass  elliptische  Brennpunkte  nur  in  einer  der  beiden 
Ikchsen  gelegen  sein  können.  Nehmen  wir  zunächst  /3==0  und 
1  =  0,  suchen  also  solche  Brennpunkte,  die  in  der  -^- Achse  ge- 
egen  sind,  so  ist  nach  der  zweiten  der  zu  erfüllenden  Bedingun- 

ren  noch  a  =  — '—  zu  setzen.     Mit  Suhstitution   dieser  Werthe 

Y 
:ann  Nr.  13)  auf  die  Form 


^(^^)  +  y'=y*-r 


febracht  werden,  woraus  sich  die  Gleichung 

—  4 —  =  1 

irgiebt.    Dieselbe  gehört  einer  Ellipse  an ,  für  deren  Halbachsen 
iie  Beziehungen 

stattfinden.     Durch  Verbindung  der   beiden   letzten   Relationen 
entsteht 

14)  |«  =  ö«_6«, 

oder  mit  Einführung  der  linearen  Excentricität  c : 

15)  l  =  ±c, 

wodurch   wir   auf  die  zwei  bereits  bekannten  Brennpunkte  der 
Ellipse  zurückkommen. 

Für  Brennpunkte  in  der  Y-  Achse  müsste  et  =  0  und  J  =  0 

gesetzt  und  dazu  die  Bedingung  ß  = gefügt  werden.   Wird 

8* 
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mit  Benutzung  dieser  Grössen  die  vorhergehende  Rechnung  wie- 
derholt, so  gelangt  man  durch  hlose  Buchstabenvertauschung  zu 
dem  Resultate 

16)  iy*  =  &«  —  «•, 

was ,  da  a  >  &  vorausgesetzt  ist ,  zu  imaginären  Werthen  hmfUhrt. 
Die  Ellipse  enthält  also  nur  die  beiden  in  der  grossen  Achse,  zu 
beiden  Seiten  des  Mittelpunktes  im  Abstände  c  gelegenen  Brenn- 
punkte. 

Bezeichnen  wir  mit  z^  den  Abstand  eines  Ellipsenpunktes  xy 
von  dem  auf  der  Seite  der  positiven  x  gelegenen  Brennpunkte,  so 
ist  in  der  aus  Nr.  12)  folgenden  Gleichung 

nach  den  oben  gefundenen  Relationen 

fc  c 

y  =  a,         ß  =  0,         a  —  —  -^= =  —  s 

'  y  a 

zu  setzen,   wobei  £  wie  früher  (vgl.  §.  14  Nr.  8)  die  numerische 

Excentricität  darstellt.    Hieraus  folgt: 

und,  da  für  jedes  x  (also  z.  B.  auch  für  ar  =  0)  ni|r  positive  Werthe 
von  Zy  zulässig  sind, 

17)  Zj  =  a  —  ex. 

In  gleicher  Weise  findet  sich ,  wenn  man  J  =  —  c  nimmt ,  für  den 
auf  den  andern  Brennpunkt  bezogenen  Leitstrahl 

18)  Z2  =  a  +  £x, 

und  endlich  aus  der  Verbindung  von  17)  und  18) 

19)  z, +  Z2=2a. 

So  gelangen  wir  durch  die  analytische  Untersuchung  der 
Ellipsengleichung  zu  der  bereits  im  §.  14  aus  Fig.  29  hergeleite- 
ten Unveränderlichkeit  der  Summe  der  Leitstrahlen  zurück.  ^Es 
gewährt  durchaus  keine  Schwierigkeit,  dieser  Eigenschaft  die 
Mittel  zur  Construction  einer  Ellipse  zu  entnehmen,  für  welche 
die  grosse  Achse  und  die  Brennpunkte  gegeben  sind. 

§.  21. 
Die  Ellipse  und  die  Gerade. 

Für  die  Coordinaten  derjenigen  Punkte ,  welche  gleichzeitig 
in  einer  Ellipse  mit  der  Gleichung 

1)  ö^y« -f  ft*ar*  =  ö*6« 

und  einer  Geraden 
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2)  y  —  Mx  +  n*) 

gelegen  siud  ,  müssen  die  Gleichangen  beider  Linien  Geltung  fin- 
den. Durch  Elimination  von  y  erhält  man  hieraus  für  die  Ab- 
scissen  dieser  Punkte : 

0«  (Mx  +  ny  +  b^x*  =  a«6*, 
oder  nach  Auflösung  der  E^ammer  und  besserer  Ordnung  der 
Glieder 

3)  x^  {a^M^  +  ^)  +  ^a^Mnx  +  a}  {n^—b")  =  0. 

Das  y,  welches  einem  jeden  hieraus  folgenden  x  zugehört,  ist  aus 
Nr.  2)  zu  berechnen. 

Da  a*iW*  +  ft*  in  einer  Ellipse  nicht  gleich  Null  sein  kann,  so 
ist  die  Gleichung  3)  stets  quadratisch ,  gewährt  also  rücksichtlich 
der  Beschaffenheit  ihrer  Wurzeln  die  bei  quadratischen  Gleichun- 
gen möglichen  drei  Fälle.    Jenachdem  also 

haben  die  Gerade  und  die  Ellipse  zwei  verschiedene,  zwei  zu- 
sammenfallende oder  keinen  Punkt  gemein.  Das  angegebene  Kri- 
terium lässt  sich  durch  einfache  Umgestaltung  auf  die  Form 

bringen,  wonach,  da  a*6*  immer  positiv  sein  muss,  die  Unterschei- 
dung der  drei  Fälle  einzig  davon  abhängt,  ob  die  Differenz 

a*M*  +  b*  —  n* 
positiv ,  gleich  Null  oder  negativ  ist.    Im  ersteren  Falle  stellt  die 
Gerade  eine  Secante,  im  zweiten  eine  Tangente  der  Ellipse  dar; 
im  dritten  sind  keine  gemeinschaftliclien  Punkte  vorhanden. 

Um  dem  gefundenen  Unterscheidungsmerkmale  eine  geome- 
trische Deutung  abzugewinnen ,  wollen  wir  uns  zunächst  auf  den 
einfachen  Fall  beschränken,  wo  die  angegebene  Differenz  gleich 
Null  ist,  die  Gerade  also  den  Charakter  einer  Tangeute  an  sich 
trägt.    Das  hierfür  geltende  analytische  Kennzeichen 

4)  a^M^  +  b^  =  n^ 
kommt ,  wenn  man  mittelst  der  Gleichung 

6«  =  a«  —  c« 
die  lineare  Excentricität  einführt,  auf  die  Form : 


*)  Um  jede  Verwechselung  mit  den  Constanten  der  Ellipse  zu  ver- 
meiden ,  ist  die  Richtungsconstante  der  Geraden  mit  M  und  die  Ordinate 
ihres  in  der  /^-  Achse  gelegenen  Punktes  mit  n  bezeichnet  worden. 
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oder 


a«  (l  +  M*)  =  c«  +  n\ 
Bezeichnen  wir  nun  mit  o  den  von  der  Geraden  und  der  A'- Achse 
eingeschlossenen  Winkel ,  so  ist  bekanntlich 

l  +  M^  =  sec^  a^ 
und  es  entsteht  hiermit  aus  der  vorhergehenden  Gleichung: 
a*  sec^  a^=(^  -{-  n^ 

5)  a*  =  (c  cos  af  +  (n  cos  a)*. 

Um  diese  Relation  zu  deu- 
ten, ist  in  Fig.  44  CF=  c  gesetzt, 
indem  C  den  Mittelpunkt  und  F 
einen  Brennpunkt  der  Ellipse 
darstellt.  TV  ist  die  zu  unter- 
suchende Tangente,  also  CN=n, 
Zieht  man  C  ü  und  F  V  senkrecht 
auf  T  F,  so  wird 
CU  =  n  cos  a ; 
folglich  erhält  man  aus  5) 

a^=UV^  +  Cü*=CV\         a=zCV. 
Der  Fusspunkt  F  des  vom  Brennpunkte  F  auf  die  Tangente  ge- 
fällten Perpendikels  liegt  hiernach  im  Abstände  a  vom  Mittelpunkte 
der  Ellipse,  d.  i.  auf  der  Peripherie  des  umschriebenen  Kreises. 

Untersucht  man  in  gleicher  Weise  die  beiden  noch  übrigen 
Fälle,  was  durch  blose  Vertauschung  der  Gleichheits-  und  Un- 
gleichheitszeichen  in  den  letzten  Formeln  geschehen  kann ,  so  ge- 
langt man  leicht  zu  dem  Satze:  Eine  Gerade  schneidet  eine 
Ellipse  in  zwei  Punkten,  berührt  sie  in  einem  Punkte 
oder  hat  keinen  Punkt  mit  ihr  gemein,  jenachdem  der 
Fusspunkt  des  von  einem  Brennpunkte  auf  die  Gerade 
herabgelassenen  Perpendikels  innerhalb,  auf  oder 
ausserhalb  der  TPeripherie  des  der  Ellipse  umschrie- 
benen Kreises  liegt.  —  Durch  Umkehrung  dieses  Satzes 
kommt  man  unter  Anderem  zu  dem  Resultate,  dass,  wenn  man  auf 
einer  Ellipsentangente  in  den  beiden  Punkten ,  worin  sie  den  um- 
schriebenen Kreis  schneidet.  Senkrechte  errichtet,  jede  dieser 
Senkrechten  durch  einen  der  beiden  Brennpunkte  hindurchgehen 
muss. 

Tangenten  derEllipse.  Die  auf  Tangenten  bezüglichen 
Fundamentalaufgaben,  eine  Berührende  in  gegebener  Richtung 
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oder  durch  einen  gegebenen  Punkt  an  eine  Ellipse  zu  legen, 
können  leicht  geometrisch  mit  Hilfe  des  umschriebenen  Kreises 
nach  dem  obigen  Lehrsätze  gelöst  werden.  Die  analytische  Be- 
handlung dieser  Aufgaben  stützt  sich  auf  die  Bedingsgieichung  4), 
welche  das  Kriterium  für  den  Fall  enthält,  in  welchem  eine  Ge- 
rade zur  Tangente  der  Ellipse  wird. 

Soll  erstens  eine  Gerade  mit  der  Richtungsconstante  M  die 
Ellipse  berühren ,  so  gelten  für  diesen  Fall  die  Gleichungen 

ans  denen  die  unbekannte  Constante  n  eliminirt  werden  kann.  Es 
folgt  dann  als  Gleichung  der  Tangente  bei  gegebener 
Richtung:  

6)  y  =  Mx  ±j/a*M^  +  b*. 

Da  hierin  die  Wurzelgrösse  nicht  zu  Null  werden  kann ,  so  sind 
nach  jeder  Richtung  hin  zwei  parallele  Tangenten  möglich,  welche 
mit  Rücksicht  auf  die  Form  von  Gleichung  6)  die  Y-  Achse  zu  bei- 
den Seiten  des  Mittelpunktes  in  gleichem  Abstände  durchschneiden. 
Was  die  Qoordinaten  der  zugehörigen  Berührungspunkte  betriflft, 
so  finden  sich  dieselben  aus  Nr.  3) ,  wenn  man  für  n  die  Werthe 
+  j/a^M*  +  b*  substituirt.    Führen  wir  die  Abkürzung 

ein ,  so  treten  in  Beziehung  auf  die  beiden  Berührungspunkte  zu 
Nr.  3)  die  Relationen: 

n=z  +  r,       a^M*+b*  =  r',       n*  —  b^  =  a*MK 
Hiermit  geht  3)  über  in 

r'sc^  +  2a«  Mrx  +  «^-/If«  =  0, 
woraus  man 

^  —  «*^ 

7)  ^=  +  — 

erhält.    Wird  dieser  Werth  in 

y  =  Mx  +  r 
eingesetzt,  so  ergiebt  sich  mit  Benutzung  der  Formel 

nach  einfacher  Umgestaltung 

b* 

8)  y=±r 

Aus  7)  und  8)  wird  leicht  hergeleitet,  dass  die  beiden  Berührungs- 
punkte in  einer  durch  den  Mittelpunkt  der  Ellipse  gehenden  Ge- 
raden gelegen  sind. 
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Wird  zweitens  die  Forderung  gestellt,  durch  einen  gegebenen 
Punkt  OTi  y^  Tangenten  an  die  Ellipse  zu  legen,  so  hat  man  für  die 
Constanten  dieser  Berührenden  die  Beziehungen 

Hieraus  entsteht  durch  Elimination  von  n  die  Gleichung : 

oder  nach  besserer  Ordnung  der  Glieder : 

9)  M^  (a«- V)  +  ^Mx,y,  +  {b^—y^)  =  0. 

Die  Constante  w,  welche  einem  jeden  diese^Gleichung  genügen- 
den M  zugehört ,  ergiebt  sich  aus : 

10)  «=yi  —  Mx^, 

Die  Form  von  Nr.  9)  zeigt,  dass  durch  den  gegebenen  Punkt 
entweder  zwei  Tangenten  gelegt  werden  können ,  oder  nur  eine 
oder  endlich  keine  möglich  ist,  jenachdem 

x,^y,^Z{a'-x,'){h'-y,^) 

oder  auch 

Bringt  man  die  hierin^nthaltenen  Relationen  auf  die  Form 

(?)'+(f)'l'. 

so  erkennt,  man  leicht,  dass  die  zu  unterscheidmiden  drei  Falle 
davon  abhängen,  ob  der  gegebene  Punkt  ausserhalb,  auf  der  Pe- 
ripherie oder  innerhalb  der  Ellipse  gelegen  ist. 

Fassen  wir  zunächst  den  Fall  ins  Auge,  wo  sich  der  Punkt 
ir,  yi  auf  der  Peripherie  befindet ,  also  den  Berührungspunkt  ab- 
giebt,  so  erhalten  wir  aus  Nr.  9)  auf  sehr  einfache  Weise  die  Rich- 
tung der  Tangente,  wenn  wir  vor  allen  Dingen  diese  Gleichung 
mit  a*6*  multipliciren.    In  dem  hieraus  entstehenden  Resultate 

a^h^M^  ia^  —  x^^)  +  2a^b^Mx,y^  +  a^b^  (P^—Vi)  =  0 
kann  nämlich ,  wenn  a:,  ^j  Peripheriepunkt  ist,  nach  der  Ellipsen- 
gleichung 1) 

fe»  (a*  —  x^^)  =  a^y,^ ,  a^  {b^—yiY  =  b^ ^i* 

gesetzt  werden ,  und  man  erhält  hieraus : 

«Vi'^*  +  2a*b^XiyiM+b^Xi^  =  0 
oder 

11)  7»f=-^. 
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Durch  Einsetzung  dieseB  Werthes  in  Nr.  10)  findet  sich,  wenn  man 
tufs  Neue  mit  Hilfe  der  £llipsengleichang  redacirt, 

12)  «  =  *-. 

Vi 
Mittelst  der    in  11)  und  12)  aufgestellten  Constanten  ergiebt  sich 
är  die  Gleichung  der  durch  den  Berührungspunkt  x^y^ 
:ehenden  Tangente 


« yi        Vi 

voraus  nach  gehöriger  Reduction 

)der 

.3)  ^^■+f  =  . 

hergeleitet  wird.  Für  die  Abscisse  des  in  der  X-  Achse  gelegenen 
Punktes,  die  wir  mit  m  bezeichnen  wollen,  folgt  hieraas: 

14)  m  =  -. 

Die  Werthe  12)  und  14)  sind  besonders  zur  geometrischen  Dar- 
stellung der  Tangente  geeignet.  Da  nämlich  m  nur  von  a  und  o-, 
abhängt,  so  müssen  in  allen  über  derselben  grossen  Achse  con- 
struirten  Ellipsen  die  Berührenden  solcher  Punkte,  die  eine  gleiche 
Abscisse  besitzen,  die  X-Achse  in  demselben  Punkte  schneiden; 
es  gilt  dies  also  auch,  da  die  kleine  Achse  ganz  ausser  dem  Spiele 
bleibt,  für  die  Tangente  im  umschriebenen  Kreise.  In  gleicher 
W^eise  wird  mit  Rücksicht  auf  Nr.  12)  die  T- Achse  bei  gleich  blei- 
bender Ordinate  der  Berührungspunkte  von  den  Tangenten  aller 
aber  derselben  kleinen  Achse  befindlichen  Ellipsen  in  demselben 
Punkte  geschnitten ,  also  auch  von  der  Tangente  im  eingeschrie- 
benen Kreise.  Hiernach  kann  die  Darstellung  der  Tangente  leicht 
m  die  in  Fig.  41  enthaltene  Construction  der  Ellipse  aus  dem  um- 
schriebenen und  eingeschriebenen  Kreise  angelehnt  werden. 

Befindet  sich  der  Punkt  x^y^^  durch  welchen  Berührende  an 
die  Ellipse  gelegt  werden  sollen,  ausserhalb  der  Peripherie,  so 
führt  eine  gleiche  Schlussfolgerung,  wie  die  zur  Herleitung  von 
Nr.  3)  in  §.  10  und  Nr.  13)  in  §.  16  angestellte,  zu  dem  Resultate, 
lass 

a«  "^  6*  ~ 
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die  OieicfauDg  der  Berührungssehne  darstellt.  Hiermit  kann  in 
ähnlicher  Weise ,  wie  es  bei  den  Tangenten  geschah ,  die  Berüh- 
rungssehne in  der  Ellipse  mit  den  entsprechenden  Linien  im  um- 
schriebenen und  im  eingeschriebenen  Kreise  in  Zusammenhang 
gebracht  werden. 

Normalen  der  Ellipse.  Für  die  Normale  im  Ellipsen- 
punkte Xif/i  ergiebt  sich  mittelst  der  in  Nr.  II)  gefundenen  Rich- 
tungsconstante  der  hierzu  senkrechten  Tangente  die  Gleichung: 

Wird  hierin  y  =  0  gesetzt,  so  entsteht,  wenn  wir  die  zugehörige 
Abscisse  mit  ^  bezeichnen,  für  die  Subnormale  der  Werth 

16)  j_ar,  =  — --^, 

und  hieraus  für  $  selbst  mit  Einführung  der  numerischen  Excen- 
tricität  nach  bekannten  Keductionsformeln : 

17)  .  |  =  6«a:,. 

Da  die  x  aller  Ellipsenpunkte  zwischen  den  Grenzen  +  a  und 
—  a  gelegen  sind ,  so  folgt  die  Relation : 

oder  mit  Benutzung  der  linearen  Excentricität : 

ic>^>  —  sc. 
Man  wird  hieraus  leicht  ersehen,  dass  die  grosse  Achse  von  jeder 
Normale  zwischen  den  beiden  Brennpunkten  und  zwar ,  von  der 
kleinen  Achse  aus  gerechnet,  auf  derselben  Seite  geschnitten  wird, 
auf  welcher  sich  der  zugehörige  Ellipsenpunkt  befindet. 

•p-      ^5  Sind  nun  in  Fig.  45  F^  und  F^  die 

beiden  Brennpunkte ,  ist  femer  C  der 
Mittelpunkt  der  Ellipse  und  P^N  die 
Normale  des  Punktes  Pi ,  so  bat  man 

^=zCN,  und   hiernach  folgt  für  die 

^  C  N       F^        Abstände  des  Punktes  N  von  den  bei- 

den Brennpunkten 

F^N=zc  —  §  =  €  (a—'^x^ 
F^N^=c+  g  =  fi(a+fa:,). 
Mit  Rücksicht  auf  die  in  §.  20  unter  17)  und  18)  gefundenen  Werthe 
der  Leitstrahlen  F^  P^  und  F^  P,  ist  also 

FiN=E.FiPi,         F^N—e^F^P^. 
Dies  giebt  die  Proportion: 
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18)  F,N:FtN=F,Pt:F^P^, 

woraus  nach  einem  bekannten  geometrischen  Satze  geschlossen 
wird,  dass  die  Normale  JP^iV^den  Winkel  F^P^F^  halbirt*).  Man 
erbält^o  den  Satz:  die  Normale  eines  jeden  Ellipsen- 
punktes bildet  mit  den  zugehörigen  Leitstrahlen 
gleiche  Winkel.  Hieraus  ergiebt  sich  sofort  die  gleiche  Ei- 
genschaft für  die  Tangente ,  worauf  in  ähnlicher  Weise ,  wie  bei 
der  Parabel,  physikalische  Eigenschaften  der  Brennpunkte  ge- 
gründet werden.  Auch  kann  hiemach  leicht  Tangente  und  Nor- 
male construirt  werden,  sobald  die  Brennpunkte  bekannt  sind.   ' 

Die  Länge  der  Normale  PiN^  die  wir  mit  iV^ bezeichnen 
wollen ,  findet  sich  aus  der  Formel : 

Mit  Benutzung  des  obigen  Werthes  von  {  und  der  füra:,yi  gelten- 
den Ellipsengleichung  erhält  man  hieraus  nach  einigen  Keduc- 
tionen : 

19)  'iV*  =  J(a*— «»o:,*), 

oder,  wenn  man  für  die  Leitstrahlen  F^  P,  und  F^  P^  die  bereits  in 
§.  20  angewendeten  Bezeichnungen  r,  und  r,  gebraucht, 

20)  JV'  =  ^...z.. 

Hierauf  kann  eine  einfache  Formel  für  die  Grösse  des  Winkels 
basirt  werden ,  welchen  die  Normale  mit  jedem  der  Leitstrahlen 
einschliesst.  Setzen  wir  diesen  Winkel  gleich  y,  so  folgt  aus  Fig.  45 
nach  einem  bekannten  Dreieckssatze : 

^P^N .  P^F, .  cos  y  =  Pjf*  +  P^^^  —  1\N\ 
d.  i.  mit  Benutzung  der  gefundenen  Werthe  und  der  eingeführten 
Bezeichnungen 


*)  Setzt  man /./'i/>,iV  =  y,,  /. /^  Pi  iV  =  y,  ,/,/>,  iV  Fj  =  v,  so  gelten 
die  Proportionen : 

sin  yi  :  sin  v=zFiN:  FiPi 

sin  Yt :  sin  v  =  F^N i  Fi  A. 
Hieraus  folgt: 

sinyi  FjN   FiPj 

sinyt      ~FtN'  FiPfi* 
also  mit  Rücksicht  auf  18) 

,       =  1 ,  «w  Vi  =  sin  Yz  u.  s.  f. 
siny^         '        ' 


—     124    — 

2  Nz^  cos  y  =  N^  +  z*  —  6*z,*. 
Wenn  man  nun  hierin  rechterhand  den  Werth  20)  für  iV*  substi- 
tuirt  und  s  durch  die  Halbachsen  ausdrückt ,  so  entsteht  mit  Be- 
nutzung des  Satzes  von  der  Summe  der  Leitstrahlen 

Ncosy=:^ 

'        a 

oder  nach  §•  14  Nr.  6) 

21)  Nco$y=p^ 

wobei  p  den  Halbparameter  darstellt.  Nach  dieser  Formel  kana 
der  Winkel  y  leicht  berechnet  werden;  zugleich  ist  darin  der  Lehr- 
satz enthalten:  In  der  Ellipse  giebt  die  Projection  der 
Normale  auf  einen  Leitstrahl  des  zugehörigen  Peri- 
pheriepunktes den  Halbparameter*). 

§.  22. 
Fortsetzung. 

Durchmesser  der  Ellipse.  Wir  sind  berechtigt,  die 
Gleichung  3)  des  vorigen  Paragraphen  durch  a^M^  +  b^  zu  divi- 
diren,  weil  dieser  Werth  immer  von  Null  verschieden  sein  muss. 
Dann  entsteht  für  die  Abscissen  derjenigen  Punkte,  welche  die 
in  Untersuchung  stehende  Gerade  mit  der  Ellipse  gemein  hat,  die 
Gleichung : 

Angenommen  nun,  die  Ellipse  werde  von  der  Geraden  in  zwei 
Punkten  geschnitten ,  so  soll  mit  xy  der  Mittelpunkt  der  zwischen 
den  beiden  Durchschnittspunkten  enthaltenen  Sehne  bezeichnet 
werden.  Sind  also  a*,  und  or^  die  Wurzeln  der  obigen  Gleichung, 
i/i  und  y,  die  dazu  gehörenden  Ordinaten,  so  ist 

^ ^— '  ^  —  -1—' 

Mit  Rücksicht  auf  die  Summe  der  Wurzeln  von  Nr.  I)  und  auf  die 
Gleichung  der  Geraden  ergiebt  sich : 


*)  Da  sich  dieser  Satz  unabhängig  von  der  Grösse  der  elliptischen 
Achsen  zeigt,  so  muss  er  auch  für  die  Parabel  gelten,  von  der  wir  früher 
gesehen  haben,  dass  sie  als  Ellipse  mit  unendlicher  grosser  Achse  auf- 
gefasst  werden  kann.  Ohne  alle  Rechnung  ergiebt  sich  übrigens  dort  die- 
selbe Eigenschaft  aus  der  Grösse  der  Subnormale  mittelst  der  zu  Fig.  37 
angestellten  Betrachtungen. 
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Hieraas  erhält  man  durch  Elimination  von  n  für  die  Mitten  einer 

Schaar  paralleler  Sehnen  (mit  der  gememschaftlichen  Kichtungs- 

constante  M)  die  Gleichung: 

3)  a*yM  +  h*x  =  0, 

Aus  der  Form  dieser  Gleichung  folgt:  Die  Mitten  aller  pa- 
rallelen Sehnen  einer  Ellipse  liegen  in  einer  durch 
den  Mittelpunkt  gehenden  Geraden.  Die  Curve  besitzt 
also  geradlinige  Durchmesser ,  die  sich  sämmtlich  im  Mittelpunkte 
schneiden,  und  es  kann  hiemach  dieser  Punkt  in  einer  gegebenen 
Ellipse  mittelst  des  Dui^hschnittes  zweier  Geraden  construirt  wer- 
den, von  denen  jede  ein  Paar  paralleler  Sehnen  halbirt. 
Bringen  wir  Nr.  3)  auf  die  Form 

so  findet  sich  für  die  Richtungsconstante  des  Durchmessers,  die 
wir  nait  M'  bezeichnen  wollen,  die  Gleichung 

arM 
oder  auch : 

4)  MM'  = j, 

d.  h.  die  Richtungsconstanten  eines  beliebigen  Systemes  paralleler 
Sehnen  und  ihres  zugehörigen  Durchmessers  bilden  für  jede 
Ellipse  ein  unveränderliches  Product.  Da  hierbei,  unbeschadet 
der  Richtigkeit  der  Gleichung,  die  Factoren  M  und  M'  ihre  Rollen 
austauschen  können,  so  folgt,  dass,  wenn  man  den  Sehnen  die 
Richtung  des  Durchmessers  giebt,  letzterer  die  Richtung  der  Seh- 
nen annimmt.  Legt  man  also  zu  den  Sehnen ,  welche  von  einem 
Durchmesser  halbirt  werden,  eine  Parallele  durch  den  Mittelpunkt, 
so  ist  diese  Parallele  selbst  wieder  Durchmesser  für  diejenigen 
Sehnen,  welche  mit  dem  ersten  gleiche  Richtung  haben.  Zwei  in 
der  angegebenen  Weise  von  einander  abhängige  Durchmesser 
heissen  zusammengehörige  oder  conjugirte  Durchmesser. 
Einer  derselben  kann  immer  in  beliebiger  Richtung  durch  den 
Mittelpunkt  der  Ellipse  gelegt  werden ;  man  findet  dann  den  an- 
dern, wenn  man  den  Halbirungspunkt  einer  dazu  parallelen  Sehne 
geradlinig  mit  dem  Mittelpunkte  verbindet.    Zugleich  erhellt  hier- 
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aus,  dass  alle  Durchmesser  selbst  im  Mittelpunkte  der  ^Ellipse  bal- 
birt  werden  —  eine  Eigenschaft,  die  übrigens' schon  aus  der  Sym- 
metrie der  Curve  gegen  beide  Achsen  oder  aus  der  in  §.  20  Nr.  3) 
gefundenen  Polargleichung  leicht  hervorgeht.  Hierdurch  rechtfer- 
tigt sich  der  Name  , Mittelpunkt*,  womit  man  überhaupt  einen 
Punkt  in  der  Ebene  einer  Curve  dann  belegt,  wenn  in  ihm  alle 
hindurch  gelegten  Sehnen  halbirt  werden. 

Die  beiden  Achsen  der  Ellipse  sind  als  ein  singulärer  Fall 
der  conjugirten  Durchmesser  zu  betrachten ,  und  zwar  als  der  ein- 
zige ,  wo  diese  Linien  senkrecht  auf  einander  stehen.  Für  jeden 
andern  Fall  gilt  nämlich,  wenn  mit  a  und  ß  die  Winkel  bezeichnet 
werden,  unter  denen  beide  Durchmesser  gegen  die  Achse  der  po- 
sitiven X  geneigt  sind,  nach  Nr.  4)  die  Relation 

5)  tan  a  .  tan  ß  = ^  • 

Bei  rechtwinkliger  Lage  mtisste  dieses  Product  zu  —  1  werden, 
was  nur  möglich  ist,  wenn  6  =  a,  d.  h.  wenn  die  Ellipse  in  einen 
Kreis  übergeht.  —  Die  Bemerkung,  dass  die  beiden  Achsen  den 
einzigen  Fall  darstellen,  in  welchem  conjugirte  Durchmesser  einen 
rechten  Winkel  einschliessen ,  gewährt  ein  einfaches  Mittel,  in 
einer  Ellipse  mit  gegebenem  Mittelpunkte  die  Lage  der  Achsen 
zu  bestimmen.  Beschreibt  man  nämlich  über  einem  Durchmesser 
einen  die  Ellipse  schneidenden  Halbkreis  und  verbindet  den  Durch- 
schnittspunkt geradlinig  mit  den  Enden  des  Durchmessers,  so  ste- 
hen zwei  zu  diesen  Sehnen  durch  den  Mittelpunkt  gelegte  Pa- 
rallelen auf  einander  senkrecht  und  besitzen  zugleich  die  Eigen- 
schaft conjugirter  Durchmesser ;  folglich  sind  es  die  beiden  Achsen. 
Das  in  Nr.  5)  rechterhand  befindliche  Vorzeichen  weist  dar- 
auf hin ,  dass  von  den  Winkeln  a  und  ß  der  eine  immer  spitis ,  der 
andere  stumpf  sein  muss,  dass  also  jeder  der  beiden  Durchmesser 
zwei  andere  der  vier  elliptischen  Quadranten  durchschneidet. 
Verstehen  wir  nun  unter  a  den  spitzen  dieser  beiden  Winkel,  so 
ist  j3  —  a  der  von  der  kleinen  Achse  durchschnittene  Winkel,  wel- 
cher die  beiden  Durchmesser  zu  Schenkeln  hat.    Dann  ergiebt  sich 

tan  ß  —  tan  a 

tan  (|S— a)  = - 

^^        ^       1—tancc.tanß 

oder  mit  Rücksicht  auf  Nr.  5)  nach  einfacher  Umformung ,  wenn 
wir  zugleich  mit  ß'  den  spitaen  Nebenwinkel  von  ß  bezeichnen, 
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ianiß—a)  — ^_^> 

Da  dieser  Werth  immer  negativ  ist ,  so  zeigt  sich ,  dass  Ton  den 
beiden  durch  die  conjugirten  Durchmesser  begrenzten  Neben- 
winkeln der  stampfe  von  der  kleinen,  der  spitze  also  von  der 
grossen  Achse  dnrchschnitten  wird. 

Die  conjugirten  Durchmesser  lassen  sich  noch  in  eine  ein- 
fache Beziehung  zu  den  Tangenten  der  Ellipse  bringen ,  wenn 
man  auf  Nr.  3)  zurückgeht.  Reducirt  man  nämlich  auf  ilf ,  so 
entsteht: 

6)  M=-'^, 

wobei  xy  als  Sehnenmittelpunkt  einen  Punkt  des  zugehörigen 
Durchmessers  und  M  als  Eichtungsconstante  der  Sehne  die  Rich- 
tung des  conjugirten  Durchmessers  anzeigt.  Da  der  Durchmesser 
niitdem  Punkte  xy  durch  den  Coordinatenanfang  geht,  so  gilt 
wenn  wir  mit  x^  und  y,  die  Coordinaten  eines  der  beiden  Punkte 
bezeichnen ,  worin  er  die  Ellipse  schneidet ,  die  Proportion 

x:xi=y:y^, 
durch  deren  Anwendung  Nr.  6)  in  die  Formel  II)  des  vorher- 
gebenden Paragraphen  übergeführt  werden  kann.  Da  durch  diese 
Formel  die  Richtung  der  Tangente  im  Punkte  ar,y,  bestimmt 
wurde,  so  folgt  der  Satz:  Jeder  Durchmesser  der  Ellipse 
läuft  parallel  mit  den  Tangenten  der  in  seinem  con- 
jugirten Durchmesser  gelegenen  Ellipsenpunkte*). 
Hiemach  ist  es  leicht,  eine  Tangente  mittelst  des  durch  ihren  Be- 
rührungspunkt gehenden  Durchmessers  zu  construiren,  indem  man 
die  Richtung  des  hierzu  conjugirten  Durchmessers  ermittelt. 

Legt  man  durch  de»  Mittelpunkt  der  Ellipse  ein  schiefwink- 
liges Coordinatensystem ,  dessen  Achsen  mit  zwei/  conjugirten 
Durchmessern  zusammenfallen,  so  müssen  nach  der  Eigenschaft 
dieser  Linien  jedem  Werthe  der  einen  Coordinate  Doppel werthe 
der  andern  Coordinate  von  gleicher  Grösse  und  entgegengesetztem 
Vorzeichen  zugehören;  die  auf  dieses  System  bezogene  Gleichung 
der  Ellipse  muss  daher  wieder  in  Beziehung  auf  x  sowohl,  als  auf 
y  rein  quadratisch  sein.    Wir  können  diese  Bemerkung  durch  An- 

*)  Es  gründet  sich  dies  einfach  darauf,  dass  bei  paralleler  Verrückung 
der  Sehne  schliesslich  beide  Endpunkte  zusammenfallen ,  wodurch  die  ver- 
l&sgerte  Sehne  in  eine  Tangente  tibergeht. 
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Wendung  der  Transformationsformeln  bestätigen.  Sind  a  und  ß 
die  Winkel,  welche  der  Reihe  nach  die  neue  X-  und  F-  Achse  mit 
der  grossen  Achse  der  Ellipse  bilden,  so  ist  beim  Uebergange 
zum  neuen  Systeme  nach  §.  4  Nr.  1) 

X  cos  a  +  y  cos  ß  für  x 

X  sin  a  +  ysin  ß    „    y 
zu  setzen.    Man  erhält  dann  als  Gleichung  der  Ellipse 

(X  cos  a  +  y  cos  ß^*  ^  foc  sin  a  +  y  sin  jSV 

und  hieraus  nach  einigen  Umformungen 

^  fa^sin^  a  +  b^  cos^  a^  ^  fa^sin^ß'\-  b*cos^ß\ 

^l  ^^ J  +^    l ^- J 

I   «        r^^ **w  a  sin  ö  +  6* cos  a  cosß\ 

Der  Zähler  des  Factors  von  ^xy  ist  hierbei  nach  Nr.  5)  gleich 
Null.    Gebraucht  man  daher  noch  die  Abkürzungen : 


7) 


'  a^sin^ß  +  b^co^ß' 
so  bleibt  die  auf  zwei  conjugirte  Durchmesser  bezogene 
Ellipsengleichung: 

^  (?,)■+ (!-)■=■• 

Die  Vergleichung  der  Formeln  7)  mit  der  in  §.  20  Nr.  3)  aufge- 
stellten Polargleichung  der  Ellipse  zeigt,  dass  hierin  a^  und  b^  die 
in  den  Coordinatenachsen  gelegenen  Halbmeffser  darstellen.  Be- 
stätigt wird  diese  Bemerkung,  wenn  wir  in  Nr.  8)  eine  der  beiden 
Coordinaten  zu  Null  werden  lassen. 

Aus  der  Uebereinstimmung  der  Form  von  Nr.  8)  mit  der  auf 
die  beiden  Achsen  der  Ellipse  bezüglichen  Gleichung  dieser  Curve 
folgt ,  dass  alle  aus  dieser  Form  entnommenen  Schlussfolgerungen, 
soweit  sie  von  der  rechtwinkligen  Lage  des  Coordinatensystems 
unabhängig  sind ,  auch  dann  noch  Anwendung  finden ,  wenn  bei 
schiefwinkligem  Coordinatensysteme  die  Achsen  die  KoUe  conju- 
girter  Durchmesser  spielen.  Was  z.  B.  die  in  §.  20  gegebenen 
Constructionen  der  Ellipse  betrifft,  so  kann  die  in  Fig.  43  darge- 
stellte unverändert  beibehalten  werden,  wenn  man  das  mit  den 
Halbachsen  gebildete  Rechteck  gegen  ein  über  zwei  conjugirten 
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Halbmessern  beschriebenes  Parallelogramm  austauscht.  Auch  alle 
übrigen  Constructionen  lassen  sich  auf  die  conjugirten  Durchmesser 
übertragen,  wenn  man  anfangs  eine  Ellipse  mit  den  Halbachsen  öj 
und  bi  bildet  und  dann  die  den  einzelnen  Abscissen  zugehörigen 
Ordinaten  in  die  nöthige  schiefe  Lage  überfuhrt.  Ebenso  behalten 
die  auf  Tangenten  bezüglichen  Entwickelungen,  insofern  man  von 
der  geometrischen  Deutung  absieht,  ihre  volle  Geltung.  Die  Glei- 
chung 

stellt  wieder  die  Gleichung  der  Tangente  im  Berührungspunkte 
Xii/i  dar,  oder  gehört  der  Berührungssehne  an,  wenn  der  Punkt 
x^y^  ausserhalb  der  Ellipse  gelegen  ist. 

Zwischen  den  Grössen  conjugirter  Halbmesser  finden  zwei 
wichtige  Relationen  statt,  welche  ^us  den  in  Nr.  7)  gegebenen 
Werthen  entlehnt  werden  können.  Bildet  man  zunächst  das  Pro- 
duct  der  rechterhand  befindlichen  Nenner,  so  entsteht  das  Kesultat 

a*  sin*  a  sin*  ß  +  b*  cos*  a  cos*  ß  +  a*0*  {sin*  ß  cos*  a  +  cos*  ß  sin*  et) . 
Fügt  man  hierzu  die  sich  aufliebenden  Glieder 

•    +  2  «•  6*  sin  a  sin  ß  cos  et  cos  ß  —  2  a*  h*  sin  et  sin  ß  cos  a  cos  /5, 
80  erlangt  das  Product  die  Form 

{a*  sin  «  sin  ß  +  b*  cos  a  cos  ß)*  +  a*b*  sin*  (j3  —  a), 
wovon,  da  nach  Nr.  5) 

a*  sin  et  sin  ß  +  b*  cos  e(cosß  =  0 
ist,  nur  das  letzte  Glied  übrig  bleibt.    Wird  nun  der  von  den  con- 
jugirten Durchmessern   eingeschlossene   spitze   Winkel,   den  wir 
Conjugationswinkel  nennen  wollen,  mit  o  bezeichnet,  so  ist 

sin  (ß — «)  =  sin  w. 
Mit  Einführung  dieses  Werthes  in  das  vorhergehende  Resultat  er- 
hält man  durch  Multiplication  von  «j*  und  b^*  in  Nr.  7) 

stn*  0} 
oder 

10)  «1  ^1  sin  m  =  a  b. 

Dies  giebt  unter  Anderem  die  geometrische  Deutung:  In  einer 
Ellipse  sind  alle  Parallelogramme,  welche  entstehen, 
wenn  man  die  Endpunkte  irgend  zweier  conjugirten 
Durchmesser  verbindet,  flächengleich. 

Anal.  Geom.   1.  9 
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Zur  Herleitung  einer  zweiten  Relation  machen  wir  zuvor  Ä, 
vom  Winkel  a  abhängig.  Drückt  man  sin^  ß  und  cos^  ß  m  Nr.  7) 
durch  die  Tangente  aus,  so  entstellt,  wenn  man  zugleich  im  Zäh- 
ler und  Nenner  mit  «*  multiplicirt, 

^^aH^{l  +  lan^ß) 
'   ~  aUan^ß  +  a^ö^' 
Nach  Formel  5)  kann  hierin 

aUan^  ß^=b^cot^a 
gesetzt   werden.     Dividirt   man   dabei   noch   Zähler   und  Nenner 
durch  ft*,  so  ergiebt  sich: 

^  ,  _  q^  +  ^^  cot''  a 
'  ~a^  +  b^col^a 
und  hieraus: 

.  ., a'^sin^a  +  b*cos^a 

^  *  "^  «*  sin^tx  +  b^  cos^a 

Wird  dieser  Werth  zum  Ausdrucke  7)  von  a,^  addirt,  so  folgt 

2  2 a*  sin^  u  +  ö*^*  +  b^  cos*  n 

'  *  a*  stn^  a  +  b^  cos*  a 

oder  auch 

,    .    ,  ,       a*  si7i*a  (a*  +  b*)  +  b*  cos'  a  («^  +  ^,2) 
ar  strr  «  +  6*  cos*  a 
und  hieraus  endlich : 

12)  ,^2^.^^2^^2+^2^ 

d.h.  in  einer  Ellipse  ist  die  Summe  der  Quadrate  ir- 
gend zweier  conjugirten  Durchmesser  constant. 

Die  Unveränderlichkeit  der  Summe  «j*  +  6,*  zeigt,  dass  das 
Product  a*b*^  also  auch  a^b^  möglichst  gross  und  damit  nach 
Nr.  10)  der  Sinus  des  Conjugationswinkels  möglichst  klein  wer- 
den muss,  wenn  die  beiden  conjugirten  Durchmesser  gleich  lang 
sind.  Mit  Rücksicht  auf  die  Ausdrücke  7)  findet  sich  leicht ,  dass 
dies  nur  vorkommen  kann,  wenn  jS=180® — o,  d.h.  wenn  die 
grosse  Achse  den  Conjugationswinkel  halbirt.    Aus 

tan  jS  =  —  tan  a    und   tan  a  .  tan  ß  = ^ 

^  a* 

folgt  dann,  wenn  wir  immer  noch  unter  u  den  spitzen  Winkel  ver- 
stehen, 

1 3)  tan  a  :rtr  —  • 

•  a 

Die  Diagonalen  eines  Rechteckes ,  dessen  Seiten  die  Tangenten 
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i^f  Acbsenscheitel  bilden,  stellen  hiernach  die  gleichen  con- 
ittgirten  Durchmesser  dar  und  schliessen  den  kleinsten  in 
ier  Ellipse  möglichen  Conjugationswinkel  ein.  Bezeichnen  wir 
nit  r  einen  der  gleichen  Halbmesser,  so  ergiebt  sich  aus  12) 

2 

ind  für  den    zugehörigen  kleinsten   Conjugationswinkel 


14) 
1  füi 

U6   10) 


1 5)  s%n  CO 


in  Werth ,  der  leicht  mittelst  der  Formel  13)  durch  Berechnung 
on  sin  2  a  verificirt  werden  kann.  —  Die  auf  die  gleichen  Durch- 
messer als  Coordinatenachsen  bezogene  Ellipsengleichung  lautot 
lach  8) 

16)  a:«  +  y«  =  r«, 

ät  also  mit  der  Mittelpunktsgleichung  des  Kreises  für  rechtwink- 
ige  Coordinaten  identisch,  nur  dass  sie  bei  der  Ellipse  für  ein 
inziges  Coordinatensystem,  und  zwar  für  ein  schiefwinkliges,  Gel- 
ung  findet. 

Mit  Hilfe  der  Gleichungen  10)  und  12)  können  irgend  zwei 
Ier  darin  enthaltenen  fünf  Grössen  berechnet  werden ,  wenn  die 
Irei  anderen  gegeben  sind;  man  kann  daher  z.  B.  aus  zwei  nach 
!/age  und  Grösse  bestimmten  conjugirten  Durchmessern  die  Ach- 
en  finden.  Am  leichtesten  gelangt  man  hierbei  zum  Ziele ,  wenn 
nan  Summe  und  Differenz  der  beiden  Halbachsen  als  Unbekannte 
»etrachtet.  Aus  der  Verbindung  der  beiden  gegebenen  Gleichun- 
;en  entstehen  nämlich  die  Formeln 

(a  +  6)2  =  «1»  +  &i*  +  2  a,  h^  sin  o) 

{a — ft)*  =  ai*-f  V  —  2a, &imw 
ider 

r  (a  +  6)»=-a,«4- V— 2ai^co5(90<»+(ö) 
1'^)  I  (a  — fe)»=rt,*+V— 2öi6,  co5(900  — co). 
)iese  Ausdrücke  lassen  eine  einfache  geometrische  Darstellung 
m ,  da  die  rechterhand  stehenden  Werthe  als  Seiten  zweier  Drei- 
ecke ans  zwei  mit  dem  eingeschlossenen  Winkel  gegebenen  Seiten 
lonstmirt  werden  können.  Sind  nämlich  AC=^  A'  C=  a^  und 
9C^=  B' C^=bi  in  Fig.  46  die  conjugirten  Halbmesser,  welche 
len  Conjugationswinkel  ABC=za>  einschliessen ,  so  errichte  man 
^,D=iAC  senkrecht  auf  AA ';  dann  ist  JP  D = a  —  b  und  B*D  =  a  +  b. 

9* 
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Zieht  man  nun  CE//  BD^  so  wird 
-h     ^«       a  +  h 


CE. 


DE  = 


,  folglich, 


B' 

rechnen.    Man  findet  z. 


B. 


2     '       ~  2 

wenn  man  GE=CE  nimmt,  DG=ay 
B'G~h. 

Ist  die  Grösse  der  Achsen  gefun- 
den, so  kann  man  die  Lage  der  gros- 
sen und  damit  auch  die  der  kleinen 
Achse  aus  einer  der  Formeln  7)  be- 
aus  dem  Werthe  für  äj*,  wenn  man 


Sinus  und  Cosinus  durch  Tangente  ausdrückt, 
,       a«6«(l  +  to«*a) 


(^ian^a  +  b^ 


und  hieraus 

oder  auch 
18) 


tan*  a  = 


^«^«-^/^K  +  6)K-^.) 


Einfacher  gelangt  man  jedoch  constructiv  zum  Ziele ,  wenn  man 
mittelst  der  grossen  Achse  den  umschriebenen  Kreis  bildet,  parallel 
zu  jedem  der  beiden  Durchmesser  die  Tangenten  der  Endpunkte 
des  conjugirten  Durchmessers  legt  und  dann  den  Satz  benutzt, 
dass  die  in  den  Durchschnitten  der  Tangenten  und  des  umschrie- 
benen Kreises  errichteten  Perpendikel  durch  die  Brennpunkte 
gehen.  Mit  Hilfe  der  Brennpunkte  ist  die  Lage  der  grossen  Achse 
vollständig  bestimmt. 

§.23. 
Die  Krünunongskreise  der  Ellipse. 
Bei  Untersuchung  der  gegenseitigen  Lagen  einer  Ellipse  und 
eines  Kreises,  deren  Gleichungen  beiderseits  dem  zweiten  Grade 
angehören,  gelangt  man  in  gleicher  Weise,  wie  bei  der  entsprechen- 
den auf  Parabel  und  Kreis  bezüglichen  Betrachtung  (§.  18) ,  zu 
einer  Gleichung  vierten  Grades,  aus  welcher  die  gemeinschaft- 
lichen Punkte  beider  Linien  zu  entnehmen  sind.  Der  weitere  Ver- 
folg dieser  Untersuchung  führt  aber  wegen  der  complicirteren 
Form  der  sich  hierbei  ergebenden  Gleichung  zu  noch  grösseren 
Schwierigkeiten ,  als  bereits  die  Parabel  darbot.    Wir  wollen  uns 
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aber  wie  dort  auf  den  praktisch  wichtigsten  Fall,  die  Ermittelung 
er  Krämmungskreise ,  beschränken,  wobei  wir  nach  den  Ergeb- 
issen  des  §.  18  den  Krümmungsmittelpunkt  am  einfachsten  mit- 
ist des  Durchschnittes  benachbarter  Normalen  bestimmen. 

Nehmen  wir  die  beiden  Achsen  der  Ellipse  in  der  früheren 
reise  als  Coordinatenachsen  an,  so  lautet  nach  §.  21  Nr.  15)  die 
leicbung  der  Normale  im  Ellipsenpunkte  x^  y, 

'nrch  einfache  Umgestaltung  kommt  dieselbe  auf  die  Form : 

i)  ci*oci/i  —  b^Xiy  =  (a^  —  b*)  Xiyi. 

1  gleicher  Weise  findet  sich  für  eine  zweite  Normale  im  Punkte 
,^2  die  Gleichung 

2)  a*xy^  —  6*a:,y  =  (a*— 6*)  x^y^ , 

18  deren  Verbindung  mit  Nr.  1)  die  Coordinaten  des  Durchschnit- 
s  beider  Linien  zu  berechnen  sind.    Man  erhält  durch  Elimina- 


m  von  y 


V     a«     y    ^    ^^x^yi—Xiy^J' 


er,  wenn  wir  die  numerische  Excentricität  s  und  die  Abkürzung 


m  =^ 


yi—yt 

iführen. 


— (^O- 


ich  §.  5  Nr.  11)  stellt  hierbei  m  die  Abscsisse  desjenigen  Punk- 
i  der  X-  Achse  dar,  in  welchem  sie  von  der  Verbindungsgeraden 
r  Punkte  0:1^1  und  x^yt  geschnitten  wird.  Lässt  man  nun,  um 
m  Krümmungsmittelpunkte  zu  gelangen ,  die  Punkte  o:,  y^  und 
y,  in  einen  übergehen,  so  wird  die  Verbindungsgerade  zur 
ingente  des  Punktes  x^y^^  folglich  nach  §.  21  Nr.  14) 

m  =  — 

leraus  entsteht  für  die  Abscisse  des  zu  a:,yi  zugehörigen  Krüm- 
mgsmittelpunktes  der  Werth 


3)  oc 


e^x,' 


eser  Ausdruck  kann  leicht  construirt  und  damit  der  in  der  Nor- 
de gelegene  Krümmungsmittelpunkt  gefunden  werden.    Nach 
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§.  21  Nr.  17)  ist  nnmlich  a^ii\  die  Abscisse  dos  Durchschnittspunktes 
von  Normale  uud  X- Achse,  die  wir  mit  ^  bezeichnen.   Dann  folgt: 


«-<?)' 


Fig.  47. 


!         "'"'*» 

;  p 

a: 

^ 

:    \y' 

:     \ 

lA/.S 

.V 

/ff 

wobei  sich  der  in  der  Klammer  enthaltene 
Quotient  mittelst  des  umschriebeneu  Kreises 
darstellen  lässt.  Ist  P  in  Fig.  47  derjenige 
Punkt  dieses  Kreises,  der  mit  P,  die  Ab- 
scisse CM^^Xi  gemein  hat,  so  ist,  wenn  wir 
L  PCM  -^  a  setzen, 

—  =  cos  «, 


folglich,  wenn  /\  N  die  Normale  in  P^  darstelU, 
X  =^  CN ,  cos*  a. 
Wird  daher  A'iV  senkrecht  auf  CP  und  A'O  senkrecht  auf  CM  er- 
richtet, so  ist  CL^-^x^  folglich  0  der  gesuchte  Krümmungsmittel- 
punkt. 

Substituiren  wir  den  Werth  von  x  in  der  Gleichung  1)  der 
Normale ,  so  erlangen  wir  für  die  Ordinate  von  0  das  Resultat 

oder,   wenn  wir  mittelst  der  Ellipsengleichung  a,   durch  y,    aus- 
drücken, 


4) 


y^ 


Die  Einsetzung  von  .r  und  t/  in  die  Gleichung 

i^S^-  §•  1^  Nr.  II)  lässt  den  Krümmungshalbmesser  q  berechuen. 
Man  erhält,  wenn  man  beide  Coordinaten  durch  o-,  ausdrückt  und 
soweit  als  möglich  reducirt, 

,__(fl^— g^V)^ 

Q 


5) 


«Vv« 


Nach  §.  21  Nr.  19)  ist  hierin 


■S^V^^: 


''    b'   ' 


wenn  N  die  Länge  der  Normale  bezeichnet,  folglich 


Q 


W 


und 


6) 
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übereinstimmentl  mit  dem  in  §.  18  Nr.  13)  gcfiiiidonon  Wertlic  des 
Krümmungshalbinessers  der  Parabol.     Beachten  wir,   dass   nach 

§.  21  Nr.  21  der  Ausdruck  —  wie  in  der  Parabel  die  Secante  des 

P 

von  Normale  und  Leitstrahl  eingeschlossenen  Winkels  bedeutet, 

so  gelangen  wir  zu  dem  Resultate ,  dass  die  in  Fig.  37  enthaltene 

Construction  des  Krümmungshalbmessers  auch  für  die  Ellipse  un- 

geänderte  Anwendung  findet. 


§.24. 

Die  Quadratur  der  Ellipse. 

Auf  die  in  §.  20  Nr.  7)  gefundene  Proporti<uialität ,  welche 
Zwischen  den  Halbachsen  einer  Ellipse  und  den  zu  gleicher  Ab- 
scisse  gehörenden  Ordinaten  der  Ellipse  und  des  umschriebenen 
Kreises  stattfindet,  lässt  sich  eine  Vergleichnng  der  Ellipsenfläche 
mit  der  Kreisfläche  gründen.  Wir  theilen  zu  diesem  Zwecke  die 
Abscisse   CM  =  x   (Fig.    48)    in  n  gleiche  y\q^  43. 

Theile,  ziehen  durch  alle  Theilpunkte  ()r-   ff'_^ 
dinaten  und  construiren  mit  jeder  Ordinate      j  "^^;. 

und  der  Strecke  —  ein  umschriebenes  Recht- 
n 

eck;  dann  ist  die  Summe  dieser  Rechtecke, 
welche  S  heissen  möge,  grösser  als  die  ellip- 
tische Fläche  BCMP-.~  F,  Bezeichnen  wir 
BC  mit  yo>  «»d  mit  y,,  y,,  y^,..y^^^MP 
der  Reihe  nach  die  darauf  folgenden  Ordinaten ,  so  ist 
cc 

oder,  wenn  B'C=ri^,  ViiVt"-  ti^  —  MP'  die  mit  yo»  yi»  ^2  •••^0 
zu  gleichen  Abscissen  gehörenden  Ordinaten  des  umschriebenen 
Kreises  ausdrücken, 

b     cc 

1)  5  =  —  .  ~  (1/0  +  ^1  +  ^2  +  •  •  •  ^n-l)- 

Setzen  wir  ferner 

2)  . 


S'  —  -  (iJO  +  »(I    +%  +  •••  +  »?D-l)  , 
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so  bedeutet ,  wenn  die  vorhergehende  Construction  auf  den  um- 
schriebenen Kreis  übertragen  wird,  S'  die  Summe  der  dort  in  glei- 
cher Weise  wie  in  der  Ellipse  gebildeten  umschriebenen  Eecht- 
eckflächen,  und  stellt  eine  obere  Grenze  für  die  Kreisfläche 
B'CMP'  ^=^F'  dar.    Aus  der  Verbindung  von  I)  und  2)  folgt 

a 
oder  in  Proportionsforra 

3)  S:S'  ^b:a. 

Dasselbe  Verhältniss  muss  aber  auch  zwischen  den  Flächen  F  und 
F'  stattlinden,  weil  mit  fortwährender  Vergrösserung  der  Zahl  der 
auf  der  Abscisse  gebildeten  Theile  schliesslich  S  mit  F  und  S'  mit 
F'  zum  Zusammenfallen  gebracht  werden  kann.    Bildet  man  näm- 

lieh  in  der  elliptischen  Fläche  mit  der  Strecke  —    und   den  End- 

ordinaten  der  einzelnen  Streifen,  worein  sie  zerlegt  wurde,  einge- 
schriebene Rechtecke,  so  folgt  für  deren  Summe,  die  s  heissen 
mag,  in  ähnlicher  Weise  wie  oben  das  Resultat 

^^  5  =.^  -  .  -^  (l?,  +  t/j  +  178  +  . .  .  +  Vn)' 

Die  Vergleichung  von  1)  und  4)  giebt 

a  \  n  ' 

und  dieser  Werth  kann  kleiner  als  jede  beliebige  Zahl  gemacht 
werden,  wenn  man  nur  n  hinreichend  gross  annimmt.  Bei  unend- 
lichem Anwachsen  der  Zahl  n  fallen  also  S  und  s ,  folglich  nach 
der  Ungleichung 

S>F>s 
um  so  mehr  S  und  F  zusammen.    In  gleicher  Weise  kann  unter 
gleichen  Umständen  das  Zusammenfallen  von  S'  und  F'  bewiesen 
werden,  und  es  folgt  dan];i  aus  Nr.  3) 

5)  F'.r  =  h'.a, 

d.  h.  die  über  irgend  einer  Abscisse  stehende  Ellip- 
senfläche verhält  sich  zu  der  über  derselben  Abscisse 
befindlichen  Fläche  des  umschriebenen  Kreises  wie 
die  kleine  Halbachse  zur  grossen. 

Lässt  man  den  Punkt  M  nach  A  rücken,  so  ergiebt  sich,  wenn 
wir  die  Fläche  der  ganzen  Ellipse  mit  E  bezeichnen. 
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1  ^=  -  .ia^7t  =  lab7r, 
*  a     *  * 

folglich 

6)  E  —  abTT, 

Nach  §.  22  Nr.  10)  entsteht  hieraus ,  wenn  a, ,  ft,  und  ai  zwei  con- 
jugirte  Halbmesser  nebst  ihrem  Conjugationswinkel  bedeuten, 

7)  E  :=r=z  7t üibi  sin  0). 

Mittelst  dieser  Formel  kann  die  Ellipsenfläche  aus  irgend  zwei 
nach  Lage  und  Grösse  gegebenen  conjugirten  Durchmessern  be- 
rechnet werden. 


Siebentes  Capitel. 
Die    Hyperbel. 


§.  25. 
Die  Gleichung  (f )'—  (|)  '"^  ^• 
JJie  in  der  Ueberschrift  enthaltene  Gleichung 

')  ©■-(!)'='. 

welche  durch  Multiplication  mit  —  a*6*  in 

2)  «V— **^'  =  — «*^* 

umgeformt  werden  kann,  gehört  nach  §.  14  Nr.  12)  einer  Hyperbel 
an,  deren  Hauptachse  2  a  mit  der  -X'-  Achse  und  deren  Neben achse 
26  mit  der  F- Achse  zusammenfällt.  So  wesentlich  sich  nun  auch 
diese  Curve  in  ihrer  Gestalt  von  der  im  vorigen  Capitel  unter- 
suchten Ellipse  unterscheidet ,  so  stehen  doch  beide  Linien  rück- 
sichtlich der  analytischen  Entwickelung  ihrer  Eigenschaften  in 
der  innigsten  Beziehung.  Da  nämlich  die  Gleichung  1)  durch  blose 
Vertauschung  von  6*  mit  —  6*  aus  der  Gleichung  hervorgeht, 
welche  wir  der  Untersuchung  der  Ellipse  zu  Grunde  gelegt  haben, 
so  befinden  wir  uns  in  der  günstigen  Lage,  den  grössten  Theil  der 
für  letztere  Curve  angestellten  Rechnungen  init  Anbringung  eines 
einfachep  Zeichenwechsels  auf  die  Hyperbel  übertragen  zu  können. 
Neu  treten  allein  die  auf  die  Asymptoten  bezüglichen  Betrachtun- 
gen auf. 

Um  den  in  §.  20  bei  der  Ellipse  benutzten  Gang  der  Unter- 
suchung festzuhalten,  wollen  wir  zunächst  die  x  und  y  der  Glei- 
chung 2)  in  Polarcoordinaten  transformiren ,  deren  Achse  mit  der 
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Achse  der  positiven  x  identisch  ist.    Daraus  entsteht  die  Polar- 
gleichung 

a^  sin*  (p  —  b*  co^  q> 
oder,  wenn  wir  im  Zähler  und  Nenner  mit  —  1  multipliciren, 

3)  r«  =  — ^^^^^— . 

b*  cos^  (p  —  a*  sin*  q> 

Wird  hierin  mittelst  der  aus  §.  14  Nr.  15)  folgenden  Kelation 

i/z^c'  —  a* 

die  lineare  Excentricität  c  eingeführt ,  so  ergiebt  sich : 

4)  ;.=  _^!^1_. 

c*  cos^  (p  —  a* 
Die  Gleichung  3)  zeigt,  dass  reelle  r  von  endlicher  Grösse  nur  so 
lange  möglich  sind ,  als  die  Differenz 

b*  cos*  q)  —  rt*  sin*  q> 
einen  positiven  Werth  giebt.    Setzen  wir  nun  nach  §.  14  Nr.  14) 

b        , 

vobei  y  den  von  einer  Asymptote  und  der  Hauptachse  gebildeten 

spitzen  Winkel  bezeichnet,  so  folgt  nach  einfacher  Umgestaltung, 

dass  für  alle  Hyperbelpunkte  die  Ungleichung 

tan*  (f  <<  tan*  y 
gelten  muss.  Wir  werden  so  zu  der  bereits  bekannten  Eigenschaft 
zurückgeführt,  dass  beide  Zweige  der  Hyperbel  von  den  Asymp- 
toten umschlossen  werden.  Spitze  Werthe  von  <p  müssen  demnach, 
am  einen  der  vier  unter  sich  congruenten  Quadranten  der  Hyper- 
bel in  sich  zu  fassen ,  zwischen  den  Grenzen  0  und  y  enthalten 
sein.  Aus  Nr.  4)  ist  dann  ersichtlich ,  dass  innerhalb  dieser  Gren- 
zen r  gleichzeitig  mit  (p  wächst,  dass  also  die  beiden  Achsen- 
scheitel die  dem  Mittelpunkte  am  nächsten  gelegenen  Punkte  der 
Hyperbel  darstellen.  Ein  über  der  Hauptachse  als  Durchmesser 
beschriebener  Kreis,  den  wir  Hauptkreis  nennen  wollen,  wird 
in  den  Scheiteln  von  der  Hyperbel  berührt;  alle  übrigen  Hyperbel- 
punkte liegen  ausserhalb  des  Hauptkreises. 

Der  Hauptkreis  der  Hyperbel  tritt  an  die  Stelle  des  umschrie- 
benen Kreises  der  Ellipse,  kann  aber  nicht  wie  dieser  zur  con- 
structiven  Darstellung  der  Curve  benutzt  werden.  Die  Beziehun- 
gen, welche  zwischen  den  Ordinaten  der  Ellipse  und  ihres  um- 

sehriebenen  Kreises,   oder  zwischen  ihren  Abseissen  u^d  denen 
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des  eingeschriebenen  Kreises  stattfanden,  gelten  hier  für  zwei 
gleichseitige  Hyperbeln  mit  den  Halbachsen  a  oder  b ,  in  welclie 
die  Curve  durch  Gleichsetzung  ihrer  Achsen  übergeht.  Diese  bei- 
den gleichseitigen  Hyperbeln  sind  durch  die  Gleichungen 

bestimmt ;  sie  können  aber  nicht  wie  die  beiden  Kreise  der  Ellipse 
zu  einer  bequemen  Construction  von  Hyperbelpunkten  verwendet 
werden,  weil  sie  selbst  nicht  eine  wesentlich  einfachere  Darstel- 
lung als  alle  andern  Hyperbeln  zulassen. 

An  die  Stelle  der  trigonometrischen  Gleichung 
sin^  a  +  cos^  «  =  1 , 
deren  Analogie   mit  der  Ellipsengleichung   zur  Auffindung  von 
Ellipsenpunkten  gebraucht  wurde ,  tritt  hier  die  Gleichung 
sec^  «  —  ton*  «  =  1 , 

wenn  wir  —  =  5^c  a  und  ^^=tan  n  setzen.     Durch    Construction 
a  0 

der  Werthe  x  =  a  sec  et  und  y=:b  ian  a  sind  daher,  wenn  «  einen 
beliebigen  Winkel  bedeutet,  die  zusammengehörigen  Coordinaten 
eines  Hyperbelpunktes  bestimmt.  Die  Ausfuhrung  dieser  Con- 
struction können  wir  um  so  mehr  übergehen,  als  wir  später  ein- 
fachere Mittel  zur  Darstellung  der  Hyperbel  kennen  lernen  werden. 
Was  ferner  die  in  §.  20  Nr.  9)  und  10)  angewendete  Zerle- 
gung der  Ellipsengleichung  in  zwei  Factoren  ersten  Grades  be- 
trifft, so  kann  dieselbe  mittelst  eines  einzigen  Zeichenwechsels  für 
die  Hyperbel  brauchbar  gemacht  werden.  Die  Gleichungen  der 
beiden  Geraden,  durch  deren  Durchschnitt  ein  Hyperbelpunkt  be- 
stimmt wird ,  lauten  nämlich 

wobei  wieder  die  Relation 

b^:b  —  b:  b^ 
gelten  muss.    Der  Leser  wird  leicht  die  einfache  Aenderung  aus- 
findig machen,  welche  hiernach  an  der  in  Fig.  43  gegebenen  Con- 
struction anzubringen  ist,  wenn  sie  zur  Gewinnung  von  Hyperbel- 
punkten benutzt  werden  soll. 

Geben  wir  der  Gleichung  1)  die  Form 

so  kann  darauf  eine  Darstellung  der  Hyperbel  mit  Benutzung  der 


—     141     — 

Asymptoten  gegründet  werden.  Mit  Einführung  des  halben  Asyrap- 
totenwinkels  y  entsteht  nämlich 

6)  a:*  =  a'  +  y*  coi^  y , 

wonach  das  x  eines  Hyperbelpunktes  als  Hypotenuse  eines  recht- 
winkligen Dreieckes  mit  den  Katheten  a  und  y  cot  y  zu  coustruiren 
ist.  Auch  hier  wird  die  Ausführung  der  Construction  durchaus 
keine  Schwierigkeit  gewähren. 

Brennpunkte  der  Hyperbel.  Zur  Aufsuchung  von  Brenn- 
punkten der  Hyperbel  können  fast  wörtlich  dieselben  Schlüsse  wie- 
derholt werden,  welche  bei  der  gleichen  auf  die  Ellipse  bezüg- 
lichen Untersuchung  zum  Ziele  führten ;  nur  ist  in  den  Endresul- 
taten &*  mit  —  6*  zu  vertauschen.    Aus  der  Gleichung 

{x-  ly  +  (y-rjy  =  {ax  +  ßy  +  y)% 
in  welcher  xy  einen  beliebigen  Punkt  einer  Linie  zweiten  Grades 
und  J 1]  einen  Brennpunkt  dieser  Linie  bedeutet ,  folgern  wir  zu- 
nächst wie  bei  der  Ellipse,  dass  Brennpunkte  nur  in  einer  der 
Achsen  gelegen  sein  können.  Für  Brennpunkte  in  der -T- Achse 
gelten  dann  die  Gleichungen 

woraus  durch  Zusammenstellung  mit  der  Gleichung  der  Hyperbel 
-die  Resultate 

y=za,         J«  =  a*-f  6«=:c* 
hervorgehen.    Dies  giebt 

7)  l=±^, 

d.  i.  die  beiden  bekannten  Brennpunkte  der  Hyperbel.  Für  die 
Constante  a  folgt  noch  aus  ^  +  ay  =  0 

«  =  —  -  =  -I-  f , 
a 

wobei  E  wie  früher  die  numerische  Excentricitat  bezeichnet.  — 
Brennpunkte  in  der  Ordinatenachse  führen  zu  imaginären  Wer- 
then;  die  Hyperbel  enthält  also  keine  weiteren  Brennpunkte,  als 
die  beiden  auf  der  Verlängerung  der  Hauptachse  gelegenen. 

Stellt  Zi  den  Leitstrahl  eines  Hyperbelpunktes  xy  für  den  auf 
der  Seite  der  positiven  x  gelegenen  Brennpunkt  und  z^  den  an- 
dern Radiusvector  desselben  Hyperbelpunktes  dar,  so  ergiebt  sich 
aus  den  berechneten  Werthen  in  Uebereinstimmung  mit  den  für 
die  Ellipse  gefundenen  Resultaten 

Zj*  =(a  —  sxy,         z^  =  (a  -h  to:)*. 
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Beim  Uebei^ange  za  den  Qaad  rat  wurzeln  können  hieraus  so- 
wohl positive ,  als  negative  Leitstrahlen  hervorgehen ;  treffen  wir 
aber  die  Bestimmung,  die  zu  positiven  x  gehörigen  z  selbst  als  po- 
sitive Grössen  in  Rechnung  zu  ziehen,  so  ist,  da  für  jeden  Hj- 
perbelpunkt  positive  x  grösser  als  a  sind,  um  so  mehr  auch  ex>a] 
folglich  hat  man 

8)  z^  =  EX  —  ö,         Z2  =  ex  +  a 

zu  setzen.     Aus  der  Verbindung  dieser  beiden  Gleichungen  ent- 
steht die  bekannte  Relation: 

9)  2, 2,  =2«, 

wonach  die  Hyperbel  mittelst  der  unveränderlichen  Differenz  ihrer 
Leitstrahlen  construirt  werden  kann. 

§.26. 

Die  Hyperbel  und  die  Gerade. 

Die  auf  die  gegenseitigen  Lagen  einer  Hyperbel  und  einer 
Geraden  bezüglichen  Untersuchungen,  soweit  sie  nicht  die  nea 
auftretenden  Eigenschaften  der  Asymptoten  berühren ,  sind,  wena 
wir  Wiederholung  derselben  RRchnuingon  vf^rtneiden  wollen,  aa 
einfachsten  auf  die  eiit^prechcudcn  lletrachtiingen  m  §.  31  niid 
§.  22  zurückzuftihreti*  Bezeichnen  wir  daher  wie  dort  die  trlei- 
chung  der  Geraden  mit 

1)  fj=^Mx  +  n, 
während 

2)  rtV  — ft*^  =  ^'^*^' 

die  Gleichung  der  Hyperbel  darstellts  so  gilt  für  die  Abscissen  der 
etwa  vorhandenen  go  mein  seh  aftli  eben  Funkte  beider  Linien  äie 
Gleichung : 

3)  X*  (rt*  M  *  -  fj^)  +  2  ft^  M  n  X  +  «*  (*i*  +  6')  ==  0. 
Dieselbe  ist  immer  quadnttiseli ,  mit  AusnAhme  des  einzigeii  Flil- 
leg,  wenn 

oder 


d.  i.  wenn  die  Gerade  mit  niimr 
lÄuft.    Dann  bleibt  ans  Nr,  H) 
es  folgt  hieraus  df^r  Ratz 
tote  schneidet  d  it 
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symptoten  selbst  wird  n^r^O,   und  der  Durchschnittspankt  mit 
)r  Hyperbel  rückt  in  die  Unendliclikeit. 

In  jedem  andern  Falle,  d.  b.  sobald  die  Gerade  die  Asyup- 
ten  schneidet,  behält,  wie  schon  bemerkt  wurde,  die  Gleichung 
ihre'  quadratische  Form;  die  Gerade  und  die  Hyperbel  besitzen 
so  höchstens  zwei  gemeinschaftliche  Punkte.  Aus  der  für  die 
illipse  geführten  Rechnung  leiten  wir  her ,  dass  hierbei  die  Ge- 
ide  Secante  oder  Tangente  darstellt,  oder  endlich  keinen  Punkt 
lit  der  Hyperbel  gemein  hat ,  jenachdem 

Die  Beachtung  deä  Uinstandes,  dass  der  ausserhalb  der  Paren- 
liese  befindliche  Factor  einen  negativen  Werth  besitzt,  zeigt,  dass 
las  Eintreten  des  ersten ,  zweiten  oder  dritten  Falles  davon  ab- 
üiAglg  gemacht  werden  muss ,  ob  die  Differenz 

^  +  n*  —  (^M^ 
jositiv,  gleicb  Null  oder  negativ  ist.  Soll  die  Gerade  die  Hyperbel 
n  einem  Punkte  berühren ,  so  ranss  die  Gleichung 

4)  a^M^=h^  +  n^ 

jeltong  finden.    Führen  wir  hierin  mittelst  der  Relationen 

M=tana,  b^  =  c* — a* 

ien  zwischen  der  Geraden  und  der  JT- Achse  enthakenen  Winkeln 
md  die  lineare  £xcentricität  c  ein,  so  kommen  wir  auf  die  Gleichung 
^)  des  §.  21  zurück,  die  genau  so  wie  dort  geometrisch  gedeutet 
R^^en  kann.  Es  folgt  das  Resultat,  dass  der  Fnsspnnkt  eines 
V9m  Brennpunkte  auf  die  Tangente  gefällten  Perpendikels  auf  der 
Peripherie  des  Hauptkreises  gelegen  ist.  Werden  endlieh  mit  Ab- 
veodong  derselben  Hilfsmittel  die  beiden  noch  übrigen  Fälle  un- 
tenaeht,  so  ergiebt  sich  als  Seitenstück  zu  dem  früher  für  die  ge- 
gOtteitigen  Lagen  einer  Geraden  und  einer  Ellipse  gefundenen 
KritcriTiiu  '1er  toLj^ende  Satz:  Eine  Gerade,  die  nicht  pa- 
l&Uelmit  einer  Aaymptote  läuft,  kann  die  Hyperbel 
"i^7:vr(. ]  pnakt<*n  sehiK^iden,  in  einem  Punkte  berühren 
rtieii  Pn^nkt  mit  ihr  gemein  haben;  der  erste, 
jiieser  Fälle  findet  statt,  je  naeh- 
'^es  von  einem  Brennpunkte  auf 
Perpendikels  ausserhalb,  auf 
ripherie  des  Hauptkreises  liegt. 


i 
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Tangenten  der  Hy p  e r b e  1.  Zur  analytischen  Lösung  der 
auf  Tangenten  bezüglichen  Aufgaben  dient  die  obige  Gleichung  4), 
welche  zu  diesem  Zwecke  in  ganz  gleicher  Weise  wie  Nr.  4)  in 
§.  21  zu  benutzen  ist.  Für  die  Gleichung  einer  Tangente 
von  gegebener  Richtung  folgt  dann  nach  Analogie  von  §.2l 
Nr.  6) 

5)  y^Mx±  ya^M^—b\ 

Die  hierin  unter  dem  Wurzelzeichen  befindliche  Differenz  lässt  er- 
kennen, dass  nicht*  wie  bei  der  Ellipse  nach  jeder  Richtung  hin 
Tangenten  möglich  sind ,  sondern  nur  unter  der  Bedingung ,  dass 
die  Relation 

—  a* 
stattfindet.  Es  giebt  dies  die  geometrische  Deutung ,  dass  der  von 
einer  Tangente  und  der  Hauptachse  gebildete  spitze  Winkel  immer 
zwischen  den  Grenzen  90*^  und  y  enthalten  sein  muss,  wobei  y  wie 
früher  den  halben  Asymptotenwinkel  bezeichnet.  Berechnen  wir 
die  Coordinaten  der  Berührungspunkte,  so  zeigt  sich,  dass  die 
Asymptoten  selbst  Tangenten  für  unendlich  ferne  Punkte  der  Hy- 
perbel darstellen,  d.  h.  dass  sie  als  äusserste  Grenzen  der  Tangen- 
ten auftreten.  Die  Form  der  Rechnung  bleibt  hierbei  dieselbe  wie 
bei  der  Ellipse ,  und  es  gelten  auch  im  Uebrigen  rücksichtlich  der 
Lage  der  Berührungspunkte  die  dort  gefundenen  Resultate. 

Soll  die  Aufgabe,  eine  Tangente  an  die  Hyperbel  durch  einen 
Punkt  Xi  y,  zu  legen ,  analytisch  gelöst  werden ,  so  sind  zu  diesem 
Zwecke  die  zur  Herleitung  von  §.  21  Nr.  9)  bis  14)  angewendeten 
Entwickelungen  zu  wiederholen,  wobei  nur  an  6*  der  mehrfach  er- 
wähnte Zeichenwechsel  angebracht  werden  muss.  Als  Gleichang 
der  Tangente  im  Peripheriepunkte  x^y^  findet  sich  dann 

und  hieraus  für  die  Richtungsconstante  der  Tangente  der  Werth 

während  die  auf  den  Achsen  abgeschnittenen  Strecken  m  und  n  die 
Grössen 

ß^  «*  ^* 

erhalten.   Aus  der  Vergleichung  des  für  m  gefundenen  Resultates 
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mit  der  Gleichung  der  Beruh rungssehne  im  Kreise  (§.  lO  Nr.  3) 
folgt  u.  A. ,  dass  die  Tangente  des  Hyperbelpunktes  a-,.y,  und  die 
demselben  Punkte  zugehörige  Bertibrungssehne  des  Hanptkreises 
sich  in  der  Hauptachse  schneiden.  Zu  einer  einfacheren  Con- 
strnction  der  Tangente,  als  diejenige  sein  würde,  welche  auf 
diese  Bemerkung  gegründet  werden  kann ,  führt  die  folgende  Be- 
trachtung. 

Da  die  absolute  Grösse  von  m  =  —  für  alle  Hyperbelpunkto 

höchstens  gleich  a  sein  kann ,  so  muss  jede  Tangente  die  Haupt- 
achse zwischen  den  Scheiteln,  also  umsomchr  auch  zwischen  den 
Brennpunkten  schneiden ,  in  ähnlicher  Weise ,  wie  Letzteres  bei 
der  Ellipse  mit  den  Normalen  stattfand.  Bezeichnen  wir  nun  die 
Entfernungen  dieses  Durchschnittspunktes  von  den  beiden  Brenn- 
punkten mit  /,  und  /, ,  wobei  t^  dem  auf  der  Seite  der  positiven  x 
gelegenen  Brennpunkte  zugehören  soll,  so  folgt: 

d^       a  ,  . 

/,  =  c  — -=-(far,  — a) 

/j  =  c  +  —  =  —  ( e  a:,  -f  a) , 

nnd  hieraus  mit  Rücksicht  auf  die  in  §.  25  Nr.8)  gefundenen  Werthe 
der  Leitstrahlen  z^  und  z^ : 

Diese  beiden  Resultate  geben  die  Proportion 

9)  f,  :f,  =  z,  :z„ 

welche  der  in  §.21  Nr.  l8)  für  die  Normale  einer  Ellipse  gefun- 
denen vollständig  entspricht.  Es  entsteht  daher  auch  die  ent- 
sprechende geometrische  Deutung:  Die  Tangente  an  einer 
Hyperbel  halbirt  den  von  den  Leitstrahlen  des  Be- 
rührungspunktes eingeschlossenen  Winkel. 

Für  einen  ausserhalb  der  Hyperbel  gelegenen  Punkt  ar,y, 
stellt  Nr.  6)  die  Gleichung  der  Berührungssehne  dar. 

Normalen  der  Hyperbel.  Die  Normale  im  Hyperbel- 
pnnkte  Xy  tfi  erhält  mit  Benutzung  von  Nr.  7)  oder  auch  sofort  nach 
§.21  Nr.  15)  die  Gleichung: 

10)  y_j,.=_^(^_;..). 

Anal.  Geom.   i.  10 
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Hiernach  ergiebt  sich  für  die  Abscisse  ihres  Durchschnittspunktes 
mit  der  Z- Achse  in  vollständiger  Uebereinstimmung  mit  dem  bei 
der  Ellipse  gefundenen  Resultate 


11)  |  =  a*^t 


t  > 


woraus  leicht  hergeleitet  werden  kann,  dass  hier  dieser  Punkt  stets 
ausserhalb  der  von  den  beiden  Brennpunkten  begrenzten  Strecke 
gelegen  sein  muss.  Mit  Ausnahme  der  hierdurch  bedingten  gerin- 
gen Abänderungen  gelten  im  üebrigen  fast  wörtlich  die  auf  die 
Normalen  der  Ellipse  bezüglichen  Schlüsse.  Für  die  Länge  der 
Normale  findet  sich : 

und  die  Projection  von  N  auf  einen  der  Vectoren  giebt  wieder  den 
halben  Parameter. 

§.27. 
Fortsetzung. 

Durchmesser  der  Hyperbel.  Wenn  wir,  um  den  geo- 
metrischen Ort  der  Sehnenmitten  ausfindig  zu  machen,  die  Glei- 
chung 3)  des  vorhergehenden  Paragraphen  durch  Division  mit 
a^M^  —  6*  auf  die  Form 

a'Mn        ,    aHn^  +  b^)_^ 

bringen ,  so  ist  dabei  stillschweigend  vorausgesetzt ,  dass  nicht 

sein  darf.  Es  ist  leicht  zu  ersehen,  dass  sich  dieser  auszuschlies- 
sende  Fall  auf  die  Asymptoten  und  die  damit  parallelen  Geraden 
bezieht,  rticksichtlich  deren  wir  bereits  zu  der  Erkenntniss  gelangt 
sind,  dass  sie  die  Hyperbel  nur  in  einem  Punkte  schneiden,  also 
auch  keine  Sehnen  bilden  können.  In  jedem  anderen  Falle  findet 
sich  wie  bei  der  Ellipse  zu  einem  Systeme  paralleler  Sehnen  mit 
der  Kichtungsconstante  M  ein  geradliniger,  durch  den  Mittelpunkt 
der  Hyperbel  gehender  13urchmesser.  Seine  Gleichung  lautet  ana- 
log mit  §.  22  Nr.  3) 

2)  d^yM—b^x^O. 

Wird  seine  Kichtungsconstante  mit  M'  bezeichnet ,  so  entsteht  die 
Kelation 

3)  MM-  =  -^, 

a 
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ans  welcher  in  gleicher  Weise  wie  aus  Nr.  4)  §.  22  hergeleitet  wird, 
dass  auch  die  Hyperbel  die  Eigenschaften  conjngirter  Durch- 
messer besitzt.  Charakteristisch  für  die  Hyperbel  sind  dabei  die 
folgenden  Eigenthümlichkeiten. 

Sind  a  und  ß  die  Winkel  zwischen  der  Hauptachse  und  zwei 
conjugirten  Durchmessern ,  so  folgt  aus  Nr.  3) 

4)  iana  .tan  ß=  -j  • 

Dieses  Product  ist  stets  positiv,  beide  Winkeltangenten  haben  also 
gleiche  Vorzeichen,  wonach  beide  Durchmesser  in  denselben  Qua- 
dranten gelegen  sein  müssen.  Da  ferner  durch  die  Asymptoten 
der  Fall 

tan  a  =  tan  ß=  •] 

—  a 

ausgeschlossen  ist,  so  niuss  der  absolute  Werth  einer  dieser  beiden 

Tangenten  grösser,  der  andere  kleiner  als  —  sein ,  d.  h.  der  eine 

Durchmesser  liegt  zwischen  Asymptote  und  Hauptachse,  der  an- 
dere zwischen  Asymptote  und  Nebenachse.  Nach  der  Polarglei- 
chung ä)  im  §.  t>5  wird  daher  nur  einer  der  beiden  Durchmesser 
die  Hyperbel  schneiden,  so  dass  zwischen  ihnen  ein  gleicher  Ge- 
gensatz wie  zwischen  Haupt  -  und  Nebenachse  stattfindet ,  welche 
selbst  einen  speciellen  Fall  conjugirter  Durchmesser  bilden.  Wir 
sind  hierdurch  berechtigt,  die  Benennungen  der  Achsen  insofern 
zu  verallgemeinern ,  dass  wir  in  jedem  Paare  conjugirter  Durch- 
messer einen  Hauptdurchmesser  und  einen  Nebendurch- 
messer unterscheiden,  von  denen  nur  der  erstere  die  Hyperbel 
schneidet.  —  Noch  ist  zu  bemerken,  dass  die  beiden  Achsen  ebenso 
wie  in  der  Ellipse  das  einzige  Paar  conjugirter  Durchmesser  bil- 
den, welches  einen  rechten  Winkel  einschliesst,  da  das  Product 
tan  a  .  tan  ß  nie  gleich  —  1  sein  kann.  Nach  dieser  Bemerkung  zeigt 
sich  die  zur  Auffindung  der  Achsen  einer  gegebenen  Ellipse  die- 
nende Construction  auch  für  die  Hyperbel  brauchbar. 

Wir  gehen  dazu  über,  die  Gleichung  der  Hyperbel  für  ein 
Bchiefwinkeliges  Coordinatensystem  aufsustellen ,  dessen  Achsen 
ein  Paar  conjugirter  Durchmesser  bilden;  a  sei  der  von  dem  Haupt- 
durchmesser und  der  Hauptachse  eingeschlossene  Winkel ,  ß  der 
Winkel  zwischen  Hauptachse  und  Nebendurchmesser.    Dann  ist, 

10* 
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wenn  wir ,  um  uns  von  den  Vorzeichen  unabhängig  zu  halten ,  die 
Quadrate  von  tan  a  und  tcui  ß  bilden, 


a 


folglich  sind  die  Differenzen 

&*  cos^  a—a*  sin^  a ,  a*  sin^  ß  —  b^  cos^  ß 

beide  positiv.  Als  Gleichung  der  Hyperbel  ergiebt  sich  durch  die- 
selbe Rechnung,  welche  im  §.  22  zu  gleichem  Zwecke  benutzt 
wurde, 

(^b^  cos^  a  —  a^  sin^  a\  _    ,  (a^  sin*  ß  —  b^  cos^  ß\ 
^  V  '^^  J       ^  V  aH*  J 

(fl*  sin  a  sin  ß  —  &*  cos  a  cos  ß\ 
-^ -)  =  '- 

Der  zu  2iry  in  der  Parenthese  gehörige  Factor  ist  nach  Nr.  4)  gleich 
Null.    Mit  Einführung  der  Abkürzungen 

aH* 


5) 


V  = 


6*  cos^  a  —  a*  sin*  a 
.a*b* 


a*  sin*  ß  —  b*  cos^  ß 
entsteht  daher  die  Gleichung 

0)       (f,)'-(0='- 

In  Folge  der  oben  gemachten  Bemerkung  über  das  Vorzeichen  der 
Differenzen ,  welche  sich  in  den  Nennern  der  Werthe  von  a*  und 
b*  befinden ,  sind  hierbei  a^  und  b^  reelle  Grössen.  Aus  Nr.  6), 
sowie  auch  aus  der  Polargleichung  der  Hyperbel  zeigt  sich,  dass 
fl,  die  Hälfte  des  Hauptdurchmessers  darstellt,  wenn  wir  uns  den- 
selben in  seinen  Durchschnitten  mit  der  Hyperbel  begrenzt  denken; 
bi  kann  nach  einer  blos  algebraischen  Analogie  als  Hälfte  des 
Nebendurchmessers  aufgefasst  und  auf  demselben  in  einer  gleichen 
Weise  aufgetragen  werden ,  wie  wir  dies  früher  mit  der  Grösse  b 
auf  der  Nebenachse  gethan  haben. 

Die  Uebereinstimmung  djsr  Form,  welche  sich  in  der  auf  zwei 
conjugirte  Durchmesser  bezogenen  Gleichung  6)  der  Hyperbel  und 
der  für  die  Achsen  geltenden  Hauptgleichung  darlegt ,  berechtigt 
wieder,  wie  dies  früher  schon  bei  Parabel  und  Ellipse  geschehen, 
zu  dem  Schlüsse,  dass  die  der  Gleichungsform  entnommenen  Ee- 
sultate  auch  auf  das  neue  System  übertragen  werden  können ,  in- 
soweit sie  nämlich  von  der  rechtwinkligen  Lage  der  Coordinaten- 
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achsen  unabhängig  sind.    Wir  sehen  davon   ab,  diejenigen  Be 
Ziehungen  zu  wiederholen,  die  sich  in  gleicher  Weise  bei  der  El- 
lipse vorgefunden  haben,  und  beschränken  uns  darauf,  die  Glei- 
chungen der  Asymptoten  im  neuen  Systeme  zu  ermitteln. 

Wenden  wir  dieselben  Folgerungen  an,  welche  im  §.  14  unter 
III.  zu  dem  Begriffe  der  Asymptoten  und  den  Gleichungen  13)  hin- 
führten, so  ergiebt  sich  aus  Nr.  6),  dass  eine  dadurch  repräsentirte 
Curve  zwei  geradlinige  Asymptoten  besitzt,  welche  in  der  Glei- 
chung 

7)  y=  +  ^x 

—  «1 

zusammengefasst  werden  können.  Der  möglicherweise  entstehende 
Zweifel,  ob  hierin  die  bereits  bekannten  oder  zwei  neue  Asympto-  • 
ten  ausgedrückt  sind,  kann  am  vollständigsten  beseitigt  werden, 
wenn  wir  die  Gleichungen  der  früheren  Asymptoten,  "welche  beide 
in  der  Formel 

enthalten  sind,  für  unser  jetziges  Coordinatensystem  transformiren. 
Mittelst  der  bekannten  Transformationsformeln  entsteht  dann 

(x  sin  «  +  y  sin  ßy  =  -^  {x  cos  cc  +  y  cos  ßY 

und  hieraus  nach  gehöriger  Keduction 

t^  (a*  sin*  ß  —  ft*  cos*  ß)  —  x*  {b*  co^  a  —  a*  sin*  a) 
-\r  Ixy  {c?  sin  a  sin  ß  —  b*  cos  a  cos  ß)  =  0. 
Das  letzte  Glied  linker  Hand  ist  nach  Nr.  4)  gleich  Null ;  es  bleibt 
daher 

j (^b*  cos*  a  —  a*  sin*  a\ 

^  ~  \a*  sin*~f^^*~^s*~ßJ      ' 
oder  mit  Rücksicht  auf  die  Formeln  5) 

wodurch  wir  nach  Ausziehung  der  Quadratwurzel  auf  Nr.  7)  zu- 
rückkommen. Die  Gleichungsform  der  Asymptoten  ist  also  wie 
die  der  Hyperbel  selbst  immer  dieselbe,  welches  Paar  conjugirter 
Durchmesser  auch  die  Stelle  der  Coordinatenachsen  vertreten  mag. 
Hiernach  kann  die  auf  diese  Form  gegründete  Construction- der 
Asymptoten  leicht  verallgemeinert  werden.    Legt  man  nämlich  zu 
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zwei  conjugirten  Durchmessern ,  deren  vom  Mittelpunkte  ans  ge- 
messene Hälften  die  Längen  a^  und  b^  besitzen,  durch  ihre  End- 
punkte Parallelen ,  so  sind  die  Asymptoten  Diagonalen  eines  je- 
den auf  diese  Weise  gebildeten  Parallelogrammes.  Es  liegt  hieriö 
zugleich  ein  einfaches  Mittel ,  aus  zwei  nach  Lage  und  Grösse  ge- 
gebenen conjugirten  Durchmessern  die  Lage  der  Hyperbelachgcn 
durch  Construction  herzuleiten,  insofern  durch  die  Haupt-  und 
Nebenachse  die  von  den  Asymptoten  gebildeten  Winkel  halbirt 
werden. 

Die  Beziehungen,  welche  nach  §.  22  Nr.  10)  und  12)  zwischen 
den  conjugirten  Durchmessern  und  den  beiden  Achsen  einer  El- 
lipse stattfanden ,  wiederholen  sich  bei  der  Hyperbel  in  fast  un^ 
geänderter  Weise.  Nehmen  wir  dieselben  Rechnungen,  welche 
dort  angewendet  wurden,  wieder  auf,  so  erleidet  die  Gleichung  10) 
keine  Aenderung;  es  gilt  also  auch  hier,  wenn  o  wieder  den  Con- 
jugationswinkel  bezeichnet,  die  Relation 

8)  «1  ^1  sin  ©  =  a  6 ; 
die  Formel  12)  geht  dagegen  über  in 

9)  ö,«  —  6,«  =  a«— 6«. 

Die  letzte  Gleichung  zeigt,  dass  die  Längen  zweier  conjugirter 
Durchmesser  gleichzeitig  wachsen,  während  dabei  nach  8)  die 
Grösse  des  Conjugationswinkels  abnimmt.  Aus  der  Polargleichung 
ist  ersichtlich,  dass  bei  diesem  Anwachsen  der  Durchmesser  beide 
den  Asymptoten  immer  näher  rücken,  bis  sie  schliesslich  in  den 
Asymptoten  zusammenfallen.  Conjugirte  Durchmesser  von  gleicher 
Länge  sind  nur  in  der  gleichseitigen  Hyperbel. möglich,  und  zwar 
gilt  dort  diese  Gleichheit  für  jedes  zusammengehörige  Paar.  An 
die  Stelle ,  welche  in  einer  Ellipse  mit  denselben  Achsen  die  glei- 
chen conjugirten  Durchmesser  einnahmen ,  sind  bei  der  Hyperbel 
die  Asymptoten  getreten. 

Mittelst  der  Gleichungen  8)  und  9)  können  die  Längen  der 
Achsen  gefunden  werden,  wenn  a,,  6,  und  a  gegeben  sind;  nur  läs«t 
sich  dabei  nicht  dieselbe  bequeme  Rechnung  anwenden,  welche  «o 
den  Formeln  17)  in  §.  22  hinführte.  Ein  einfacheres  Mittel,  m 
zwei  conjugirten  Durchmessern  die  Grösse  der  Haupt-  und  Neben- 
achjse  constructiv  herzuleiten,  werden  uns  im  folgenden  Para- 
graphen die  Asymptoten  liefern. 
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§.28. 
Die  Asymptotengleichnng  der  Hyperbel. 

Eine  besonders  einfache  Gleichungsform  erlangt  die  Hyper- 
bel, wenn  man  ihre  beiden  Asymptoten  zu  Coordinatenachsen 
nimmt.  Nach  dem ,  was  wir  früher  über  die  Grösse  des  Asymp- 
totenwinkels kennen  gelernt  haben,  kann  dieses  Coordinatensystem 
nur  für  eine  gleichseitige  Hyperbel  rechtwinklig  sein. 

Bezeichnen  wir  wie  früher  die  Hälfte  des  Asymptotenwinkels 
mity,  wobei  die  Relation 

l)  tany  ==:  ^ 

'         a 

Geltung  hat,  so  mag  über  die  beiden  Coordinatenachsen  so  ver- 
fugt werden,  dass  die  positive  Seite  der  T- Achse  unter  dem  Win- 
kel y  und  dieselbe  Seite  der  Z- Achse  unter  dem  Winkel  360** —  y 
gegen  die  Hauptachse  geneigt  ist ,  Avobei  wir  voraussetzen ,  dass 
diese  Winkel  im  Sinne  der  Anomalien  gemessen  werden.  Soll  nun 
die  neue  Gleichung  der  Hyperbel  durch  Transformation  der  Coor- 
dinaten  aus  der  auf  die  Achsen  bezogenen  Gleichung 

Gy-(f)*=' 

hergeleitet  werden,  so  ist  durch  die  angegebenen  Bestimmungen 
derjenige  Transformationsfall  getroffen ,  für  welchen  die  Formeln 
5)  im  §.  4  aufgestellt  wurden.  Beim  Uebergange  zum  neuen  Sy- 
steme ist  %lso 

{y  +  x)  cos  y  für  ar ,  {y  —  x)  sin  y  für  y 
zu  setzen.    Dann  entsteht  aus 

{y  +  ^)*  co^  y       (y  —  ar)*  sin^  y 

nach  Entwickelung  der  Quadrate  und  besserer  Anordnung  und 

Vereinigung  der  Glieder 

/  •   .      «N  /^^*  <^os^  y  —  a*  sin^  y^         «         /^6*  cos^  V  +  «*  sin^  V^ 

i^  +  t/')  (, '-^^ ')  +  ^^y  l Vfti -J='- 

Mittelst  der  aus  1)  folgenden  Relation 

6*  co^  y  =  a^  sin^  y 
erlangt  diese  letzte  Gleichung  die  einfache  Form 
^xy  cos^  y 

oder  auch 
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a»(l  +  ten»y) 
xy  = 

und  mit  Einsetzung  des  obigen  Werthes  von  tan  y 

a»  +  6' 
2)  xy=—^. 

Das  constante  Product  der  Ooordinaten 

/,«  JL  /*• 


r^=(ir 


führt  den  Namen  Potenz  der  Hyperbel;  die  Gleichung  2) 
selbst  wollen  wir  die  Asymptotengleichung  der  Hyperbel 
nennen.  Dieselbe  ist  besonders  geeignet,  das  wesentliche  Merk- 
mal der  Asymptoten  vor  Augen  zu  legen,  indem  sie  zeigt,  dass, 
wenn  eine  Coprdinate  wächst,  die  andere  abnehmen  muss,  und 
dass  dabei  die  eine  dieser  Längen  immer  so  gross  genommen  wer- 
den kann,  dass  die  andere  kleiner  wird,  als  jede  angebbare  Grösse, 
d.  h.  dass  die  Hyperbel  den  Asymptoten  beliebig  nahe  rücken  kann, 
ohne  sie  doch  je  vollständig  zu  erreichen. 

Mittelst  der  Gleichung  2)  findet  die  Lösung  der  im  vorigen 
Paragraphen  besprochenen  Aufgabe,  aus  Lage  und  Grösse  zweier 
conjugirten  Durchmesser  die  Lage  und  Grösse  der  Achsen  abzu- 
leiten ,  ihre  Vollendung.  Sobald  nämlich  die  Asymptoten  und  die 
Achsen  in  der  früher  angegebenen  Weise  ihrer  Lage  nach  bestimmt 
worden  sind,  hat  man  nur  noch  die  auf  die  Asymptoten  bezogenen 
Ooordinaten  eines  Endpunktes  des  Hauptdurchmessers  zu  con- 
struiren ,  um  dann  mit  Hilfe  der  aus  2)  folgenden  GleicKung 

welche  eine  einfache  geometrische  Darstellung  zulässt,  die  lineare 
Excentricität  und  somit  auch  die  Lage  der  Brennpunkte  zu  ermit- 
teln. Aus  den  Asymptoten  und  Brennpunkten  kann  aber  nach 
früheren  Sätzen  leicht  die  Länge  der  Achsen  hergeleitet  werden. 
Sind  xy  und  x^y^^  zwei  auf  die  Asymptoten  bezogene  Hy- 
perbelpunkte ,  so  gelten  nach  Nr.  2)  die  Gleichungen 

a«  +  ft*  a*  +  6» 

^y  =  — ^p-  ,         oc,y,  =  ~^— , 

folglich  ist  auch 

Hieraus  folgt  die  Proportion 

yi\y=--x'.x^, 
der  man  ohne  Schwierigkeit  die  Mittel  entnehmen  wird ,  beliebig 
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viele  Punkte  einer  Hyperbel  constructiv  darzustellen,  sobald  ein ^ 
Peripheriepunkt  nebst  den  Asymptoten  gegeben  ist.   Zu  einer  noch 
einfacheren  Lösung  dieser  Aufgabe  führt  die  folgende  Betrachtung. 
Schreiben  wir  die  Asymptotengleichung  der  Hyperbel  in  der 

Form 


3)  -^=(1)* 


and  bezeichnen  eine  Gerade,  welche  beide  Asymptoten  ausserhalb 
des  Mittelpunktes  schneidet ,  mit 

4)  ^  +  -^  =  .. 
^  m        n 

Bo  findet  sich  durch  Eliminirung  von  y  für  die  Abscissen  der  etwa 
vorhandenen  gemeinschaftlichen  Funkte  der  Geraden  und  der  Hy- 
perbel nach  einfacher  Umformung  die  Gleichung 

5)  x^  —  mxA =  0; 

'  4« 

m  and  n  stellen  hierbei  die  von  der  Geraden  auf  den  Asymptoten 
abgeschnittenen  Strecken  dar.  Im  Falle,  dass  die  Gerade  die  Hy- 
perbel schneidet,  folgt  hieraus  für  den  Mittelpunkt  xy  der  von  ihr 
gebildeten  Sehne: 

m 

und  wenn  man  diesen  Werth  in  Nr.  4)  einsetzt, 

n 

Vergleicht  man  diese  Resultate  mit  den  bekannten  Formeln 
für  die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  einer  geradlinigen  Strecke, 
so  ergiebt  sich  sofort,  dass  der  Halbirungspunkt  der  Sehne  ssu- 
gleich  in  der  Mitte  zwischen  den 
Durchschnitten  gelegen  ist,  welche 
sie  selbst  oder  ihre  Verlängerung 
mit  den  Asymptoten  bildet.  Schnei- 
det also  die  Sehne  Pj  P^  Fig.  49  in 
ihrer  Verlängerung  die  Asympto- 
ten 0  F  und  0^  in  den  Punkten 
iVi  und  N^ ,  so  ist  NiP=:  N^ P,  wenn 
PiP=P^P.  Hieraus  folgt  durch  ^i 
Subtraction  der  gleichen  Werthe : 

N,P,  =  N,P,. 
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*  In  ganz  gleicher  Weise  wird  dasselbe  Resultat  für  solche  Sehnen 
hergeleitet,  welche  zwei  Punkte  beider  Hyperbelzweige  mit  einan- 
der verbinden;  es  entsteht  also  der  Satz:  Jede  Sehne  einer 
Hyperbel  wird  von  den  Asymptoten  so  geschnitten, 
dassdiezwischendenAsymptotenundderCurvelie- 
genden  Stücke  der  Sehne  oder  ihrer  Verlängerungen 
einander  gleich  sind. 

Die  so  eben  gefundene  Eigenschaft  der  Hyperbel  gewährt  nun 
ein  besonders  einfaches  Mittel ,  einzelne  Punkte  dieser  Curve  zu 
construiren ,  sobald  ein  Peripheriepunkt  P,  nebst  den  Asymptoten 
gegeben  ist.  Legt  man  nämlich  durch  diesen  Punkt  die  beliebige 
Gerade  N^N^,  so  stösst  man  stets  auf  einen  zweiten  Peripherie- 
punkt ,  wenn  man  die  Strecken  N^  P2  =  iV,  Pi  nimmt.  Jeder  so 
gewonnene  Hyperbelpunkt  kann,  wenn  man  das  Anhäufen  zu  vieler 
in  einem  Punkte  sich  schneidenden  Geraden  vermeiden  will,  als 
neuer  Ausgangspunkt  der  Construction  benutzt  werden.  —  In  ganz 
ähnlicher  Weise  ist  der  Lehrsatz  anzuwenden,  wenn  mittelst  einer 
Asymptote  und  dreier  Peripheriepunkte  die  andere  Asymptote  ge- 
funden werden  soll.  Mit  Hilfe  der  drei  Sehnen ,  welche  durch  die 
drei  Hyperbelpunkte  gelegt  werden  können,  erlangt  man  drei  sich 
gegenseitig  controlirende  Punkte  der  zu  construirenden  Asymptote. 

Sucht  man  die  Bedingung,  unter  welcher  die  obige  Glei- 
chung 5)  zwei  gleiche  reelle  Wurzeln  giebt,  so  erhält  man  als 
Kennzeichen  für  den  Fall,  in  welchem  die  durch  Nr.  4)  repräsen- 
tirte  Gerade  zur  Tangente  wird ,  die  Relation : 

oder  nach  gehöriger  Hebung : 

6)  mn  =  c*. 

Wird  mittelst  dieser  Bedingungsgleichung  die  Strecke  n  aus  Nr.  5) 
eliminirt,  so  entsteht  für  die  Abscisse  des  Berührungspunktes,  die 
wir  mit  oc^  bezeichnen  wollen ,  das  Resultat : 


und  hieraus  folgt: 

7)  X,  =  — 

Aus  4)  ergiebt  sich  dann  für  die  zugehörige  Ordinate : 
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8)  ..  =  ^. 

Die  Werthe  7)  and  8)  lassen  erkennen,  daas  der  Berührungspunkt 
einer  Hyperbeltangente  in  der  Mitte  zwischen  den  beiden  Punkten 
gelegen  ist,  in  welchen  die  Tangente  von  den  Asymptoten  ge- 
schnitten wird.  Es  ist  dies  wieder  der  oben  für  die  Sehnen  gefun- 
dene Lehrsatz ,  ausgedehnt  auf  den  Fall ,  wo  die  beiden  Durch- 
schnitte der  Geraden  und  der  Hyperbel  in  einen  übergehen  und 
die  Sehne  zur  Tangente  wird. 

Sind  die  auf  die  Asymptoten  bezogenen  Coordinaten  x^  und 
Vi  eines  Hyperbelpunktes  gegeben ,  so  erhalten  die  von  der  Tan- 
gente dieses  Punktes  auf  den  Asymptoten  abgeschnittenen  Strecken 
nach  7)  und  8)  die  Längen 

von  denen  jede  einzelne  ausreicht,  um  damit  die  Tangente  zu  con- 
struiren.  Werden  endlich  diese  Werthe  in  Nr.  4)  eingesetzt,  so 
erlangt  die  Asymptotengleichung  der  Hyperbeltan- 
gente im  Punkte  o^iy,  die  Gestalt 

oder  auch,  wenn  man  mit  der  für  x^y^  geltenden  Asymptoten- 
gleichung 

4x^yi  =  c^ 
multiplicirt, 

10)  ^{^yi+ya:,)  =  cK 

Die  letzte  Gleichung  gehört  nicht  allein  in  Beziehung  auf  a:  und  y, 
sondern  auch  für  Xi  und  y,  dem  ersten  Grade  an  und  besitzt  eine 
80  symmetrische  Form,  dass  darin  unbeschadet  der  Richtigkeit  die 
Punkte  xy  und  Xiy^  ihre  Rolle  vertauschen  können.  Diese  Be- 
merkungen reichen  hin,  um  daraus  mit  Hilfe  einer  schon  mehrfach 
angewendeten  Schlussfolgerung  das  Resultat  herzuleiten,  dass  für 
einen  ausserhalb  der  Hyperbel  gelegenen  Punkt  x^y^  Nr.  10)  die 
Asymptotengleichung  der  Berührungssehne  darstellt. 

§.  29. 
Die  Krünunungskreise  der  Hyperbel. 

Um  die  Untersuchungen  über  die  Krümmungskreise  der  Hy- 
perbel in  bequemer  Weise  an  die  entsprechenden  bei  der  Theorie 
der  Ellipse  dagewesenen  Betrachtungen  anknüpfen   zu  können, 
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kehren  wir  zu  dem  rechtwinkligen  Coordinatensysteme  zurück, 
dessen  Achsen  mit  den  Hyperbelachsen  zusammenfallen.  Die 
Krüramungsmittelpunkte  werden  wie  früher  mittelst  des  Durch- 
schnittes benachbarter  Normalen  bestimmt. 

Die  in  §.  26  Nr.  10)  aufgestellte  Gleichung  der  Normale  im 
Punkte  a:^1/^  erlangt,  wenn  man  die  Glieder,  welche  die  veränder- 
lichen Coordinaten  enthalten,  auf  einer  Seite  vereinigt,  die  der 
Gleichung  I)  in  §.  23  entsprechende  Form: 

1)  a^y^x  +  b'^x^y=ia*  +  h'^)x,y^. 

Ebenso  erhält  man  für  eine  zweite  Normale  im  Punkte  arj^j: 

2)  a^y^x  +  h^x^y  =  (a*  +  h^)  x^y^. 

Durch  Wegschaffung  von  y  findet  sich  für  die  Abscisse  des  ge- 
meinschaftlichen Punktes  beider  Normalen 

a:=(^l+J^\a:x    (     ^'~^'     "j 

oder,  wenn  wir  die  Abkürzung 

^2^1—51^2 
m  = 

und  die  numerische  Excentricität  e  einführen,  % 


(x^  x^\ 
m   J 


Die  Constante  m  bedeutet  hierbei  wieder  nach  §.  5  Nr.  11)  die  Ab- 
scisse des  Durchschnittspunktes  der  durch  x^y^  und  a-j^a  gehen- 
den Secante  und  der  X-Achse.  Beim  Zusammenfallen  beider  Nor- 
malen wird  die  Secante  zur  Tangente,  folglich  nach  §.  26  Nr.  8) 

_a* 

^1 
Hiermit  erlangt  die  Abscisse  des  in  der  Normale  des  Punktes  x^tjx 

gelegenen  Krtimmungsmittelpunktes  den  Werth 

-2^3 

3)  ^  =  -^' 

welcher  vollständig  mit  dem  in  §.  23  Nr.  3)  für  die  Ellipse  gefun- 
denen übereinstimmt.  Zum  Zwecke  der  gjpmetrischen  Darstellung 
kann  dieser  Ausdruck  in  der  Form 

x=^  .  sec^  a 
geschrieben  werden,  wobei  ^  =  e^Xi  nach  §.  26  Nr.  1 1)  die  Abscisse 
des  Durch  Schnittspunktes  der  Normale  und  der  X-Achse  bedeutet 

und  der  Winkel  a  mit  Hilfe  der  Gleichung  sec  a  =  —  zu  construiren 
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5t.   Nach  einer  in  §.  25  gcmacliten  Boniorkung  orljÄlt  man  den- 

elben  Winkel  auch  mittelst  der  Relation :  ///«  er  r-=  -1 .  Die  Ausfüli- 

b 

ang  der  hieraus  folgenden  Constructionon  dos  Kriimmungsmittel- 
•unktes  mag  dem  eigenen  Nachdenken  des  Losers  tiberlassen 
ileiben. 

Für  die  Ordinate  des  Krümmnngsmittelpunktes  findet  sich, 
?enn  der  in  3)  enthaltene  "Werth  von  x  in  die  Gleichung  I)  der 
Normale  eingesetzt  wird,  nach  einigen  Reductionen  wieder  in  voll- 
tändiger  Uebereinstimmung  mit  dem  entsprechenden  für  die  El- 
ipse  geltenden  Ausdrucke 

Die   Aufsuchung   des    Krümmungshalbmessers    mittelst    der 

Srleichung 

ührt  ebenfalls  zu  Resultaten,  die  bereits  in  §.  23  in  gleicher  Weise 
Ür  die  Ellipse  Geltung  gefunden  haben.   Es  ergiebt  sich  zunächst 

^)  ^—         ^'         ' 

nd  hieraus  mit  Benutzung  des  in  §.26  Nr.  12)  für  die  Länge  iV 
er  Normale  aufgestellten  Werthes: 

ierbei  bedeutet  p  wie  früher  den  Halbparameter ,  von  dem  wir 
Jsehen  haben,  dass  er  durch  Projection  von  N  auf  einen  der  Leit- 
rahlen  des  Punktes  or,  y,  dargestellt  werden  kann.  Es  folgt  hier- 
is  wieder,  wie  in  §.  23 ,  dass  die  in  Fig.  37  enthaltene  Construc- 
►n  des  Krümmungshalbmessers  ebenso  wie  für  die  Parabel  und 
lipse  auch  für  die  Hyperbel  angewendet  werden  kann.  Diese 
>nstruction  gilt  also  für  alle  Kegelschnitte  ohne  Unterschied. 

Die  auf  die  Quadratur  der  Hyperbel  bezüglichen  Un- 
psuchungen  greifen  zu  weit  in  das  Gebiet  der  höheren  Mathe- 
itik  ein,  um  hier  einen  geeigneten  Platz  finden  zu  können;  sie 
eiben  daher  ebenso  wie  die  Betrachtungen  über  die  Retification 
mmtlicher  Kegelschnittslinien  von  diesem  Buche  ausgeschlossen. 


Achtes  Capitel. 
Die  Linien  zweiten   Grades. 


§.  30. 

Diflcnssion  der  allgemeinen  Gleichnng  der  Linien 

zweiten  Grades. 

-Nachdem  wir  in  den  vorhergehenden  Capiteln  einige  Linien 
näher  kennen  gelernt  haben ,  deren  Gleichungen  sämmtlich  dem 
zweiten  Grade  angehörten ,  bleibt  noch  die  Frage  zu  entscheiden, 
ob  ausser  ihnen  andere  Linien  dieses  Grades  existiren  oder  ob 
mit  den  Kegelschnitten  der  zweite  Grad  völlig  erschöpft  ist.  Wir 
haben  zu  diesem  Zwecke  die  allgemeinste  Gleichung  zweiten  Gra- 
des zwischen  den  Coordinaten  x  und  y  zu  betrachten ,  wofür  be- 
reits früher  (§.  9  Nr.  7)  die  Form 

Ax^  +  Bf  +  lCxy  +  iDx  +  2Ey  +  F=zO 
festgestellt  wurde ,  und  zu  untersuchen ,  welche  verschiedene  Li- 
nien dadurch  repräsentirt  werden  können.  Um  dieser  Untersu- 
chung die  möglichste  Allgemeinheit  zu  verleihen,  setzen  wir  zu- 
nächst ein  Parallelcoordinatensystem  mit  beliebigem  Coordinaten- 
Winkel  voraus,  suchen  aber  durch  Discussion  der  Gleichung  solche 
neue  Lagen  der  Coordinatenachsen  zu  ermitteln ,  für  welche  die 
Gleichung  einfachere  Formen  erhalten  muss.  Wird  auf  diese  neuen 
Lagen  transformirt ,  so  werden  wir  dadurch  zur  Classification  der 
in  Rede  stehenden  Linien  gelangen.  Da  unsere  Coordinatenachsen 
geradlinig  sind ,  so  beginnen  wir  die  Untersuchung  mit  den  Be- 
ziehungen, welche  zwischen  den  Linien  zweiten  Grades  und  einer 
beliebigen  Geraden  stattfinden. 

Soll  ein  Punkt  xy  gleichzeitig  auf  einer  Linie  zweiten  Gra- 
des und  einer  Geraden  gelegen  sein,  so  gilt  für  seine  Coordinaten, 
weil  er  der  ersten  Linie  angehört,  eine  Gleichung  von  der  Fornu 
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1)  Aa:^  +  By"  +  ^Cxy  +  iBx  +  SiFy  +  /'=::=  0; 

die  Gleichung  der  Geraden  mag  wie  in  den  beiden  vorhergehen- 
den Capiteln  durch 

2)  y  =  Mx  +  n 

repräsentirt  werden.  Durch  Substitution  des  letzten  Werthes  von 
y  in  Nr.  1)  erhält  man  für  die  x  solcher  Punkte,  welche  beiden  Li- 
nien angehören : 

(a^(A  +  BM^  +  2CM)'i-2x{BMn  +  Cn  +  D+EM) 

^)      I  -i-Bn^+^En  +  F^O] 

die  zugehörigen  y  finden  sich  aus  Nr.  2).  Da  die  für  x  erhaltene 
Gleichung  quadratisch  ist,  so  besitzt  sie  höchstens  zwei  reelle  Wur- 
zeln und  führt  in  diesem  Falle  zu  zwei  gemeinschaftlichen  Punk- 
ten beider  Linien.  Hieraus  folgt  der  Fundamentalsatz:  jede 
Gerade  kann  mit  einer  Linie  zweiten  Grades  nicht 
mehr  als  zwei  Punkte  gemein  haben*). 

Sobald  zwei  Durchschnittspunkte  vorhanden  sind  oder  sobald 
die  Gerade  eine  Sehne  bildet ,  kann  die  Gleichung  3)  durch  den 
Coefficienten  von  oc^  dividirt  werden**).    Dann  entsteht: 

Wobei  wir  zur  Abkürzung  P  für  den  Inhalt  des  Gliedes  gesetzt 
haben ,  welches  das  Product  der  beiden  "Wurzeln  enthält  und  des- 
sen Grösse  für  die  folgende  Betrachtung  unwesentlich  ist.  Be- 
zeichnen wir  nun  mit  x  und  y  die  Coordinaten  der  Sehnenmitte, 
Jo  muss  nach  einem  schon  mehrfach  angewendeten  Satze  x  dem 
irithmetischen  Mittel  der  beiden  Wurzeln  von  Nr.  4)  gleich  sein, 
tfan  erhält  also : 

_       {BM+C)7i  +  B  +  EM 
^~~  A+BM^  +  2CM      ' 

während  das  zugehörige  y  wieder  aus  der  Gleichung 

*)  Eine  einzige  Ausnahme  von  diesem  Satze  ist  möglich,  wenn 

A  +  BM2-^2CM, 

BMn^Cn-^-DJ^EM, 

Bn^^^En-^-F 

;leichzeitig  zu  Null  werden.    Dann  genügt  jedes  x  der  Gleichung  3)  und 

lie  Gerade  fällt  mit  der  Linie  zweiten  Grades  zusammen.    Diese  Bemer- 

tung  wird  sich  später  insofern  rechtfertigen ,  als  in  der  Gleichung  zweiten 

jhrades  auch  geradlinige  Gebilde  enthalten  sind. 

**)  Wird  der  Coefficient  A-J^BM^ -^-^CM  zu  Null,  ohne  dass  die  an- 
deren beiden  Coefficienten  verschwinden,  so  geht  Nr.  3)  in  eine  Gleichung 
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gefunden  wird.  Wenn  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  die 
Constante  n  eliminirt  wird,  so  bleiben  die  Coordinaten  des  Mittel- 
punktes der  Sehne  nur  noch  von  der  Kichtung  dieser  Geraden  ab- 
hängig; es  ergiebt  sicli  dann  als  Bedingung  dafür,  dass  der  Punkt 
xy  auf  der  Mitte  einher  Sehne  mit  der  Kichtungsconstante  M  gele- 
gen ist, 

5)  x{A+  CM)  +y{BM+C)  +  D+EM  =  0. 

Diese  Gleichung  gilt  in  ungeänderter  Weise,  so  lange  M  denselben 
Werth  behält,  d.  i.  für  ein  System  paralleler  Sehnen;  ihrer  Form 
nach  repräsentirt  sie  eine  gerade  Linie.  Man  kann  hiernach  den 
Satz  aussprechen:  die  Mittelpunkte  aller  parallelen  Seh- 
nen einer  Linie  zweiten  Grades  liegen  in  einer  Gera- 
den; alle  Linien  zweiten  Grades  besitzen  also  geradlinige  Durch- 
messer. Nr.  5)  ist  die  Gleichung  des  Durchmessers  für  die  Sehnen 
mit  der  Kichtungsconstante  M. 

Bezeichnen  wir  mit  a  und  ß  die  beiden  Winkel ,  welche  eine 
Schaar  paralleler  Sehnen  der  Keihe  nach  mit  der  Ai-  und  7- Achse 
einschliesst ,  so  ist  nach  §.  5  Nr.  2) 

sinß^ 
man  hat  daher,  wenn  «  =  0,  auch  ilf=0,  dagegen,  wenn  j3  =  0, 
^=00  zu  setzen.    Die  erste  dieser  beiden  Substitutionen  giebt 
aus  Nr.  5) 

6)  Ax  +  Cy  +  D=:0 

für  den  Durchmesser  der»  mit  der  Z- Achse  parallelen  Sehnen. 
Wird  ferner  die  Gleichung  5)  durch  M  dividirt  und  dann  M  =  Cfi 

1  • 

oder  —  =  0  gesetzt,  so  erhält  man  als  Gleichung  des  Durchmessers 

aller  zur  Y-  Achse  parallelen  Sehnen : 

ersten  Grades  über ,  es  ist  also  nur  e  i  n  Durchschnittspunkt  vorhanden. 
Dies  kann  höchstens  für  zwei  specielle  Richtungen  der  Geraden  vorkommen, 
wofür  die  M  aus  der  Gleichung 

BM^+2CM'hAz=0 
gefunden  werden.     Als  solche  specielle  Richtungen  haben  wir  bereits  bei 
der  Parabel  die  Richtung  der  Achse  und  bei  der  Hyperbel  die  Richtung  der 
Asymptoten  kennen  gelernt. 

Sollte  für  jedes  M  der  Coefficient  von  a?*  zu  Null  werden ,  so  müssten 
die  Constanten  Ay  B  und  C  alle  drei  gleich  Null  sein.  Dann  gehört  aber  die 
allgemeine  Gleichung  nicht  mehr  einer  Linie  zweiten  Grades  an. 
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7)  Cx+  By'\-  E=^0. 

Die  Gkichnng  jedes  beliebigen  Durcbmessers  kann,  wenn  man  die 
mit  dem  Factor  M  behafteten  Glieder  von  den  übrigen  trennt ,  in 
der  Form 

8)  Aa:  +  Cy  +  D  +  M{Cx+By  +  E)  =  0 

geschrieben  werden.  Da  diese  letzte  Gleichung  von  einem  x  und 
y  verificirt  wird,  welche  den  Gleichungen  6)  und  7)  Genüge  leisten, 
80  folgt ,  dass  sich  alle  drei  durch  diese  Gleichungen  repräsentir- 
ten  Geraden  in  einem  Punkte  schneiden,  oder  auch,  wenn  dieser 
Punkt  in  der  Unendlichkeit  gelegen  ist,  parallel  laufen.  Mit  Rück- 
sicht darauf,  dass  Nr.  8)  jedem  beliebigen  Durchmesser  angehört, 
folgt  hieraus  der  Satz:  Alle  Durchmesser  einer  Linie 
zweiten  Grades  laufen  entweder  parallel  oder  schnei- 
den sich  in  einem  Punkte. 

Um  zu  entscheiden,  wann  der  eine  oder  der  andere  dieser 
beiden  Fälle  stattfindet,  suchen  wir  die  Coordinaten  des  Durch- 
schnittspunktes der  Linien  6)  und  7)  auf,  die  wir  mit  u  und  v  be- 
zeichnen wollen.    Man  hat  dann 

^)  I  Cu  +  Bv  +  E=0, 

und  hieraus  folgt : 

ce—bd  cd  —  ae 

^")  ""^-aW^^c^^        '=ab=:c^' 

Ist  nun  der  gemeinschaftliche  Nenner  dieser  beiden  Brüche ,  den 
wir  mit 

11)  J  =  AB  —  C^ 

bezeichnen  wollen,  von  Null  verschieden,  so  besitzen  u  und  v  end- 
liche Werthe,  die  Durchmesser  schneiden  sich  also  in  endlicher 
Entfernung ;  sie  laufen  dagegen  parallel ,  wenn  ^  =  0  und  dabei 
die  Zähler  von  Null  verschieden  sind.  Sollten  dagegen  im  letzten 
Falle  auch  die  Zähler  verschwinden,  so  erhalten  u  und  v  die  un- 
bestimmte Form  -— ,  wodurch,  jenachdem  dies  für  einen  oder  beide 

Zähler  stattfindet,  auf  den  Parallelismus  der  Durchmesser  mit  einer 
der  beiden  Coordinatenachsen  oder  auf  das  Zusammenfallen  sämmt- 
Hcher  Durchmesser  hingedeutet  wird. 

Anal.  Geom.  1.  II 
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Die  Bedingung  des  Parallelisnuis,  worin  das  Zusammenfallen 
mit  eingeschlossen  ist ,  kann  noch  dadurch  bestätigt  werden ,  dass 
wir  aus  der  Gleichung  5)  die  Kichtungsconstante  des  Durchmessers 
herleiten,  welche  M'  heissen  mag.    Wir  erhalten: 

^^^  ^  ~       BM+C' 

oder  auch,  wenn  wir  im  Zähler  C  und  im  Nenner  B  als  Factor 
ausheben. 


C 


(-+^) 


Die  letzte  Form  zeigt,  dass  3f  für  jede  Richtungsconstante  M  der 

(j 

Sehnen  den  unveränderlichen  Werth  —  — -   erhält,   oder  dass  alle 

B 

Durchmesser  gleiche  Richtung  besitzen ,  wenn  die  Relation 
^==^  oder  C^^AB 

Geltung  hat.  —  In  jedem  anderen  Falle,  d.  i.  wenn  ^^  ^0,  bleibt 
M'  von  M  abhängig,  und  zwar  besteht  dafür,  wie  man  leicht  aus  J2) 
ableiten  kann ,  die  Bedingung 

13)  BMM'  +  C{M+M')  +  ^  =  0. 

Diese  letzte  Gleichung  besitzt  eine  so  symmetrische  Form,  dass 
darin  M  und  M'  vertauscht  werden  können,  d.  h.  dass  die  Richtung 
des  Durchmessers  in  die  der  .anfänglichen  Sehnen  übergeht,  wenn 
die  Sehnen  die  Richtung  des  anfänglichen  Durchmessers  anneh- 
men. Dies  ist  aber  die  Eigenschaft  der  conjugirten  Durch- 
messer, welche  sich  hiernach  bei  allen  Linien  zweiten  Grades 
vorfindet,  deren  Durchmesser  nicht  parallel  laufen.  In  gleicher 
Weise  wie  bei  der  Theorie  der  Ellipse  und  Hyperbel  wird  dann 
hergeleitet,  dass  alle  Durchmesser  im  Punkte  uv  halbirt  werden. 
Derselbe  ist  also  Mittelpunkt. 

Nach  dem  Vorhergehenden  zerfallen  alle  Linien  zweiten  Gra- 
des in  zwei  Classen :  in  solche,  welche  einen  Mittelpunkt  besitzen, 
wobei  ^  ^  0  sein  muss,  und  in  Linien  ohne  Mittelpunkt,  für  welche 
die  Relation  ^  =  0  Geltung  hat.  Im  Folgenden  sollen  beide  Fälle 
einzeln  untersucht  werden. 
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§.  31. 
'Fortsetzung. 
Erster   Haupt  fall:    J^O.     Da  hierbei  ein  Mittelpunkt 
vorhanden  ist ,  so  kann  derselbe  zum  Anfangspunkte  eines  neuen 
Coordinatensystemes  gewählt  werden,  dessen  Achsen  den  ursprüng- 
lichen Coordinatenachsen  parallel  laufen.    Nach  den  Transforma- 
tionsformeln für  parallele  Achsenverschiebung  erhält  man  die  neue 
Gleichung  der  zu  untersuchenden  Linie  zweiten  Grades,  wenn  man 
x'm  X  +  u  und  y  in  y  +  p  übergehen  lässt.    Aus  der  Gleichung  1) 
des  vorhergehenden  Paragraphen  entsteht  dann : 
Aa^  +  By^  +  2Cxy 

1)  J      +2a:{Au  +  Cv  +  D) +  ^y{Cu+Bv  +  £:) 
[  +At^  +  Bv''  +  2Cuv  +  2Du+'2Ev+F=o. 

Mit  Rücksicht  auf  §.  30  Nr.  9)  fallen  hierin  diejenigen  Glieder  aus, 
welche  x  und  y  in  der  ersten  Potenz  enthalten ;  es  bleibt  also : 

2)  ,  Ax'+By'  +  2Cxy+  2=0, 
wobei  zur  Abkürzung 

2;==zAu^+  Bv^  +  2Cuv  +  2Du  +2Ev  +  F 
gesetzt  ist.    Schreiben  wir  die  letzte  Gleichung  in  der  Form 

2=  {Au+  Cv  +  B)  u  +  {Cu+  Bv  +  E)  V  +  Du  +  Ev  +  F, 
80  reducirt   sich  dieselbe  mittelst  der  soeben  benutzten  Relatio- 
nen auf 

2=Du  +  Ev  +  F, 

worein  die  Werthe  von  u  und  v  aus  Nr.  10)  des  vorigen  Paragra- 
phen substituirt  werden  können.  Wir  bedienen  uns  hierbei  der 
Abkürzung 

3)  r=  AE^  +  BB^  —  2CBE—FJ] 
dann  ergiebt  sich 

4)  z=-£, 

und  die  auf  das  neue  Coordinatensystem  bezogene  Gleichung  2) 
wird  zu 

5)  Ax'  +  By'  +  ^Cxy^^' 

Der  Mittelpunkt  ist  hierbei  Coordinatenanfang ;  beide  Achsen  sind 
also  Durchmesser  der  Linie  zweiten  Grades. 

Wir  w^ollen  nun  mit  Beibehaltung  des  Coordinatenanfanges 
Tind  der  ^- Achse  die  Achse  der  y  in  eine  solche  Lage  bringen, 
dass  beide  Linien  ein  Paar  conjugirter  Durchmesser  darstellen. 

11* 
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Da  dann  die  neue  7- Achse  Durchmesser  für  die  der  ^- Achse 
parallelen  Sehnen  sein  muss,  so  hat  sie  nach  §.  30  Nr.  6)  im  jetzi- 
gen Systeme  die  Gleichung 

Ax  +  Cy  =  0. 
Für  ihre  Bichtnngsconstante  folgt  hieraus 

ßx  _£ sincL 

""[  C~sinß' 

und  hieraus  wieder 

7)  A  sin  ß  +•  Csin(x  =  0. 

Die  Grössen  a  und  ß  bedeuten  dabei  im  Sinne  der  Formel  2)  §.  5 
die  von  der  neuen  F-Achsei  und  den  jetzigen  Coordinatenachsen 
eingeschlossenen  Winkel ,  so  dass  a  den  neuen  und  co  =  «  +  j5 
den  jetzigen  Coordinatenwinkel  darstellt.  Die  Möglichkeit,  die 
F-  Achse  in  eine  derartige  neue  Lage  überzuführen ,  ist  an  die 
Bedingung  geheftet ,  dass  A  von  Null  verschieden  ist ,  weil  sonst 
nach  5)  die  neue  Y-  Achse  im  jetzigen  Systeme  die  Gleichung 

y  =  o 
besitzen,   also  mit  der   beibehaltenen  -ST- Achse  zusammenfallen 
würde  *).    Wir  setzen  daher  vorläufig  voraus,  dass  -4^0,  und  wer- 
den den  Fall  A  =  0  später  einer  besonderen  Betrachtung  unter- 
werfen. 

Wird  zunächst  über  die  F- Achse  so  verfügt,  dass  mit  Beibe- 
haltung des  Coordinatenanfanges  und  der  JT- Achse  der  neue  Co- 
ordinatenwinkel die  Grösse  a  noch  ohne  weitere  Beschränkung  er- 
hält, so  lässt  sich  aus  den  Formeln  6)  §.  4  herleiten,  dass  beim 
Uebergange  zum  neuen  Coordinatensysteme 

sin  ß 
o:  in  o:  +  y    . 

stnm 

sina 

stnoü 

übergehen  muss,  wobei  zur  Abkürzung  nachdem  Vorigen  j3=ß)—« 

gesetzt  worden  ist.    Man  erhält  dann  aus  der  Gleichung  5)  die  auf 

das  neue  System  bezogene  Gleichung: 

g       rA  sin^ß  +  B  sin^a  +  2Csin  a  sinß\    ^ 

^  "^  V  sin*m  J  ^ 

V  sin  CD  y  ^ 


*)  Für  das  Zusammenfallen  zweier  conjugirten  Durchmesser  ist  uns 
bereits  ein  Beispiel  in  den  Asymptoten  der  Hyperbel  bekannt. 
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loUen  nun  die  Coordinatenachsen  ein  Paar  conjugirter  Dnrchmes- 
er  bilden ,  so  kommt  hierin  mit  Rücksicht  auf  die  Relation  7)  das 
irlied  mit  dem  Factor  xy  in  Wegfall,  und  der  Zähler  des  Coeffi- 
ienten  von  y*  kann  mit  Benutzung  von  Nr.  6)  auf  die  Form 

stn"  ßKA  +  B.  -Ti-5  +  2C  .  -^-5  1  = 7;r-^ 

^  V  stn^  p  stnßJ  C* 

gebracht  werden.    Aus  8)  entsteht  daher  für  die  zu  untersuchende 

jinie  zweiten  Grades  die  Gleichung: 

m  AJsin^ß  r 

)a  wir  von  der  Voraussetzung  ausgingen ,  dass  J  von  Null  ver- 
ichieden  sein  soll,  so  können  wir  diesen  Werth  noch,  ohne  der 
Ulgemeinheit  der  Untersuchung  Eintrag  zu  thun,  als  positive 
jrösse  annehmen,  indem  entgegengesetzten  Falls  die  Gleichung 
suvor  mit  —  1  multiplicirt  werden  kann.  In  Beziehung  auf  die 
jrrössen  F  und  J  lassen  sich  dann  folgende  sechs  Fälle  unter- 
scheiden : 

1.  Ist  ^  >  0  und  r  >0,  so  erlangt  Nr.  9)  die  Form 

aa^  +  ßy'  =  Y, 
wobei  a,  ß  und  y  drei  entschieden  positive  Grössen  bedeuten  sol- 
len.  Setzt  man  noch 

«  P 

80  sind  a^  und  &i  reelle  Werthe ,  und  man  erhält 

d.i.  nach  §.  22  Nr.  8)  die  Gleichung  einer  Ellipse,  bezogen  auf 
zwei  conjugirte  Durchmesser*). 

2.  Wenn  J>0  und  r==0,   so  kann  mit  Beibehaltung  der 
vorigen  Bezeichnungen  die  Gleichung  9)  in  der  Gestalt 

««:'  +  /3y*  =  0 
geschrieben  werden.   Für  reelle  x  und  y  müssen  dann  beide  Coor- 
diuaten  gleich  Null  sein;    die  Linie   schwindet   also  in   einen 
I*Unkt  —  den  Mittelpunkt  —  zusammen. 

3.  Sobald  J>0  und  r<  0,   ist  es  nicht  mehr  möglich,  der 
dadurch  entstehenden  Gleichung 


*)  Der  Kreis  ist  selbstverständlich  hierin  mit  eingeschlossen,  wenn 
^  ^  61  und  der  Coordinatenwinkel  ein  rechter  ist. 
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in  reellen  x  und  y  zu  genügen;  die  Gleichung  hat  also  gar  keine 
geometrische  Bedeutung. 

4.  Der  Fall  z^<  0  und  7'<  0  führt  auf  eine  Gleichung  von 
der  Form 

ax^  —  ßy^=^y 
oder  auch 


(0-  (0* 


=  1, 


d.  i.  nach  §.  27  Nr.  6)  die  Gleichung  einer  Hyperbel,  wobei  2 cf, 
einen  Hauptdurchmesser  und  26,  den  zugehörigen  Nebendurch- 
messer darstellt. 

5.  Wenn  z/  <  0  und  r=  0  ,  so  entsteht  die  Gleichung 

welche  in 

{x]/^  —  yj/ß)(xj/^+yj/ß)  =  0 
zerlegt  werden  kann.    Sie  repräsentirt  zwei  sich  schneidende 
gerade  Linien. 

6.  Ist  endlich  ^  <  0  und  I  >  0,  so  erhält  man 

aa;'  —  ßy^  =  —  y 
oder 


-xo'^  (!;)'='• 


d.  i.  wieder  die  Gleichung  einer  Hyperbel,  bezogen  auf  zwei 
conjugirte  Durchmesser,  von  denen  aber  der  Hauptdurchmesser 
mit  der  Z- Achse  zusammenfällt. 

In  dem  bis  jetzt  von  der  Untersuchung  ausgeschlossen  geblie- 
benen Falle,  wo  ^  =  0  ist,  kommen  in  2),  5)  und  8)  die  mit  a^  be- 
hafteten Glieder  in  Wegfall ,  und  die  Transformation,  welcher  die 
Gleichung  9)  ihre  Entstehung  verdankt,  bleibt  unzulässig.  Man 
kann  aber  dann  bei  Drehung  der  Ordinatenachse  über  den  oben 
benutzten  Winkel  a  so  verfügen,  dass  in  Nr.  8)  auch  das  Glied  mit 
y*  verschwindet.    Hierzu  ist 

10)  B  sin  a  +  2Csinß  =  0 

zu  setzen,  woraus,  wenn  wir  mittelst  der  Relation 

ß=  oa  —  a 
den  Coordinatenwinkel  co  einführen,  die  Gleichung 

B  sin  a  +  2C  sin  (w  —  «)  =  0 
entsteht.    Nach  einfacher  Reduction  folgt  hieraus : 
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^C  sin  00 
^  'lCcos(ü  —  B' 

was  allemal  eine  mögliche  Lage  der  J'- Achse  giebt,  wenn  nicht 
auch  (7=0  ist.  Mit  Ausschluss  dieses  Falles  entsteht  bei  Anwen- 
dung des  neuen  Coordinatenwinkels  a  aus  8)  die  Gleichung : 

12)  2-: xy=  ^, 

welche  nach  §.  28  Nr.  2)  die  Asymptotengleichung  einer 
Hyperbel  darstellt,  wenn  i'^0,  für  I'=0  aber  in  die  Glei- 
chungen der  neuen  Coordinatenachsen  zerfallt,  wodurch  also  zwei 
sieh  schneidende  Gerade  reprasentirt  werden.  Beachten 
wir,  dass  für  ^  =  0  und  6'^  0  allemal  C^  >  AB,  also  z/  <  0  sein 
muss,  so  sehen  wir,  dass  die  in  der  Gleichung  1*2)  enthaltenen  Fälle 
mit  dem  vierten ,  fünften  und  sechsten  Falle  der  Gleichung  9)  in 
Uebereinstimmung  gebracht  werden  können.  • 

Ist  endlich  A^^O  und  6'=  0,  so  wird  auch  z/  =^  0;  es  gehört 
dies  also  nicht  unter  den  jetzt  untersuchten  Hauptfall. 

Aus  den  vorigen  Erörterungen  stellt  sich ,  wenn  wir  ihre  Re- 
sultate kurz  zusammenfassen,  Folgendes  heraus:   Die  allgemeine 
Gleichung  zweiten  Grades  in  der  Form  der  Gleichung  l)  §.  30  be- 
deutet, vorausgesetzt,  dass  ^  ^  0, 
wenn  J  >0  oder  AB  >C\ 
für  r  >  0  eine  Ellipse, 
„    J'=  0  einen  einzelnen  Punkt, 
„    I'<  0  kein  geometrisches  Gebild, 
wenn  J  <0  oder  AB<C\ 
für  r  ^  0  eine  Hyperbel, 
„    jr=  0  zwei  sich  schneidende  Gerade. 

§.  32. 

S  C  h  1  IL  8  8. 

Zweiter  Hauptfall:  J  =  0.  Wir  müssen  hier  sofort  un- 
terscheiden ,  ob  die  Zähler  der  im  vorigen  Paragraphen  angewen- 
deten Mittelpunktscoordinaten  u  und  v  Werthe  besitzen ,  die  von 
Null  verschieden  sind,  oder  ob  sie  zugleich  mit  J  verschwinden. 
Gehrauchen  wir  für  diese  Zähler  die  Abkürzungen 

^)  I  A^  =  CD  —  AE, 

80  folgt,  wenn  z/  =  0,  also  AB=:C*  gesetzt  wird, 
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^)  I  CA,  +  Byf^  =  0. 

Wir  ersehen  hieraus ,  dass  in  dem  jetzt  in  Rede  stehenden  Falle 
beide  Zähler  gleichzeitig  verschwinden  müssen ,  wenn  nicht  A  und 
C  oder  B  und  C  gleich  Null  sind. 

Untersuchen  wir  zunächst  den  Fall ,  wo  A,  und  yi^  zu  Null 
worden,  so  können  wir  hierbei  der  Coordinatentransformation  gänz- 
lich entbehren.  Wird  nämlich  die  allgemeine  Gleichung  zweiten 
Grades  in  gewöhnlicher  Weise  auf  y  reducirt,  so  folgt  bei  Anwen- 
dung der  eingeführten  Abkürzungen: 

_  —  Cx  —  E  ±  j/£*  —  BF+^AjX  —  z/ar» 

y—  ^  , 

also  hier,  wo  z/  =  0  und  ^j  =  0, 


C  E+VE^—BF 

Dieser  Ausdruck  hat  keine  geometrische  Bedeutung,  wenn 
^'<  jP J',  repräsentirt  eine  Gerade,  wennÄ'*  =  jP^,  und  zwei 
parallele  Gerade,  sobald  E^>  BF.  Dabei  verschwindet  auch 
^2  allemal,  wenn  nicht  B  und  C  beide  gleich  Null  sind.  —  Die  vor: 
hergehende  Keduction  bleibt  unzulässig  für  den  Fall,  dass  J9  =  0 
ist,  weil  dann  die  Gleichung  aufhört,  in  Beziehung  auf  y  quadra- 
tisch zu  sein.    Lösen  wir  dafür  nach  x  auf,  so  ergiebt  sich 

—  Cy  —  D  +  l/D«  —  AF-^-^A^x  —  Jx^ 
x  = = -^ : , 

also  unter  den  festgestellten  Bedingungen 


woraus  wieder  die  vorhergehenden  drei  Fälle  zum  Vorschein  kom- 
men, jenachdem 

AF^D^. 

< 
Diese  Lösung  bleibt  auch  noch  anwendbar ,  wenn  C  mit  B  ver- 
schwindet, sobald  nur  A,  und  A2  beide  zu  Null  werden,  wozu  auch 
je;  =  0  sein  muss ;  für  ein  gleichzeitiges  Verschwinden  von  A  und 
C  ist  von  Nr.  3)  Gebrauch  zu  machen  *). 


*)  Der  Fall ,  dass  A  und  B  gleich  Null  sind,  kann  hier  deshalb  nicht 
vorkommen,  weil  dann  wegen  C^  =  AB  auch  C  verschwinden  müsste.  Dann 
hört  aber  die  Linie  auf,  dem  zweiten  Grade  anzugehören. 


—    169    — 

Besitzen  ^,  und  ^,  Werthe,  welche  von  Null  verschieden 
sind,  oder  verschwindet  nur  eine  dieser  beiden  Grössen,  so  kehren 
wir  zu  dem  Hilfsmittel  der  Coordinatenverlegung  zurück.  Da  ein 
Mittelpunkt  jetzt  nicht  vorhanden  ist ,  so  wollen  wir  den  Coordi- 
natenanfang  mit  Beibehaltung  der  Achsen richtung  in  einen  vor- 
läufig noch  unbestimmten  Punkt  ti|  V|  verschieben.  Dann  entsteht 
nach  Analogie  von  Gleichung  1)  des  vorhergehenden  Paragraphen: 

iAa^  +  Bt/'+^Cxy 
+  ^x{Au,  +  Cv,+  D)  +  2y  {Cu,  +Bv,  +  E) 

Es  soll  nun  über  m,  und  »,  so  verfügt  werden ,  dass  der  Coefficient 
von  y  und  der  von  x  und  y  freie  Ausdruck  in  Wegfall  kommen. 
Hierzu  sind  folgende  zwei  Bedingungen  nöthig,  aus  denen  u^  und 
Pi  bestimmt  werden  können : 

^  Die  letzte  Gleichung  vereinfacht  sich  noch,  wenn  wir  ihr  die  Form 

A  Wj»  +  Ct/i  »1  +  2  D  Mj  +  JS:»!  +  J?*  +  (Cm,  +  Bv^+JE)v^z=zO 
geben,  indem  sie  dann  zufolge  der  ersten  Gleichung  auf 
^  M,*  +  C  Wi  »1  +  2  i>  M,  +  ^»1  +  i^  =  0 

zurückkommt.  Setzen  wir  hierein  den  aus  der  ersten  Bedingungs- 
gleichung folgenden  Werth 

7)  Vi- ^— , 

80  findet  sich  nach  gehöriger  Reduction : 

{AB  —  C)  w,*— 2  {CE—  B  D)  u,  +  {B  F—  E^)  =  0. 
Der  Coefficient  von  u^  ist  identisch  mit  d ^  also  gleich  Null;  es 
Ueibt  also 

BF—E* 

^öd  hieraus  entsteht  mit  Benutzung  der  Formel  7) 
2BBE—BCF—CE* 

^)  ^^  = ^B^I, 

I^ie  letzten  beiden  Resultate  zeigen,  dass  die  angewendete  Ver- 
*<ihiebung  des  Coordinatenanfanges  nur  so  lange  zulässig  ist ,  als 
^  tind  ^1  von  Null  verschieden  sind.  A^  kann  verschwinden;  nur 
Füssen  dann  A  und  C  gleich  Null  sein,  damit  nicht  Ai  auch  in 
Wegfall  komme. 
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Sobald  die  Gleichungen  8)  und  9)  statthaft  sind ,  erlangt  auch 
der  Cocfficient  von  2  a:  in  Nr.  5)  eine  einfachere  Form.  Man  er- 
hält nämlich  durch  Multiplication  und  Division  mit  B\ 

A  i/j  +  Ct\  +  D-~ ^ , 

und  hieraus  mit  Benutzung  der  Relation  AB=  C*  und  der  ersten 
Bedingungsgleichung  6) 

Die  Gleichung  5)  geht  folglich  für  das  neue  Coordinatensystem 
über  in 

10)  Ax^  +  By^+2Cxyz:=2^  x. 

B 

Eine  weitere  Vereinfachung  kann  hierin  durch  Drehung  einer 
der  beiden  Coordinatenachsen  um  den  neuen  Anfangspunkt  erzielt 
werden.  Wir  wollen  die  F- Achse  beibehalten,  der  ^- Achse  aber 
eine  solche  Lage  geben,  dass  sie  den  Durchmesser  für  die  der  an- 
dern Achse  parallelen  Sehnen  darstellt.  Nach  §.  30  Nr.  7)  erhält* 
unter  dieser  Voraussetzung  die  neue  X-Achse  im  jetzigen  Sy- 
steme die  Gleichung 

Cx  +  By^^O, 
woraus  für  die  Winkel,  welche  sie  mit  den  jetzigen  Coordinaten- 
achsen einschliesst ,  die  Relationen 

.  . .  sin  a  C  _    .         .,..., 

11) n^ -,  B  sm  a  +Xsvf  3  =  0 

^  sinß  B'  1^  r 

folgen.  Hierbei  repräsentirt  «  +  ß-~  (o  den  jetzigen,  ß  den  neuen 
Coordinatenwinkel.  Mittelst  der  Formeln  6)  des  §.  4  ist  herzulei- 
ten, dass  beim  Uebergange  zum  neuen  Coordinatensysteme 

sin  ß 

a;  m  ic  -: 

stn  0) 

sin  a  , 

^  "  ^  Tj:^  +  y 

stn  0} 
umgewandelt  werden  muss ;  aus  der  Gleichung  10)  findet  sich  dann 

ir^A  gm' ß+  Bsin'^a  +  ^C sin a  sin ß\    ,,  ,    «  , 
V  sin*  CO  J 

V  51/1  (ö  J  B  sin  0) 

Mit  Rücksicht  auf  die  Formeln  1 1)  verschwindet  hierbei  das  mit 
dem  Factor  xy  behaftete  Glied ;  ferner  wird  der  Zähler  des  Coef- 
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ficienten  von  a^  zu  Null,  wie  man  leicht  bemerken  wird,  wenn 
man  ihn  auf  die  Form 

^  V  stn^ß  ^  sinßJ  B 

bringt.    Es  bleibt  hiernach  für  die  zu  untersuchende  Linie  zweiten 
Grades  die  Gleichung 

^  *^N  •'      c.^\  sin  ß 

^  B^stnoD 

d.i.  nach  §.  17  Nr.  8)  die  Gleichung  einer  Parabel,  deren  Achse 
parallel  zur  X-Achse  liegt,  und  für  welche  die  F- Achse  die  Tan- 
gente des  in  der  Peripherie  gelegenen  Coordinatenanfanges  bildet. 
Es  bleibt  noch  der  Fall  zu  untersuchen,  wenn  5  =  0  ist,  wobei 
weder  die  oben  angegebene  Verschiebung  des  Coordinatenanfanges 
noch  die  zuletzt  benutzte  Drehung  der  X-Achse  stattfinden  kann. 
Aus  Nr.  1 1)  folgt  nämlich ,  wenn  wir  wieder  ß  =  co  ~  a  setzen, 
nach  einfacher  Reduction : 

C  sin  (o 

tan  et  = , 

C  cos  (o  —  B 

und  hieraus  ergeben  sich  stets  mögliche  Werthe  von  a ;  nur  ist  der 
Fall  B  =  0  deshalb  auszuschliessen ,  weil  dann 

tan  a  =  tan  00 
sein,  also  die  neue  X-Achse  mit  der  beibehaltenen  F- Achse  zu- 
sammenfallen würde. 

Da  für  B  =  0  nicht  auch  A  verschwinden  kann,  so  lässt  dieser 
Fall  eine  ganz  ähnliche  Behandlung  wie  der  jetzt  dagewesene  zu, 
sobald  man  in  Beziehung  auf  Nr.  5)  die  Verfügung  trifft ,  neben 
dem  von  x  und  y  freien  Ausdrucke  den  Coefficienten  von  x  in 
Wegfall  zu  bringen,  und  dann  mit  Beibehaltung  der  X-Achse  die 
Achse  der  y  in  eine  solche  Lage  bringt,  dass  sie  wieder  den  Durch- 
messer für  die  zur  andern  Achse  parallelen  Sehnen  abgiebt.  Wir 
haben  dazu  nicht  nöthig,  die  vorhergehenden  Rechnungen  voll- 
ständig zu  wiederholen,  da  Alles  nur  daraufhinauskommt,  in  den 
dagewesenen  Entwickelungen  x  und  y ,  A  und  B ,  B  und  E  gegen- 
seitig zu  vertauschen.  Man  erhält  schliesslich  an  der  Stelle  von 
Nr.  13) 

^  A^sincD 

d.i.  wieder  die  Gleichung  einer  Parabel. 
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Die  allgemeine  Gleichung  zweiten  Grades  bedeutet  also  nach 
den  vorhergehenden  Erörterungen, 
wenn  ^  =  0  oder  AB=  C^^ 

eine  Parabel,   sobald  nicht  -^j  =  0  und  ^2  =  ö» 
zwei  parallele  Gerade,  wenn  ^,  =  ^2  =  ^>  ^^^  dabei 

^  ^  0  und  JE*  >  BF,  oder  jP  =  0  und  D*  >  AF, 
eine  Gerade ,  wenn  wieder  ^j  =  -^2  =  ^  ^^^  dabei 
jP  ^  0  und  jE*  =  ^  J?*,  oder  B  =  0  und  I>*=:AF, 
kein  geometrisches  Gebild ,  wenn  bei  -^ij  =  -^j  =  0 
-B^OundJS;*<  5/^  oder  ^  =  0  und  I)*<  AF. 
Als  Gesammtresultat  der  ganzen  über  die  Linien  zweiten  Gra- 
des geführten  Untersuchung  stellt  sich  ferner  heraus ,  dass  ausser 
den  Kegelschnitten  keine   anderen    krummen  Linien  zweiten 
Grades  existiren. 

§.  33. 
Aufgaben. 

Wird  eine  Curve  dadurch  erzeugt,  dass  man  einen  Punkt  sich 
nach  einem  bestimmten  Gesetze  bewegen  lässt,  dessen  mathema- 
tischer Ausdruck  in  Parallelcoordinaten  auf  eine  Gleichung  zwei- 
ten Grades  hinführt,  so  muss  nach  den  in  den  vorhergehenden  Pa- 
ragraphen angestellten  Betrachtungen  der  geometrische  Ort  des 
bewegten  Punktes  eine  der  Kegelschnittslinien  sein.  Die  aufge- 
fundenen Kriterien  entscheiden  darüber ,  welche  besondere  Linie 
in  jedem  einzelnen  Falle  in  Frage  kommt.  Bei  der  speciellen  Un- 
tersuchung der  Kegelschnitte  haben  wir  bereits  mehrere  solche 
Entstehungsweisen  dieser  Curven  kennen  gelernt;  zum  Zwecke  der 
Einübung  der  bei  Gelegenheit  der  allgemeinen  Discussion  erhal- 
tenen Resultate  mögen  hierzu  noch  die  folgenden  Beispiele  treten. 

L  Man  soll  den  Ort  der  Scheitel  aller  derjenigen 
Dreiecke  suchen,  welche  au  feiner  gegebenen  Grund- 
linie 2m  stehen,  und  in  welchen  die  an  dieser  Grund- 
linie gelegenen  Dreieckswinkel  eine  constante  Dif- 
ferenz d  besitzen. 

Die  Grundlinie  2  m  werde  zur  -^T- Achse  und  die  Senkrechte 
in  ihrem  Halbirungspunkte  zur  Achse  der  y  in  einem  rechtwinkli- 
gen Coordinatensysteme  gewählt.  Der  auf  der  Seite  der  positiven 
X  an  der  Basis  gelegene  Dreieckswinkel  heisse  «i ,  der  andere  Ofy 
und  es  sei 
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d  =  ai  —  a,. 

Bezeichnen  nnn  x  nnd  y  die  Coordinaten  des  Scheitels  für  irgend 

eine  Lage  des  Dreieckes,  so  sind  die  Gleichungen  der  beiden  im 

Scheitel  zusammentreffenden  Dreiecksseiten  (vergl.  §.  5.  Nr.  7) 

y  =  —  ianai{x  —  m) ,       y  =  tan  a«  (^  +  »») , 

und  man  erhält  hieraus 

v  y 

tan  flfi  =  — - — ,         tan  er,  =  — ; — • 
*       m — x^  m  +  x 

,    .  ,  «  T    T>  ^    .  »         ton  a,  — ton«2  «  - 

Mit  Rücksicht  auf  die  Relation  tan  c  =  — i folgt : 

l-|-/ana|.tona2 

tanS=         '^^ 


n^—a^  +  y'' 
und  hieraus  entsteht  für  den  gesuchten  Ort  die  Gleichung : 

1)  a^  —  y*  +  2xy  co^Ä  =  m', 

oder ,  wenn  man  für  den  speciellen  Fall  ä  =  0  das  Unendlich- 
werden des  mit  dem  Factor  cot  6  behafteten  Gliedes  vermei- 
den will, 

2)  absind  —  y*  sinS  +  2xy  cos  5  =  w*  sin  S. 

Hierbei  ist  nach  §.  30  Nr.  11)  J=z  —  sin^  d  —  cos^  d  =  —  1 ,  also 
immer  negativ,  und  nach  §.  3J  Nr.  3)  1^=  — m'mö;  die  Linie 
ist  also  eine  Hyperbel ,  die  für  den  besondern  Fall  d  =  0  in  zwei 
sich  schneidende  Gerade  —  die  Coordinatenachsen  —  übergeht. 
Die  Vergleichung  von  Nr.  1)  und  2)  mit  §.31  Nr.  5)  zeigt  zugleich, 
dass  der  gewählte  Coordinatenanfang  Mittelpunkt  ist. 

Um  über  Grösse  und  Lage  der  Achsen  dieser  Hyperbel  zu 
entscheiden ,  gehen  wir  durch  Drehung  der  Coordinatenachsen  zu 
einem  neuen  rechtwinkligen  Systeme  über.  Dabei  ist  nach  §.  4 
Nr.  4) 

xcosa  —  y  sin  a  für  x 

X  sin  a  +  ycosa    „  y 
zu  setzen ,  wenn  a  den  Winkel  bedeutet ,  unter  welchem  die  neue 
^- Achse  gegen  die  ursprüngliche  geneigt  ist.  Mit  Einsetzung  die- 
ser Werthe  entsteht  aus  2)  nach  gehöriger  Reduction : 

(ä;*  —  y*)  sin  {2a+  d)  +  2xy  cos  {2a  +  ö)=^m*  sin  d. 
Macht  man  hierin  2o  +  d  =  90^  oder  a  =  45°  —  i  Ä,  so  bleibt 

3)  a:*  —  y*  =  w*  sin  d , 

d.  i.  die  Gleichung  einer  gleichseitigen  Hyperbel.  Der  gesuchte 
Ort  ist  also  im  Allgemeinen  eine  gleichseitige  Hyperbel,  deren 
Mittelpunkt  mit  dem  Halbirungspunkte  der  gegebenen  Dreiecks- 
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grundlinie  zusammenfallt  und  deren  Hauptachse  unter  dem  Winkel 
45°  —  \  S  gegen  diese  Grundlinie  geneigt  ist.  Die  Länge  der 
Haupthalbachse  beträgt  m  ]/sin  8.  • 

Die  hier  untersuchte  Eigenschaft  lässt  zwischen  der  gleich- 
seitigen Hyperbel  und  dem  Kreise  insofern  eine  gewisse  Analogie 
erkennen,  als  letzterer  nach  einem  bekannten  Satze  den  geome- 
trischen Ort  für  die  Scheitel  aller  derjenigen  Dreiecke  bildet,  in 
welchen  bei  gegebener  Grundlinie  die  Summe  der  Winkel  an  der 
Basis  constant  ist. 

n.  Welche  Linie  beschreibt  ein  Eckpunkt  eines 
gegebenen  Dreieckes,  während  jeder  der  beiden  an- 
dern Eckpunkte  dieses  Dreieckes  sich  auf  einem 
Schenkel  eines  festen  Winkels  fortbewegt? 

Yig,  50.  ^ii'  wählen  die  Schenkel  des  festen 

Y  Winkels  zu  Coordinatenachsen,  und  es 

j^/  p  sei  PA  B  Fig.  50  das  gegebene  Dreieck 

X_l^ — ---- — ""^yf      '^^  einer  der  Lagen,  welche  es  in  Folge 

/\  //         der  Aufgabe  einnehmen  kann.  P  stelle 

/        \    .     /   /  den  Eckpunkt  dar,  welcher  die  gesuchte 

qL. \x      /        ^     Linie  beschreiben  soll. 

^     ^  Setzen  wir  i>iV=ar,i>iJf=y,/>.P=ö,* 

PA  =  b,  LPBY:=g>,  LPAX='\ij  und  den  Coordinatenwinkel 
=  CO ,  so  ist  nach  einem  bekannten  Dreieckssatze 

X  sin  G)  y  sifi  ca 

sin  CD  = ,        stn  'üj  =  — ; • 

a  0 

Wird  nun  der  Dreieckswinkel  APB  mit  y  bezeichnet,  so  findet  die 

Relation 

statt,  und  man  erhält  hiermit  aus 

sin^  q>  cos^  i/;  +  ^05*  q>  sin^  t/;  +  2  sin  q>  cos  cp  sin  ij;  cos  i/;  =  sin^  (<p  + 1/;), 
wenn  man  linker  Hand  den  sich  selbst  aufhebenden  Ausdruck 

sin^  q>  sin^  t\f  +  sin^  q>  sin^  t/;  —  2  sin^  q>  sin^  i\f 
addirt, 

sin^  cp  +  sin^  1/^  +  2  siti  cp  sin  ij;  cos  (o)  +  y)  =  sin^  (ö>  +  /)• 
Hieraus  entsteht,  wenn  die  obigen  Werthe  von  sin  cp  und  sin  ^  sub- 
stituirt  werden,  für  den  gesuchten  Ort  die  Gleichung: 
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Dieselbe  gehört  dem  zweiten  Grade  an  und  giebt,  sobald  nicht 
m  +  y=z  180®,  für  J  und  T  positive  Werthe;  die  Linie  ist  also  im 
Allgeuieiuen  eine  Ellipse,  und  zwar  fallt,  wie  man  aus  der  Form 
der  Gleichung  leicht  erkennt,  ihr  Mittelpunkt  mit  dem  Scheitel 
des  gegebenen  Winkels  zusammen.  In  dem  speciellen  Falle,  wenn 
o  -f.  y  =  180^  bleibt  aus  Nr.  4) 

und  hieraus  folgt 

a         0 
d.  i.  die  Gleichung  einer  durch  den  Coordinatenanfang  gehenden 
Geraden.     Die  Ellipse  schwindet  demnach  in  diesem  besonderen 
Falle  in  eine  gerade  Linie  zusammen. 

Beachtet  man,  dass  in  Fig.  50  für  jede  Lage  von  AB  der  Punkt 
P  zwei  Lagen,  zu  beiden  Seiten  von  AB,  einnehmen  kann,  ohne 
dass  an  den  Bedingungen  der  Aufgabe  irgend  etwas  geändert  wird, 
so  lässt  sich  durch  eine  der  vorhergehenden  ganz  ähnliche  Ent- 
Wickelung  noch  ein  zweiter  geometrischer  Ort  von  P  ermitteln. 
Man  findet  wieder  eine  Ellipse ,  deren  Gleichung 

lautet. 

Kommt  an  die  Stelle  des  gegebenen  Dreieckes  eine  Gerade, 
so  dass  der  beschreibende  Punkt  Pin  die  Seite  AB  selbst  fällt,  so 
geht  in  den  Gleichungen  4)  und  5)  der  Winkel  y  in  180°  über  und 
die  beiden  gefundenen  Ellipsen  werden  dabei  zu  einer  einzigen, 
weil  zu  CO  +  ^80°  und  cd  —  180°  gleiche  trigonometrische  Functionen 
gehören.    Diese  Ellipse  hat  die  Gleichung: 

Wird  dann  noch  die  Verfügung  getroffen,  dass  der  Coordinaten- 
Winkel  ein  rechter  sein  soll ,  so  entsteht : 

(?)■+(!)■=■•   . 

d.  i.  die  Gleichung  einer  Ellipse,  deren  Achsen  die  Stelle  der  Coor- 
dinatenachsen  einnehmen.  Wir  kommen  hierdurch  zu  der  in  Fig.  42 
enthaltenen  Construction  der  Ellipse  zurück ,  welche  als  specieller 
l'all  der  jetzt  behandelten  Aufgabe  betrachtet  werden  kann. 
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in.  Die  Seiten -4C  und  jPC  des  gegebenen  Dreieckes 
ABC  (Fig.  51)  werden  von  der  beweglichen  Geraden 
MNin  den  Punkten  ^  und  iV^geschnitten.  Welche  Linie 
beschreibt  der  auf  i8fi\rgelegene  Punkt  P,  wenn  dieBe- 
wegung  dieser  Ger  aden  so  vor  sich  geht,  dass  immer 
die  Proportion 

PM:PN=AM:CM=CN:BN 
Geltung  findet? 

Wir  wählen  CA  als  ^- Achse  und  CB 
als  F- Achse  eines  Parallelcoordinatensj- 
stemes  mit  dem  Anfangspunkte  C,  und  ge- 
brauchen die  Bezeichnungen :  AC  =  a^ 
BC=b,  CM^=m,  CN^=zn.  Die  Coordi- 
naten  des  beweglichen  Punktes  P  heissen 
M  A   X  und  y.  —    Aus  der  Figur  ergiebt  sich 

dann  sogleich  die  fortlaufende  Proportion 

PM :  PiV=  (m  —  ar)  :  a;  =  y  :  (n  — y) , 
welche  in  Verbindung  mit  der  gegebenen  Bedingung  zu  den  Re- 
sultaten 

{m  —  x)  :  a:  =  (a - —  m)  im 
in  —  y):y={b  —  n):n 

hinfährt.   Hieraus  folgt: 

X  :m  =  m:  a 

y:  n  =n:6, 
und  man  erhält  demnach : 

m  =  (aa;)*,       n  =  (by)^. 
Wird  hierzu  die  Gleichung 

^+1  =  1 

m       n 
als  Bedingung  dafür  gefügt,  dass  die  Punkte  P,  M  und  N  in  einer 
geraden  Linie  liegen  sollen ,  so  entsteht  für  den  gesuchten  Ort  die 
Gleichung 

«)  (?)'+(!)*= ■•■ 

Durch  zweimalige  Quadrirung  können  hierin  die  gebrochenen  Ex- 
ponenten entfernt  werden.  Das  erste  Mal  ergiebt  sich  das  Re- 
sultat 

und  hieraus  wieder 
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C^  ^  IL  -  lY  ~±  El 

\a^  b         J    ~     ab' 


)r  nach  Aaflösnng  der  Parenthese  und  besserer  Ordnung  der 
[eder : 

e  Form  dieser  Gleichung  zeigt  zunächst ,  dass  der  geometrische 
•t  des  Punktes  P  eine  Linie  zweiten  Grades  ist,  welche  durch 
3  Punkte  A  und  B  geht,  und  in  diesen  Punkten  von  den  Coordi- 
tenachsen  oder  den  Dreiecksseiten  A  C  und  B  C  tangirt  wird ,  so 
iss  die  dritte  Seite  AB  die  dem  Punkte  C  zugehörige  Berührungs- 
hne  darstellt.  Wird  nämlich  in  7)  y  =  0  gesetzt,  so  bleibt  für  die 
bscissen  der  in  der  ^- Achse  gelegenen  Punkte  der  untersuchten 
inie  die  Gleichung 

?-^7  +  ^=«' 

eiche  die  beiden  gleichen  Wurzeln  ar  =  a  enthält.  Hiemach  ist 
C  Tangente  im  Punkte  A.  In  gleicher  Weise  führt  die  Substitu- 
on  a;  =  0  zu  dem  Resultate,  dass  BC  die  Tangente  im  Punkte  B 
bgiebt. 

Aus  7)  folgt  ferner  (vgl.  §.  30  Nr.  11  jand  §.  32  Nr.  1) ,  dass  in 
er  fraglichen  Linie  die  Grösse  z/  =  0  ist ,  während  ^,  und  A^ 
on  Null  verschieden  sind ;  die  Linie  ist  also  eine  Parabel. 

Wir  wollen  noch  untersuchen ,  ob  bei  der  angegebenen  Ent- 
tehung  dieser  Parabel  die  erzeugende  Gerade  MN  (Fig.  51)  ausser 
lern  beschreibenden  Punkte  P  noch  einen  zweiten  Punkt  mit  der 
^arve  gemein  haben  kann.  Verbinden  wir  zu  diesem  Zwecke  die 
Gleichung  von  MNy  nämlich 

m       n 
»it  der  unserer  Aufgabe  zu  Grunde  liegenden  Bedingung 

(a  —  m)  :  m  =  w  :  (b  —  n) , 
^  lässt  sie  sich  nach  Elimination  von  n  auf  die  Form 

(a  —  m)  x+  m  -^  —  m  (a  —  m)  =  0 

fingen.   Für  Punkte  der  Parabel  ist  aber  nach  Nr.  6) 

^an  erhält  demnach  für  die  x  der  gemeinschaftlichen  Punkte  bei- 

Anal.  Geom.   I.  12 
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der  Linien ,  wenn  aus  den  beiden  letzten  Gleicbnngen  y  eliminirt 

wird, 

1         1 
ax  —  2a'  mx^  +  m*  =  0. 

Da  diese  Gleichung  linker  Hand  ein  vollständiges  Quadrat  ent- 
hält, so  besitzt  sie  zwei  gleiche  reelle  Wurzeln  j  alle  der  Aufgabe 
genügenden  Lagen  der  erzeugenden  Geraden  geben  also  Parabel- 
tangenten.   Hierauf  gründet  sich  die  folgende  Construction. 

Soll  in  den  Winkelraum  XO  Y  Fig.  52 
ein  Parabelbogen  gelegt  werden,  welcher 
die  beiden  Schenkel  des  Winkels  in  den 
Punkten  A  und  B  berührt,  so  theile  man 
vorerst  sowohl  AO  als  ^0  in  eine  gleiche 
Anzahl  gleich  grosser  Theile.  Werden  dann 
■^  die  auf  der  Strecke  A  0  gelegenen  Theil- 
punkte  von  0  aus,  dagegen  die  Theilpunkte 
auf  B  0  von  B  aus  der  Reihe  nach  mit  1 ,  2,  3,  4  u.  s.  f.  bezeichnet, 
so  stellen  die  Geraden,  welche  die  gleichbezeichneten  Punkte  unter 
sich  verbinden,  Tangenten  des  zu  construirenden  Parabelbogens 
dar.  Man  erhält  auf  diese  Weise  eine  Schaar  gerader  Linien,  welche 
die  Curve  umhüllen  und  sich  derselben  um  so  inniger  anschmiegen, 
je  grösser  ihre  Anzahl  ist.  Diese  den  Parabelbogen  einhüllenden 
Geraden  können  dazu  benutzt  werden ,  den  Lauf  der  Curve  selbst 
mit  beliebiger  Annäherung  zu  bebtimmen.  Man  wird  leicht  fin- 
den, in  welcher  Weise  das  angegebene  Verfahren  fortzusetzen  ist, 
wenn  man  zu  dem  Theile  der  Parabel  gelangen  will,  welcher  vom 
Scheitel  des  Winkels  aus  gerechnet  sich  jenseits  der  Berührungs- 
punkte A  und  B  befindet. 

§.  34. 

Bestimmung  einer  Linie  zweiten  Grades  durch  gegebene 

Feripheriepunkte. 
Da  die  allgemeine  Gleichung  zweiten  Grades  zwischen  den 
veränderlichen  Grössen  x  und  y  den  allgemeinsten  Ausdruck  für 
die  Gleichung  der  Kegelschnitte  und  der  darin  mit  eingeschlos- 
senen geradlinigen  Gebilde  enthält ,  so  müssen  diejenigen  geome- 
trischen Eigenschaften ,  welche  aus  der  Untersuchung  dieser  Glei- 
chung hervorgehen,  allen  Linien  dieser  Art  gemeinschaftlich  an- 
gehören.   Zur  Vervollständigung  der  aus  der  speciellen  Betracb- 
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tong  der  Kegelschnitte  bereits  bekannten  Eigenschaften   mögen 
noch  die  folgenden  Erörterungen  hinzutreten. 

Die  Gleichung  zweiten  Grades,  welche  in  ihrer  allgemeinsten 
Form 

die  sechs  beständigen  Grössen  A^  B^  C ,  . ,  F  enthält,  lässt  sich, 
wenn  man  beiderseitig  durch  eine  dieser  sechs  Grössen  (die  jedoch 
Yon  Null  verschieden  sein  muss)  dividirt ,  immer  so  umgestalten, 
dass  sie  nur  noch  von  fünf  Constanten  abhängig  ist.  Nehmen 
wir  z.B.  an,  die  Coordinatenachsen  seien,  was  immer  möglich  ist, 
Bo  gelegt,  dass  der  Coordinatenanfang  nicht  mit  einem  Peripherie- 
pnnkte  zusammenfallt,  so  dürfen  in  l)  nicht  x  und  y  gleichzeitig 
verschwinden  5  es  muss  also  ein  von  x  und  y  freies  Glied  F  vor- 
handen sein.    Wird  durch  dieses  dividirt ,  und  zur  Abkürzung 

Ä  B       ^         C  D       ^        E 

;p  =  «,      -p  =  b,      -  =  c,      j  =  d,      j=e 

gesetzt,  so  geht  Nr.  1)  in  die  Gleichung 

2)  ax^  +  by^  +  2cxy  +  2dx  +  ^ey+l  =  0 
über,  welche  nur  noch  die  fünf  beständigen  Grössen  a,  6,  c,  dy  e  enthält. 
Soll  nun  diese  Gleichung  einer  bestimmten  Linie  zweiten  Grades 
angehören,  so  müssen  die  darin  enthaltenen  Constanten  entweder 
unmittelbar  ihrem  Zahlwerthe  nach  bekannt  sein ,  oder  man  muss 
sie  aus  gegebenen  Bedingungen  berechnen  können.  Nach  den  Ge- 
setzen der  Algebra  sind  hierzu  fünf  von  einander  unabhängige  Be- 
dingungsgleichungen nöthig.  Wir  wollen  den  Fall  näher  unter- 
suchen, wenn  die  Linie  durch  fünf  gegebene  Peripheriepunkte  hin- 
durch gehen  soll.  Es  kommt  hierbei  nur  darauf  an,  die  fünf  Coef-* 
ficienten  a,  ft,  c,  d^  e  so  zu  bestimmen,  dass  die  Gleichung  2)  durch 
die  Coordinaten  eines  jeden  der  fünf  gegebenen  Punkte  befrie- 
digt wird. 

Ist  Xiyi  einer  dieser  fünf  Punkte,  und  denken  wir  uns, 
Wodurch  der  Allgemeinheit  der  Untersuchung  kein  Abbruch  ge- 
schieht, das  Coordinatensystem  so  gelegt,  dass  für  die  aufzu- 
suchende Linie  eine  Gleichung  von  der  Form  2)  Anwendung  fin- 
den kann ,  so  muss  dieser  Gleichung  Genüge  geschehen ,  wenn  in 
Ar  X  mit  x^  und  y  mit  y,  vertauscht  wird.  Man  hat  also  für  die 
Unbekannten  a,  6,  c,  d  und  e  die  Relation : 

aXi^  +  byt^+  2cXiy^  +  2dXi  +  2eyi  +  1  =  0. 
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Durch  jeden  andern  gegebenen  Punkt  wird  hierzu  eine  Gleichung 
derselben  Form  gefügt ;  fünf  Punkte  reichen  also  aus,  die  gesuch- 
ten Coefficienten  zu  bestimmen.  Beachten  wir  nun,  dass  alle  hierzu 
aufgestellten  Gleichungen  in  Beziehung  auf  ihre  Unbekannten  vom 
ersten  Grade  sind,  so  folgt,  dass  jede  dieser  Grössen  einen  reellen 
und  einfachen  Werth  erhalten  muss ,  vorausgesetzt ,  dass  die  ge- 
gebenen Gleichungen  vollkommen  von  einander  unabhängig  sind. 
Diese  Voraussetzung  wird  allemal  erfüllt,  wenn  wir  die  in  der 
Gleichung  zweiten  Grades  enthaltenen  geradlinigen  Gebilde  aus- 
schliessen ,  uns  also  auf  solche  Fälle  beschränken ,  wo  nicht  drei 
der  gegebenen  Punkte  in  gerader  Linie  liegen  *).  Die  Substitution 
der  aus  den  vorhandenen  Bedingungsgleichungen  für  die  Coeffi- 
cienten gewonnenen  Werthe  in  Nr.  2)  giebt  dann  eine  einzige  Glei- 
chung zweiten  Grades,  welche  der  gesuchten  Linie  angehört. 
Hieraus  folgt:  zur  Bestimmung  einer  Curve  zweiten  Gra- 
des sind  im  Allgemeinen  fünf  Peripheriepunkte  nöthig 
und  ausreichend;  zwei  Kegelschnitte  können  also, 
ohne  zusammenzufallen,  nicht  mehr  als  vier  Punkte 
gemein  haben. 

Verfahrt  man ,  um  die  Gleichung  eines  Kegelschnittes  zu  er- 
mitteln, welcher  durch  fünf  Punkte  hindurchgehen  soll,  in  der  an- 
gegebenen Weise,  so  treten  noch  Rechnungsabkürzungen  ein,  wenn 
man  von  den  gegebenen  Punkten  so  viele  als  möglich  in  die  Coor- 
dinatenachsen  zu  bringen  sucht;  dessenungeachtet  bleibt  die  Ope- 
ration nicht  frei  von  Weitläufigkeiten.  Ein  anderes  Verfahren  zur 
Lösung  der  erwähnten  Aufgabe,  welches  ohne  grossen  Rechnungs- 
aufwand zum  Ziele  führt,  liefert  die  folgende  Betrachtung. 

Werden  die  Gleichungen  zweier  Linien  zweiten  Grades  durch 
Addition  verbunden,  nachdem  vorher  die  eine  dieser  Gleichungen 
mit  einem  unbestimmten  Factor  multiplicirt  wurde,  so  entsteht 
wieder  eine  Gleichung  zweiten  Grades ,  welche  von  *  denselben  x 

*)  Dass  bei  Mitaufnahme  dfer  geradlinigen  Gebilde  Unbestimmtheiten 
eintreten  können,  zeigt  folgendes  Beispiel.  Soll  eine  Gleichung  zweiten 
Grades  vier  Punkten  genügen,  von  denen  drei  in  gerader  Linie  liegen,  so 
wird  sie  von  jedem  Systeme  zweier  Geraden  befriedigt,  von  denen  die  eine 
diese  drei  Punkte  enthält,  die  andere  aber  nach  beliebiger  Richtung  durch 
den  vierten  Punkt  geht.  Tritt  nun  hierzu  ein  fünfter  Punkt,  welcher  in  der- 
selben Geraden  liegt ,  in  der  sich  bereits  drei  gegebene  Punkte  befinden, 
so  bleibt  die  Aufgabe  ebenso  unbestimmt ,  als  sie  bereits  war. 
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und  y  befriedigt  wird ,  die  den  beiden  ersten  Gleichungen  Genüge 
leisten.  Die  durch  die  neue  Gleichung  charakterisirte  Linie  muss 
daher  durch  alle  diejenigen  Punkte  gehen,  welche  den  beiden  er- 
sten Linien  gemein  waren.  Um  diese  Bemerkung  zur  Lösung  der 
Aufgabe  nutzbar  zu  machen ,  die  Gleichung  eines  Kegelschnittes 
zu  finden,  welcher  durch  fünf  gegebene  Punkte  hindurchgeht,  ist 
es  nur  nöthig ,  dass  man  zwei  Gleichungen  zweiten  Grades  auf- 
stellen kann ,  die  von  vieren  dieser  Punkte  verificirt  werden.  Die 
angegebene  Operation  liefert  dann,  so  lange  der  eingeführte  Factor 
nnbestimmt  bleibt ,  den  allgemeinen  Ausdruck  für  die  Gleichungen 
aller  Kegelschnitte,  welche  durch  dieöe  vier  Punkte  gelegt  werden 
können.  Schliesslich  hat  man  über  den  unbestimmten  Factor  so  zu 
verfugen,  dass  auch  der  fünfte  Punkt  von  der  Gleichung  getroffen 
wird.  Wir  wollen  diese  Rechnung  durchführen,  indem  wir  dabei 
den  Coordinatenachsen  eine  solche  Lage  geben,  dass  die  Resultate 
möglichst  vereinfacht  werden. 

Einer  der  gegebenen  Punkte ,  den  wir  P^  nennen  wollen ,  sei 
Coordinatenanfang,  ein  zweiter,  P,,  liege  in  der  X-  Achse  mit  den 
Coordinaten  a  und  o.  Durch  den  dritten  Punkt  P^  werde  die 
F- Achse  gelegt,  seine  Coordinaten  sind  o  und  6;  der  vierte  Punkt 
-P4  hat  die  Coordinaten  m  und  n.  Die  Gleichung  der  Geraden  jP,  P^ 
lautet  dann : 

«= ix  —  a)  oder  ncc  -h  (a — m)y  —  aw-=o, 

und  die  von  P3  P^ : 

y  —  b  = X  oder  (b  — n)  x  +  my  —  hm  ^=0. 

Durch  Verbindung  dieser  beiden  Gleichungen  mit  den  für  die  Coor- 
dinatenachsen geltenden 

a:  =  0   und  y  =  0 
entsteht 

3)  x[nx  +  {a  —  m)y  —  an]  =^  0 

als  Gleichung  zweiten  Grades  für  das  System  der  beiden  Geraden 
PiPsUnd  P^P^y  und 

4)  y[{b  —  n)x  +  my  —  bm]  =  0 

für  das  System  der  Geraden  P,i^,  und  P3P4.  Beide  Gleichungen 
3)  und  4)  werden  von  allen  vier  Punkten  befriedigt;  die  Gleichung 

5)  x[nx  +  {a—m)y  —  an]  +  ky[{b  —  fi)x  +  my  —  bm]~0, 
in  welcher  ^l  einen  beliebigen  Factor  bedeutet,  drückt  daher  eine 
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Linie  zweiten  Grades  aus,  welche  durch  dieselben  vier  Punkte  hin- 
durchgeht. Soll  nun  diese  Linie  noch  einen  fünften  Punkt  pg'  ent- 
halten ,  so  muss  auch 

P  {^P  +  (« — ^)  ^  —  «'0  +  '^<l  [(^  — «)j»  +  »*!Z  —  ^H  =0 

sein ,  woraus  in  Verbindung  mit  5)  der  unbestimmte  Factor  \  eli- 

minirt  werden  kann.    Setzen  wir  zur  Abkürzung 

P=ip  [np  -+-  {a  —  m)  q  —  a«] 

Q=q[{h—n)p'{-mq  —  am'\, 

so  erhält  der  gesuchte  Kegelschnitt  die  Gleichung 

6)  Qx[nx  +  (a — m)y — ati\ — Py[{h  —  n)X'\-Tny — 6m]  =  0*). 
Hierin  kann  nach  Potenzen  von  x  und  y  geordnet  und  durch  An- 
wendung der  für  die  einzelnen  Linien  zweiten  Grades  gefundenen 
Unterscheidungsmerkmale  in  jedem  einzelnen  Falle  entschieden, 
werden,  welche  besondere  Art  der  Kegelschnitte  in  Frage  kommt. 

Wenn  zu  der  Gleichung  5),  welche  den  allgemeinen  Ausdruck 
für  die  Gleichungen  aller  Linien  zweiten  Grades  enthält,  die  durch 
die  Punkte  Pj,  Pt»^3  nndP4  hindurchgehen,  irgend  eine  Bedingungs- 
gleichung tritt ,  mittelst  deren  der  unbestimmte  Factor  X  einen  be- 
stimmten Werth  erhält,  so  wird  hierdurch  der  fünfte  Peripherie- 
punkt ersetzt.  Dieser  Fall  tritt  ein ,  wenn  die  Linie  eine  Parabel 
sein  soll ,  indem  dann  die  Bedingung  ^/  =  0  oder  AB  ^=  C*  (vergl. 
§.32)  erfüllt  werden  muss.  Wir  erkennen  hieraus,  dass  zur  Be- 
stimmung einer  Parabel  vier  Punkte  ausreichen  müssen. 

Wird  Nr.  5)  nach  Potenzen  von  x  und  y  geordnet,  so  entsteht 
die  Gleichung 

7)  nx^  +  kmy^  +  [a  —  m  +  k  (b  —  n)]ocy — anx^ — bmky=0^ 
welche  nur  dann  einer  Parabel  angehören  kann ,   wenn  der  Be- 
dingung 

oder 

8)  r  {b—ny  +  2k[{a  —  m){b'--n)  —  2mn\  +  {a—my  =  0 
Genüge  geleistet  wird.    Da  diese  letzte  Gleichung  quadratisch  ist, 


*)  Der  Verfolg  der  hier  angestellten  Kechnung  führt  auch  noch  zu 
einem  bestimmten  Resultate ,  wenn  drei  der  gegebenen  Punkte  in  gerader 
Linie  liegen ;  die  Gleichung  zweiten  Grades  gehört  dann  dem  Systeme  ier 
beiden  Geraden  an,  von  denen  die  eine  diese  drei  Punkte  und  die  andere 
die  beiden  übrigen  enthält.  Nur  bei  vier  oder  fünf  in  einer  Geraden  gele- 
genen Punkten  tritt  Unbestimmtheit  ein. 
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st  sie  zwei  Werthe  von  k  zu  und  führt  zu  dem  Satze :  Durch 
Punkte  können  im  Allgemeinen  zwei  Parabeln 
»twerden.  Damit  jedoch  diese  Werthe  reell  sind,  muss  die 
ion 

[(a — m)  (ft— w)  —  2ot«]*—  (a  —  m)«  {b—tiY  >  0 
;  werden.    Nach  einigen  Umgestaltungen  folgt  hieraus : 
4m w  {bm  +  an  —  ab)  >  0. 
nun  stets  möglich  ist,  das  Coordinatensystem  so  zu  legen, 
,  bj  m  und  n  positive  Grössen  darstellen ,  so  können  wir  un- 
raussetzung  dieser  Lage  der  Coordinatenachscn  in  der  letz- 
igleicLung  durch  ^abmn  dividiren;  dann  ergiebt  sich: 

m       n 

a        0 
icksicht  auf  den  Umstand ,  dass  die  Gleichung 

m   .    n 

a  b 
lg  findet ,  sobald  der  Punkt  P^  in  der  Geraden  P^  Pg  gelegen 
Buin  hieraus  leicht  hergeleitet  werden ,  dass  die  beiden  Para- 
inr  dann  möglich  sind,  wenn  sich  P^  ausserhalb  des  Dreieckes 
et,  welches  die  drei  anderen  gegebenen  Punkte  zu  Eckpunk- 
it.  —  Der  Fall,  in  welchem  die  Gleichung  8)  zwei  gleiche 
Wurzeln  besitzt,  führt  auf  die  Bedingung 

-+-=1 
a^   b         ^' 

aber  keine  Parabel  zu,  weil  ^ann  drei  der  gegebenen  Punkte 

ler  geraden  Linie  liegen.   Durch  vier  Punkte  sind  also  immer 

Parabeln  bestimmt,  sobald  nur  diese  Punkte  eine  solche  Lage 

1,  dass  sie  sich  auf  einer  Parabelperipherie  befinden  können; 

a  muss  jeder  einzeln  ausserhalb  des  zwischen  den  drei  andern 

ten  enthaltenen  Dreieckes  gelegen  sein. 

'eachtenwir,  dass  in  der  für  die  Parabel  geltenden  Bedingungs- 

lung  ^  =  0  auch  der  Fall  eines  Systemes  zweier  parallelen 

ien  eingeschlossen  ist ,  so  ergiebt  sich  sofort ,  dass  bei  beson- 

Lage  der  vier  gegebenen  Punkte  die  Parabeln  auch  in  pa- 
e  Gerade  übergehen  können.    Nur  eine  Parabel  und  ein  Sy- 

paralleler  Geraden  ist  möglich,  wenn  die  vier  Punkte  die 
unkte  eines  Trapezes  bilden ;  keine  Parabel  und  zwei  Systeme 
leler  Geraden  können  construirt  werden,  wenn  die  Punkte 
en  Eckpunkten  eines  Parallelogrammes  zusammenfallen. 
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Als  Endresnltat  der  vorhergehenden  Erörterungen  haben  wir 
die  Steigerung  zu  bemerken ,  welche  sich  im  Gebiete  der  Curven 
zweiten  Grades  rücksichtlich  der  Anzahl  ihrer  bestimmenden  Peri- 
pheriepunkte zeigt.  Während  durch  drei  Punkte  ein  Kreis  gelegt 
werden  kann,  bestimmen  vier  Punkte  zwei  Parabeln,  fünf  Punkte 
jeden  Kegelschnitt  überhaupt,  also  im  Besonderen  Ellipse  und  Hy- 
perbel. 

§.  35. 
Pol  und  Polare. 

Die  im  vorigen  Paragraphen  behandelte  Aufgabe,  einen  Kegel- 
schnitt zu  ermitteln ,  welcher  fünf  gegebene  Punkte  enthält ,  kann 
constructiv  gelöst  werden,  sobald  man  ein  Verfahren  ausfindig 
macht ,  mittelst  der  fünf  Punkte  einen  sechsten  derselben  Curve 
angehörenden  zu  erhalten.  Die  fortgesetzte  Anwendung  eines 
solchen  Verfahrens  mussdann  zu  beliebig  vielen  Punkten  hinführen. 
Aus  der  folgenden  Untersuchung  ergeben  sich  die  Hilfsmittel  zu 
einer  Construction  dieser  Art. 

In  der  Ebene  einer  Linie  zweiten  Grades ,  deren  Gleichung 
für  beliebige  Parallelcoordinaten  von  der  Form 

1)  Ax*  +  Bi^  +  2Cxy  +  2Dx  +  2Ey  +  F  =  0 

sein  muss,  legen  wir  durch  den  Coordinatenanfang  eine  geradlinige 
Secante 

2)  y  =  Mx. 

Die  X  der  gemeinschaftlichen  Punkte  beider  Linien   finden  sieb 
dann  aus  der  Gleichung  * 

3)  x*{A+  BM^  +2CM)  +2x{I)  +  EM)  +  F  =  0, 

und  für  die  Wurzeln  dieser  Gleichung ,  welche  or,  und  x^  heissen 
mögen ,  gelten  die  Relationen 

x^  +  X2  _  _  D  +  EM  _  F 

2        —  iV       '      oc,x,~^, 

wobei  zur  Abkürzung 

N^A-^  BM^  +  2CM 
gesetzt  ist.  Wir  stellen  uns  nun  die  Aufgabe,  auf  der  Secante  den 
zum  Coordinatenanfange  zugeordneten  harmonischen  Punkt  zu  fin- 
den, während  die  Durchschnittspunkte  mit  der  durch  die  Gleichung 
l)  repräsentirten  Linie  die  beiden  andern  harmonischen  Punkte  dar- 
stellen sollen.  Da  die  zugehörenden  y  ein  harmonisches  Strahlen- 
büschel bilden ,  so  muss  das  x  des  gesuchten  Punktes  das  harmo- 
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niflche  Mittel  der  beiden  Wurzeln  von  Nr.  3)  bilden.    Wird  also. 
dieser  Punkt  mit  xy  bezeichnet,  so  ergiebt  sich  aus  der  Formel 

.  x^  +  ar, 

X  • —  ar,  a?2  :  — ^ — , 

wenn  wir  die  oben  berechneten  Werthe  einsetzen, 


Die^-Coordinate  ist,  da  der  Punkt  auf  der  Secante  liegt,  mittelst 
der  Gleichung 

y  =  Mx 
zu  berechnen.    Sobald  man  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  M 
eliminirt,  findet  sich  für  den  geometrischen  Ort  der  Punkte,  in 
welchen  alle  durch  den  Coordinatenanfang  gehenden  Secanten  har- 
monisch getheilt  werden ,  die  Gleichung 

4)  Dx+  Ey  +  F=(^, 

d.  i.  die  Gleichung  einer  geraden  Linie.  Der  Coordinatenanfang 
kann  hierbei  ein  ganz  beliebiger  Punkt  in  der  Ebene  der  Linie 
zweiten  Grades  sein ;  wir  wollen  ihn  Pol  nennen ;  die  durch  die 
Gleichung  4)  repräsentirte  Gerade  heisst  dann  die  dem  Pole  zuge- 
hörige Polare.  Da  eine  Gerade  durch  zwei  ihrer  Punkte  be- 
stimmt ist,  so  erhält  man  für  jeden  Kegelschnitt  die  Polare  eines 
gegebenen  Punktes  durch  harmonische  Theilung  zweier  durch  den 
Pol  gehenden  Secanten. 

Legt  man  durch  vier  auf  der  Peripherie  eines  Kegelschnittes 
befindliche  Punkte  zwei  sich  schneidende  Gerade,  so  lässt  sich, 
wenn  man  den  Durchschnittspunkt  dieser  beiden  Geraden  als  Pol 
betrachtet ,  die  zugehörige  Polare  mittelst  der  in  §.  8  unter  IL  ge- 
fundenen Resultate  mit  blosser  Anwendung  des  Lineals  construiren;^ 
Wird  dann  durch  den  Pol  eine  Gerade  nach  einem  fünften  Kegel- 
schnittspunkte gezogen,  so  muss  auch  diese  durch  die  Polare  und 
den  Kegelschnitt  harmonisch  getheilt  werden,  wonach  es  leicht  ist, 
den  zweiten  Durchschnittspunkt  dieser  Geraden  und  des  Kegel- 
schnittes, also  einen  sechsten  Punkt  der  Curve  aus  fünf  gege- 
benen zu  ermitteln.  Hierdurch  ist  die  im  Eingange  des  Paragra- 
phen erwähnte  Aufgabe  gelöst.  Es  bleibt  noch  die  Frage  übrig, 
ob  ausser  dieser  coÄstructiven  Anwendung  den  neu  gewonnenen 
Begriffen  des  Poles  und  der  Polare  nicht  weitere  Deutungen  für 
die  Kegelschnitte  abgewonnen  werden  können. 
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Wird  ein  ausserhalb  des  Kegelschnittes  gelegener  Punkt  als 
Pol  angenommen,  so  gehen  die  Secanten  bei  fortgesetzter  Drehung 
um  den  Pol  in  Tangenten  über.  Im  Berührungspunkte  fallen  dann 
zwei  der  harmonischen  Punkte  zusammen,  folglich  enthält  er  auch 
noch  den  dritten,  und  die  Polare  stellt  die  dem  Pole  zugehörende 
Berührungssehne  dar.  Wir  schliessen  hieraus ,  dass  die  in  Fig.  24 
und  25  für  den  Kreis  gegebenen  Tangentenconstructionen  für  alle 
Linien  zweiten  Grades  Anwendung  finden.  Diese  Bemerkungen 
werden  bestätigt,  wenn  wir  die  Gleichung  der  Polare  eines  belie- 
bigen Punktes  aufsuchen  und  dieselbe  mit  den  für  die  Berührungs- 
sehnen der  einzelnen  Kegelschnitte  gefundenen  Gleichungen  zu- 
sammenhalten. 

Verlegen  wir  den  Coordinatenanfang  mit  paralleler  Verschie- 
bung der  Achsen  in  einen  Punkt  x^  y^ ,  so  ist,  wenn  die  neuen  ver- 
änderlichen Coordinaten  mit  |  und  ri  bezeichnet  werden, 

o:  =  I  -f-  .r, ,         y=in+y^ 
zu  setzen,  und  wir  erhalten  aus  Nr.  1) 

Äl^+  Bri'  +  ^Clri 
+  2{Ax,  +  Cy,  +  D)l  +  ^  {By,  +  Cx^+I!)fi 
+  Ax^  +  By^^  +  "iCx^y^  -h  "iBxy^  +  ^Ey^  +  i^=0. 
Hieraus  lässt  sich  die  Gleichung  der  Polare  des  Punktes  or,  y^ ,  da 
er  Coordinatenanfang  ist,  in  der  Form  der  Gleichung  4)  aufstellen. 
Kehren  wir  dabei  zugleich  zum  ursprünglichen  Systeme  zurück, 
indem  wir  wieder 

S  =  ^  — ^1,        ^  =  y  — yi 
setzen,  so  folgt,  wenn  wir  noch  das  von  §  und  iy  freie  Glied  in 

(Ax,->cCyx  +  I>)^x^-{By,'\-Ox,'\^E)y,'\-Bx^  +  Ey,  +  F 
zerlegen,  nach  gehöriger  Hebung  als  Gleichung  der  Polare 
^für  den  Pol  Xiy^: 

j  {Ax,  +  Cy,  +  B)x  +  {By,  +  Cx^+E:)y 
^^        {  +Bx,  +  Ey,+F  =  0. 

Ist  nun  die  Linie  zweiten  Grades  eine  Parabel,  so  geht,  wenn 
durch  geeignete  Transformation  der  Coordinaten  ihre  Gleichung  in 

y^  =  2px 
umgestaltet  wird,  Nr.  5)  in 

6)  yyi=p{oc  +  Xi) 

über;  für  den  Fall  einer  Ellipse  oder  Hyperbel  folgt  aus 

(f)'±(i)"=' 

für  die  Polare : 
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7)  -^±^='- 

Die  Gleichnngen  6)  und  7)  gehören  bekanntlich  der  Tangente  im 
Punkte  x^  y,  oder  seiner  Berührungssehne  an ,  jenachdem  dieser 
Punkt  auf  der  Peripherie  oder  ausserhalb  der  Fläche  des  Kegel- 
ßclmittes  gelegen  ist;  dieselben  Bedeutungen  hat  daher  auch  5) 
für  die  durch  die  allgemeine  Gleichung  1)  repräsentirte  Linie 
zweiten  Grades. 

Es  bleibt  noch  übrig ,  die  Eigenschaften  der  Polare  für  den 
Fall  ausfindig  zu  machen,  wenn  der  Pol  innerhalb  der  Kegel- 
schnittsfläche  gelegen  ist.   Hierzu  dient  folgende  Voruntersuchung. 

Wird  ein  Punkt  der  ^T- Achse  als  Pol  angenommen,  so  ist 
^1  =  0,  die  Gleichung  6)  der  Polare  geht  folglich  über  in 

8)  {Äx^  +  ^)  a:  +  {Cx^  +  I!)y  +  Dx^  +  F—  0. 
Schreiben  wir  diese  Gleichung  in  der  Form 

9)  {Ax  +  Cy  +  D)  x^+Dx  +  Ey  +  F=  0, 

80  sehen  wir,  dass  sie  Befriedigung  erlangt,  wenn  gleichzeitig  die 
Delationen 

{^a:  +  Cy  +  D  =  0 
Dx  +  Ey\-F  =  0 
Geltung  finden,  dass  also  alle  Polaren,  die  in  der  Gleichung  8)  ent- 
halten sind,  durch  den  Durchschnittspunkt  der  beiden  durch  die 
Oleichungen  10)  ausgedrückten  Geraden  hindurchgehen*).  Neh- 
iUen  wir  diesen  Punkt,  um  welchen  sich  die  Polare  dreht,  während 
der  Pol  auf  der  X-Achse  fortrückt,  selbst  wieder  als  Pol. an  und 
bezeichnen  ihn  mit  mit  Xy^y^^  so  folgt  aus  10) 

Ax,  +  Cy,  +  D  =  0 

Dx,+  Eyy  +  F=0, 
Und  mit  Einsetzung  dieser  Werthe  in  5)  als  Gleichung  der  Polare 

y  =  o, 

d.  i.  die  Gleichung  der  JT- Achse.  In  Berücksichtigung  des  Um- 
8tandes,  dass  jede  beliebige  Gerade  zur  X-  Achse  gewählt  werden 
kann,  folgt  hieraus  der  Satz:  Sämmtliche  Polaren  der 
Punkte  einer  Geraden  schneiden  sich  in  ein  und  dem- 
selben Punkte,  nämlich  im  Pole  jener  Geraden.    Durch 

*)  Was  die  Bedeutung  dieser  beiden  Geraden  betrifft,  so  baben  wir 
von  der  zweiten,  deren  Gleicbung  mit  4)  übereinstimmt,  bereits  gesehen, 
dass  sie  die  Polare  des  Coordinatenanfanges  darstellt.  Die  erste  ist  nach 
§.  30  Nr.  6)  der  Durchmesser  für  die  der  X-Achse  parallelen  Sehnen. 
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Umkehrnng  dieses  Satzes  ergiebt  sich:  Die  Pole  aller  Gera- 
den, welche  durch  ein  und  denselben  Funkt  hindurch- 
gehen, liegen  in  einer  geraden  Linie,  nämlich  in  der 
Polare  ihres  Durchschnittspunktes. 

Wir  haben  oben  gesehen,  dass  die  Polare  eines  Punktes  aus- 
serhalb der  Fläche  eines  Kegelschnittes  die  Berührungssehne  die- 
ses Punktes  darstellt.  Legt  man  daher  durch  einen  Punkt  im 
Innern  der  Curve  Sehnen ,  so  bildet  der  Durchschnittspunkt  jedes 
durch  die  Enden  einer  solchen  Sehne  gehenden  Tangentenpaares 
den  Pol  dieser  Geraden.  Durch  Verbindung  dieser  Bemerkung 
mit  dem  vorhergehenden  Lehrsatze  erhalten  wir  für  die  Polare 
eines  Punktes  innerhalb  einer  Linie  zweiten  Grades  die  Eigen- 
schaft ,  dass  sie  den  geometrischen  Ort  der  Durchschnittspunkte 
aller  derjenigen  Tangentenpaare  abgiebt,  deren  Berührungssehnen 
sich  im  zugehörigen  Pole  schneiden.  Wählt  man  als  Beispiel  eines 
solchen  Punktes  einen  Brennpunkt,  so  lässt  sich  aus  einer  der 
Gleichungen  2)  oder  4)  des  §.  13  leicht  herleiten,  dass  die  zugeord- 
nete Directrix*  seine  Polare  darstellt.  Werden  daher  von  belie- 
bigen Punkten  der  Directrix  eines  Kegelschnittes  Tangenten  an 
die  Curve  gelegt,  so  gehen  die  Berührungssehnen  dieser  Tan- 
genten sämmtlich  durch  den  zugehörigen  Brennpunkt. 

§.  36. 
Die  Polargleichung  der  Linien  zweiten  Grades. 
Nachdem  wir  bei  allen  früheren  über  Linien  zweiten  Grades 
geführten  Untersuchungen  uns  fast  ausschliesslich  der  Parallel- 
coordinaten  bedient  haben ,  j^vollen  wir  zum  Schlüsse  unserer  Be- 
trachtungen noch  die  Gleichung  dieser  Linien  in  Polarcoordinaten 
—  die  sogenannte  Polargleichung  —  aufstellen.  Wählen  wir, 
um  zu  möglichst  allgemeingiltigen  Kesultaten  zu  gelangen ,  einen 
ganz  beliebigen  Punkt  in  der  Ebene  einer  Linie  zweiten  Grades 
zum  Pol  (der  hier  nicht  mit  dem  im  vorigen  Paragraphen  ange- 
wendeten Begriffe  gleiches  Namens  verwechselt  werden  darf)  und 
eine  in  beliebiger  Richtung  hindurch  gelegte  Gerade  zur  Polar- 
achse, so  können  wir  ein  rechtwinkliges  Parallelcoordinatensystem 
zu  Hilfe  nehmen ,  dessen  Achse  der  positiven  x  bei  gleichem  An- 
fangspunkte mit  der  Achse  der  Polarcoordinaten  zusammenfällt. 
Von  einer  für  letzteres  System  giltigen  Gleichung  gelangen  wir 
bekanntlich  zur  Polargleichung  durch  die  Substitutionen 
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x  =  r  cos  (py  y=.r  sin  q>. 

Werden  nun  diese  Werthe  in  die  vielbesprochene  allgemeine  Glei- 
chung der  Linien  zweiten  Grades  eingesetzt ,  so  ergiebt  sich  als 
allgemeinste  Form  der  Polargleichung  dieser  Linien : 
(      f*  {A  co^q>-\'  B  sin*(p  +  2Csin q>  rostp) 
^)  I  +^r{DcoS(p  +  Esin(p)  +  F=r=0, 

Einfachere  Gleichungsformen  sind  durch  geschickt  gewählte  Lage 
des  Poles  und  der  Achse  zu  erzielen. 

Wird  in  I)  auf  r  reducirt,  so  entsteht: 
«^  D  cosq>  +  E  sin  tp  -\-  Sl 

'  A  cos'q>  +  B  sin* q>  +  2Csin(p  cos(p^ 

wobei  zur  Abkürzung 

3)  Sl=zj/(1)  cos  q>  +  Esin  q>Y —  {A  co^  9>  +  ^  sin*  <P  +  2  Csin  tp  cos  tp)  F 
oder 

4)  Sl*=(I>^—AF)cos*(p  +  {E*—BF)sin*(p  +  {DE—CF)sin2<p 
gesetzt  ist.  Soll  die  Gleichung  1)  eine  geometrische  Deutung  ha- 
ben, 80  muss  Sl  reell,  also  Sl*  positiv  sein.  Um  zu  einer  Verein- 
fachung der  Gleichungsform  zu  gelangen,  werfen  wir  die  Frage 
auf,  ob  es  möglich  ist,  Lagen  des  Coordinatensystemes  zu  ermit- 
teln, bei  denen  die  Wurzelgrösse  Sl  constant,  also  unabhängig  von 
der  veränderlichen  Anomalie  q>  wird.  Gehen  wir  zunächst  von 
speciellen  Werthen  der  Variabein  q)  aus  und  setzen 
g,=  0,  80  wird  Sl*=D*—AF, 
9)  =  90»,,,     „      Sl*=E*—BF, 

9,  =  45»,  „      „      Sl*=l{D*—AF)+^^{E*—BF)  +  {DE—CF), 
Alle  drei  Ausdrücke  werden  einander  gleich,  wenn  die  Beziehungen 
f         D*  —  AF=E*—BF 
^)  I  I)E—CF=0 

Anwendung  finden,  und  man  erhält  dann  aus  4)  allgemein 

%)  Sl*  =  D*  —  AF=E*  —  BF, 

d.  i.,  wie  verlangt  wurde,  einen  constanten  Werth. 

Zur  Ermittelung  der  Lage,  welche  der  Coordinatenanfang  ha- 
ben muss ,  damit  die  in  6)  aufgestellten  Bedingungen  erfüllt  wer- 
den, kehren  wir  zum  rechtwinkligen  Systeme  zurück.  Wird  in 
der  für  dieses  Coordinatensystem  geltenden  allgemeinen  Gleichung 
der  Linie  zweiten  Grades  mit  F  multiplicirt,  so  lässt  sich  das  hier- 
durch entstehende  Resultat 

AFa^  +  BFf  +  ^CFxy  +  ^DFx  +  2  EFy  +  F*^0, 
wenn  man  noch  den  Ausdruck 
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addirt  nnd  subtrahirt ,  auf  die  Form 

D^a^  +  E^y^+2CFxy+2DFx  +  2EFy  +  F* 

=  {D^  —  AF)  x^  +  {E^—BF)  f, 

bringen,  und  hieraus  wird  bei  Geltung  der  Bedingungen  5) 

D^a^+  E^y^  +  2DExy  +  2DFx  +  1EFy-\-  F* 

=  (D'  —  AF){x^  +  y') 

oder  nach  einfacher  Umgestaltung 

7)  ^  +  ^^(£^±§±11. 

Diese  Gieichungsform  muss  also  der  Linie  zweiten  Grades  in  recht- 
winkligen Coordinaten  angehören,  wenn  in  der  Polargleichung  die 
erzielte  Vereinfachung  eintreten  soll. 

Wird  in  7)  eine  neue  Constante  a  eingeführt ,  welche  an  Ä 
durch  die  Relation 

gebunden  ist ,  so  geht  diese  Gleichung  über  in 

und  hieraus  entsteht,  wenn  wir 

oo'  +  y'^r^, 
{Dx_+Ey  +  Fy_   , 

D^  +  F^         —  ^ 
setzen, 

oder  in  der  ersten  Potenz  bei  Voraussetzung  positiver  r  und  z 

8)  r=£Z. 

Aus  §.  6  Nr.  7)  wird  leicht  hergeleitet,  dass  hierin  z  die  Entfer- 
nung des  Curvenpunktes  xy  von  einer  Geraden  ausdrückt,  deren 

Gleichung  • 

Dx  +  Ey  +  F^=(i 
lautet,  d.  i.  mit  Rücksicht  auf  Nr.  4)  des  vorhergehenden  Paragra- 
phen die  Entfernung  von  der  dem  Coordinatenanfange  zugehöri- 
gen Polare.  Da  nun  r  den  Abstand  desselben  Punktes  xy  vom 
Coordinatenanfange  darstellt,  so  folgt  aus  Vergleichung  von  8) 
mit  §.  13  Nr.  1),  dass  der  Pol,  für  welchen  die  Polargleichung 
einer  Linie  zweiten  Grades  die  gewünschte  einfachere  Form  er- 
langt, ein  Brennpunkt,  seine  Polare  die  zugeordnete  Directrix 
sein  muss. 
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Nehmen  wir  jetzt,  am  diese  einfachere  Form  anr  Anwendung 
zu  bringen,  einen  Brennpunkt  als  Pol,  so  kann  die  zugehörige  Po- 
largleichnng  aus  1)  oder  2)  hergeleitet  werden,  indem  man  die  in 
5)  aafgestellten  Bedingungen  darin  einführt,  was  im  Wesentlichen 
darauf  hinauskommt ,  die  Gleichung  7)  in  Polarcoordinaten  umzu- 
setzen. Da  wir  jedoch  bereits  wissen,  dass  hier  keine  anderen 
Linien  als  Kegelschnitte  in  Frage  kommen ,  so  gelangen  wir  ein- 
facher zum  Ziele ,  wenn  wir  zur  Gleichung  6)  des  §.  13  zurück- 
gehen, in  welcher  ein  Brennpunkt  den  Coordinatenanfang  und  die 
hindurchgehende  Achse  des  Kegelschnittes  die  A!'- Achse  eines 
rechtwinkligen  Coordinatensjstems  darstellte.  Mittelst  einfacher 
Umgestaltung  gewinnt  diese  Gleichung  die  Form 

a:*  -|-  y*  =  jt?'  +  2p£X  +  s^oc'j 
wobei  bekanntlich  p  den  Halbparameter  und  c  die  numerische  £x- 
centricität  bedeutet.    Man  erhält  hieraus: 
r'={p  +  exy, 
Und  hieraus  wieder,  wenn  man  die  Lcitstrahlen  solcher  Punkte, 
«welche  von  dem  zunächst  am  Brennpunkte  befindlichen  Scheitel 
'Qsnach  der  Seite  der  positiven  x  hin  gelegen  sind,  als  positive 
Grössen  in  Rechnung  zieht, 

9)  r  =  jt)  +  ex*). 

denken  Avir  uns  nun  durch  den  Brennpunkt  als  Pol  die  Achse  der 
'olarcoordinaten  in  beliebiger  Richtung  gelegt,  so  dass  sie  mit 
er  jetzigen  Achse  der  x  einen  Winkel  a  einschliesst,  so  ist 

x  =  r  cos  (ip  +  a) 
n  setzen ,  wodurch  die  aus  Coordinaten  beiderlei  Art  gemischte 
leichung  9)  in 

r^=p  +  er  cos  (jip  +  a) 
hergeht.    Wird  hierin  auf  r  reducirt,  so  ergiebt  sich 

10)  ^=i ^J—T^ 

'  1 5  cos  ((p  +  «) 

s  allgemeine  Gleichung  der  Kegelschnitte  für  jedes  Polarcoordi- 
itensystem ,  dessen  Pol  mit  einem  Brennpunkte  zusammenfällt. 
3ll  die  Polarachse  mit  der  die  Brennpunkte  enthaltenden  Kegel- 
hnittsachse  identisch  sein ,  so  hat  man,  wenn  die  Anomalien  von 

*)  Dieselbe  Gleichung  kann,  wenn  wir  sie  mit  Einführung  des  zwischen 
•ennpunkt  und  Directrix  befindlichen  Abstandes  d  in  der  Form 

hreiben,  auch  unmittelbar  aus  §.  13  Nr.  1)  hergeleitet  werden. 


\ 
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dem  Scheitel  aus  gezählt  werden,  welcher  dem  angenommenen 
Pole  zunächst  liegt,  a=  180®  zu  setzen;  zählt  man  dagegen  von 
der  entgegengesetzten  Kichtung  aus  ,  so  wird  «  =  0.  Im  ersteren 
Falle  erhält  die  Folargleichung  die  Gestalt 

11)  —     ^ 


1  +  BCO$q>^ 
im  zweiten  geht  sie  Über  in 

12)  r^.-^ 

Für  den  speciellen  Fall  der  Parabel,  wo  «  =  1  ist,  wird  die  erste 

Gleichung  zu 

r-—E— 

^  2  co^  — 

2 

die  zweite  erlangt  die  Form 


^  2  sm*  ^ 

2 

Beide  letzte  Gleichungen  lassen  einfache  geometrische  Darstellun- 
gen zu  und  können  zur  Construction  von  Parabelpunkten  benutzt 
werden. 

Sowie  die  analytische  Untersuchung  der  für  Parallelcoordi- 
naten  aufgestellten  Gleichungen  der  Linien  zweiten  Grades  zur 
Ermittelung  geometrischer  Eigenschaften  dieser  Linien  angewen- 
det wurde ,  so  kann  in  ähnlicher  Weise  auch  mit  der  Polarglei- 
chung operirt  werden.  Wir  beschränken  uns  in  dieser  Hinsicht 
au/  folgende  zwei  Erörterungen ,  die  sich  am  einfachsten  an  die 
Form  der  Gleichung  10)  anschliessen. 

I.  Sind  r  und  <p ,  r  und  9'  die   Coordinaten  der  Endpunkte 
einer   durch  den  als  Pol  gewählten  Brennpunkt  gehenden  Sehne, 
so  ist,  da  r  und  r  nach  entgegengesetzten  Richtungen  liegen, 
(p'  =  (p  +  180». 


Aus  10)  folgt  dann : 


und  hieraus  wieder : 


1  I  —  scos((p  +  et) 

r  p 

1    \'\-  BCOS{(p+  et) 

7~  ^  ' 


f+7 

r       r 
2       ' 
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Dies  giebt  den  Satz :  Jede  durch  einen  Brennpunkt  eines 
Kegelschnittes  gelegte  Sehne  wird  in  diesem  Punkte 
sogetheilt,  dass  das  harmonische  Mittel  ihrer  beiden 
Abschnitte  beständig  dem  Halbparameter  gleich  ist. 
II.  Beachten  wir,  dass  die  Gleichung  10)  drei  beständige 
Grössen  er,  s  und p  enthält,  so  zeigt  sich  sofort,  dass  zur  Bestim- 
mung eines  Kegelschnittes,  sobald  ein  Brennpunkt  bekannt  ist, 
noch  drei  von  einander  unabhängige  Bedingungen  hinzutreten 
müssen.  Angenommen  nun,  es  seien  drei  Peripheriepunkte  gege- 
ben, so  gilt  für  jeden  dieser  Punkte  eine  Gleichung,  welche  die 
Form  von  Nr.  10)  besitzt,  und,  wie  bereits  oben  angegeben  wurde, 
in  der  Gestalt 

r  =p  +  sr  cos  (<p  +  «) 
geschrieben  werden  kann.    Hieraus  folgt ,  wenn  man  cos  (q>  +  a) 
entwickelt  und  die  Abkürzungen 

15)  ecosa^=ß,         esina  =  Y 
anwendet, 

r=p  +  ßr  cos  (p  —  yr  sin  q>. 
Nimmt  man  hierauf  noch  in  der  bekannten  Weise  ein  rechtwink- 
liges System  zu  Hilfe,  für  welches  die  Beziehungen 

r  cos  (p  =  Xy  r  sin  (p  =  y 

gelten ,  so  entsteht  die  Gleichung : 

16)  r=p  +  ßx  —  yy- 

Durch  jeden  der  gegebenen  Punkte  sind  drei  zusammengehörige 
Werthe  von  r,  x  und  y  bestimmt;  mittelst  dreier  Punkte  können 
ilso  drei  Gleichungen  von  der  Form  16)  aufgestellt  und  daraus 
),  j5,  Y  niit  Benutzung  der  gewöhnlichen  Eliminationsmethoden  be- 
echnet  werden.  Da  jede  dieser  Gleichungen  in  Beziehung  auf  die 
Jnbekannten  dem  ersten  Grade  angehört,  so  erhalten  diese  Grös- 
en  einfache  reelle  Werthe.  Dies  giebt  den  Satz:  Durch  drei 
*unkte  kann  nur  ein  Kegelschnitt  gelegt  werden, 
renn  einer  seiner  Brennpunkte  bekannt  ist. 

Von  den  berechneten  Constanten  der  Gleichung  16)  gelangt 
aan  zu  den  in  der  Polargleichung  10)  enthaltenen  beständigen 
jrössen  £  und  o  mittelst  der  aus  16)  folgenden  Kelationen : 

B'  =  ß^  +  Y\         tanci=^' 
^ird  endlich  in  16)  auch  r  durch  die  rechtwinkligen  Coordinaten 

Anal.  Geom.  I.  13 
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X  und  y  ausgedrückt,  so  lässt  sich  diese  Gleichung  mit  Anwendung 
der  Beziehung  g*  =  /S*  +  y*  in 

umgestalten.  Hierin  bedeutet  wieder  der  Inhalt  der  rechter  Hand 
befindlichen  Parenthese  das  Quadrat  der  Entfernung  des  Punktes 
xy  von  einer  Geraden,  deren  Gleichung 

17)  p  +  ßx  —  yy  =  (i 

lautet,  woraus  wir  in  ähnlicher  Weise  wie  oben  bei  Nr.  7)  folgern, 
dass  diese  Gerade  die  dem  Pole  zugeordnete  Directrix  darstellt. 

Die  eben  behandelte  Aufgabe,  die  Gleichung  eines  Kegel- 
schnittes zu  ermitteln,  für  welchen  ein  Brennpunkt  und  drei  Pe- 
ripheriepunkte gegeben  sind ,  ist  besonders  in  der  Astronomie  für 
die  Theorie  der  Planetenbewegung  von  Wichtigkeit. 


Neuntes  Capitel. 
Linien  höherer  Grade. 


§.  37. 
Allgemeine  BemerkungeiL 

eher  Weise,  wie  im  vorigen  Capitel  durch  Discussion  der 
inen  Gleichung  zweiten  Grades  zwischen  zwei  Veränder- 
ie  Formen  der  diesem  Grade  angehörigen  Linien  und  ihre 
Bristischen  Eigenschaften  ermittelt  wurden ,  kann  die  Auf- 
stellt werden,  auch  solche  Linien,  in  denen  die  Coordina- 
einzelnen  Punkte  für  ein  heliebiges  Coordinatensystem 
ine  Gleichung  dritten ,  vierten  Grades  u.  s.  f.  an  einander 
m  sind ,  einer  ähnlichen  Betrachtung  zu  unterwerfen.  Es 
3h  leicht  zu  übersehen,  dass  ein  weiteres  Fortschreiten  auf 
üVege  zu  völlig  endlosen  Untersuchungen  hinführen  muss*); 
geringeren  praktischen  Wichtigkeit,  welche  ohnedies  die 
hl  solcher  Linien  besitzt,  werden  wir  uns  daher  darauf  be- 
:en  müssen,  neben  einigen  allgemeinen  Bemerkungen  We- 
irmen  als  Beispiele  herauszugreifen.  Zuvor  haben  wir  ein 
egriffsbestimmungen  und  Bezeichnungen  vorauszuschicken, 
len  im  Folgenden  mehrfach  Anwendung  gemacht  werden 

ad  zwei  veränderliche  Grössen  oc  und  y  durch  irgend  eine 
mg  von  einander  abhängig  gemacht,  so  dass  zu  jedem  will- 

Euler  unterscheidet  sechszehn  Geschlechter  von  Linien  dritten 
welche  eine  Menge  durch  Form  verschiedene  Unterarten  in  sich 
n,  von  denen  Newton  bereits  zWei  und  siebenzig  aufgezählt  hatte, 
ten  Grade  sind  nach  Euler  hundert  und  sechs  und  vierzig  Ge- 
er  mit  einer  beträchtlich  grösseren  Menge. von  Arten  enthalten. 

13* 


—     196     - 

kürlich  angenommenen  Werthe  des  x  ein  aus  der  Gleichung  her- 
vorgehender Werth  von  y  gehört,  so  nennt  man,  abgesehen  von 
der  besonderen  Form  der  Gleichung,  y  eine  Function  von  sc. 
Zur  Bezeichnung  der  Functionen  bedient  man  sich  der  Buchstaben 
^j  /»  <P»  '»/'  ^^^  ähnlicher ;  Gleichungen  von  der  Form 

y  =  F(x),  y^f(x),  y  =  tp  (x)  ,  t/ =  tf;  (a:) 
sagen  daher  nichts  weiter  aus,  als  dass  jedem  willkürlichen  Werthe 
des  X  ein  von  einer  Gleichung  abhängiger  Werth  von  y  entspricht. 
F  {x) ,  f{x)  U.S.  f.  bedeuten  hierbei  beliebige  nicht  naher  bestimmte 
Rechnungsausdrücke ,  in  welchen  die  veränderliche  Grösse  x  vor- 
kommt.   Jede  Gleichung,  wie 

kann ,  so  lange  den  x  reelle  Werthe  von  y  zugehören ,  in  einer 
Ebene  mittelst  Parallelcoordinaten  durch  den  stetigen  Verlauf 
einer  Linie  dargestellt  werden. 

In  ganz  ähnlicher  Weise  bezeichnet  man  mit  F{x,  y),  fix^y) 
XX.  s.  w.  solche  nicht  näher  bestimmte  Ausdrücke,  welche  zwei  ver- 
änderliche Grössen  x  und  y  enthalten  und  die  wieder  Functionen 
dieser  Grössen  genannt  werden.    Gleichungen  von  der  Form 

F{x,y)=0,        f{x,y)  =  0 
sind  das  allgemeine  Symbol  aller  auf  Null  gebrachten  unentwickel- 
ten Gleichungen  zwischen  den  Variabein  x  und  y. 

Enthalten  die  Functionen  f  {x)  oder  F  (x^  y)  in  Beziehung  auf 
ihre  veränderlichen  Grössen  keine  anderen  Operationen,  als  die 
des  Addirens ,  Subtrahirens ,  Multiplipirens,  Dividirens  und  Poten- 
zirens  mit  constanten  Exponenten ,  worin  auch  das  Wurzelauszie- 
hen mit  begriffen  ist,  so  heissen  sie  algebraische  Functio- 
nen.   Die  Gleichung 

1)  F{x,y)^0 

stellt  dann  eine  algebraische  Gleichung  dar  und  eine  da- 
durch repräsentirte  krumme  Linie  wird  durch  Uebertragung  des 
Namenseine  algebraische  Curve  genannt.  Durch  bekannte 
Hilfsmittel  der  Algebra  kann  jede  algebraische  Gleichung  zwischen 

Neuere  haben,  von  anderen  Eintheilungsgründen  ausgehend,  andere  Classi- 
ficationen gefunden;  immer  aber  ist  man  zu  der  Erkenntniss  gelangt,  dass 
in  den  höheren  Graden  die  Zahl  der  möglichen  Formen  so  beträchtlich 
wächst,  dass  man  sich  bald,  abgesehen  von  der  Unzulänglichkeit  der  ma- 
thematischen Hilfsmittel,  genöthigt  sieht,  die  Fortsetzung  einer  derartigen 
Untersuchung  aufzugeben. 
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X  und  y  so  umgeformt  werden ,  dass  ihr  auf  Null  gebrachter  Aus- 
druck eine  Summe  von  Gliedern  von  der  Form 

enthält,  wobei  C  einen  beliebigen  beständigen  Coefficienten  bedeu- 
tet, die  constanten  Exponenten  p  und  q  dagegen  positive  ganze 
Zahlen,  Null  mit  eingeschlossen,  ausdrücken.  Ist  diese  Umgestal- 
tung eingetreten,  so  heisst  die  linke  Seite  der  Gleichung  1)  eine 
ganze  rationale  Function  von  a;  und  ^;  die  Summe  p  +  ^ 
giebt  die  Dimension  an,  welcher  das  Glied  Cx^y^  angehört,  und 
die  höchste  in  der  Gleichung  vorkommende  Dimension  bestimmt 
bekanntlich  den  Grad  der  Gleichung. 

Was  nun  die  Linien  höherer  Grade  betrifft,  so  wurde  bereits 
auf  Seite  39  bemerkt,  dass  unter  einer  Linie  /<*•■  Grades  eine  solche 
zu  verstehen  sei ,  deren  für  Parallelcoordinaten  aufgestellte  Glei- 
chung diesem  Grade  angehört.  Die  allgemeine  Form  dieser  Glei- 
chung lässt  eine  doppelte  Anordnung  zu ,  jenachdem  man  diejeni- 
gen Glieder  zusammenfasst,  welche  dieselbe  Potenz  einer  Ver- 
änderlichen, z.  B.  der  Abscisse  x,  enthalten,  oder  die  Glieder 
gleicher  Dimensionen  combinirt.    Im  ersten  Falle  hat  man 

fAx^  +  {A,y+  B)x^-'  +  {A^y^+  B,y+  C)x^-' 
+  {A^iy''^'  +  B,^,y^-'  +  ...+L,y  +  M)x 
+  (Ay"+  ^n-iy""*  +  ...  +  ^,y+  iV)  =  0, 
im  andern  besitzt  die  Gleichung  die  Form : 

{Ax'^  +  A, a"-'y  -f  A^x^'^y'+  . . .  +  A^^.xy-"'  +  A,y- 

+  Bx^-'+B,x^-''y+..,  +  B^^^xy-'"'+B,^,y--' 

+ 

+  {La^^-L,xy^'L^y')  +  {Mx  +  M,y)+N'^^(i. 
Beliebig  viele   der   Coefficienten   A^  B^  C  u.  s.  f.    können  hierin 
gleich  Null  sein,  nur  selbstverständlich  nicht  gleichzeitig  alle  die- 
jenigen ,  welche  der  höchsten  Dimension  angehören. 

Sollen  unter  diesen  Linien  nicht  immer  wieder  alle  ^ie  auf- 
treten, welche  niederem  Graden  angehören,  wie  wir  z.  B.  unter 
den  Linien  zweiten  Grades  geradlinige  Gebilde  aufgefunden  ha- 
ben ,  so  müssen  wir  bei  der  geometrischen  Deutung  algebraischer 
Gleichungen  aus  jedem  Grade  diejenigen  ausscheiden,  welche  sich 
in  rationale  Factoren  niederer  Grade  zerlegen  lassen.  Sobald 
nämlich 

4)  9)(^,y)  =  o,       ij;(^,y)^o 


3) 
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die  Gleichungen  zweier  Linien  darstellen,  so  geschieht  der  durch 
Mnltiplication  dieser  beiden  Ausdrücke  entstehenden  Gleichung 

.      5)  (p  {oc,  y)  .  t/;  (o:,  t/)  =  0 

durch  die  Coordinaten  eines  jeden  Punktes  Genüge ,  welcher  auf 
einer  von  jenen  beiden  Linien  gelegen  ist,  indem  dann  allemal  ein 
Factor  von  5)  zu  Null  wird.  Die  letzte  Gleichung  stellt  also  beide 
in  Nr.  4)  enthaltenen  Linien  gleichzeitig  dar.  Sind  nun  q)(x^y) 
tind  t/;  {x^  y)  zwei  algebraische  Functionen  des  p**"  und  q^  Gra- 
des, so  giebt  Nr.  5)  eine  algebraische  Gleichung  des  (i»  +  ^)'" 
Grades ,  in  welcher  jedoch  nur  das  System  zweier  Linien  niederer 
Grade  enthalten  ist.  So  drückt  z.  B.  unter  Voraussetzung  eines 
rechtwinkligen  Coordinatensystems  die  dem  dritten  Grade  ange- 
hörende Gleichung 

a^  —  y*  —  cc^y  +  xy^  —  r^x  +  r*y  =  0 
einen  Kreis  und  eine  Gerade  aus ,  weil  sie  in 

zerlegt  werden  kann;  die  Gleichung 

a^  +  xy^  —  2ay*  =  0 
dagegen,  bei  welcher  keine  solche  Zerlegung  möglich  ist,  reprä- 
sentirt  eine  eigentliche  Linie  dritten  Grades.  —  Bei  Anwendung 
der  erwähnten  Ausschliessung  fallen  alle  dem  ersten  Grade  ange- 
hörenden geradlinigen  Gebilde  aus;  es  bleiben  also  nur  krumme 
Linien  für  die  höheren  Grade  übrig,  wenn  wir  noch  von  allen 
solchen  Gleichungen  abseheh,  die  entweder  nur  einzelne  Punkte 
darstellen  oder  gar  keine  geometrische  Bedeutung  haben*). 

Beschränken  wir  uns  nach  dem  Vorhergehenden  auf  die  Cur- 
ven  höherer  Grade,  so  lässt  sich  rücksichtlich  ihrer  der  allgemeine 
Satz  aufstellen,  dass  jede  Linie  n*®°  Grades  von. einer  Ge- 
raden in  nicht  mehr  als  w  Punkten  geschnitten  werden 
kann.  Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  können  wir  uns  zuvor  das 
Coordiriatensystem  so  verlegt  denken ,  dass  die  zu  untersuchende 
Gerade  ^ur  Abscissenachse  wird.  Der  Allgemeinheit  der  Unter- 
suchung geschieht  hierdurch  kein  Eintrag,  weil  bei  der  Trans- 
formation der   Coordinaten   der  Grad  der  Gleichung  ungeändert 


*)  Der  erste  dieser  beiden  Fälle  findet  statt ,  sobald  die  Gleichung  so 
beschaffen  ist,  dass  sie  nur  für  einige  bestimmte  Werthe  von  oc  reelle 
Werthe  von  y  giebt;  der  andere,  wenn  kein  reeller  Werth  von  x  reelle 
Werthe  von  y  zulästt.  Beispiele  hierfür  haben  wir  bereits  beim  zweiten 
Grade  kennen  gelernt.  ^ 
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bleibt*).  Setzen  wir  nun  für  die  gemeinschaftlichen  Punkte  mit 
Kticksicht  auf  die  Oleichung  der  X-  Achse  in  der  allgemeinen  Glei- 
chung 2)  y  =  0 ,  so  bleibt : 

6)  Aa^  +  Ba^''^  +  Caf''^+...  +  Mx+N=zO. 
Dieser  Bedin^ng  kann  auf  doppelte  Weise  genügt  werden ,  ent- 
weder durch  jedes  mögliche  ar,  wenn  alle  Coeflicienten  A^  B,C  ,..  N 
einzeln  gleich  Null  sind,  oder  ausserdem  nur  durch  solche  a-, 
welche  sich  als  Wurzeln  von  Nr.  6)  bewähren.  Im  ersten  Falle 
besitzen  alle  von  Null  verschiedenen  Glieder  der  allgemeinen  Glei- 
chung 2)  den  Factor  y;  die  Gleichung  selbst  zerfallt  also  in  zwei 
Factoren,  von  denen  einer  dem  nächst  niederen  Grade  angehört, 
der  andere  die  Gleichung  der  Abscissenachse  y  =  0  darstellt.  Es 
kann  also  in  diesem  Falle  von  einer  eigentlichen  Linie  n**"  Grades 
nicht  die  Rede  sein.  Bleiben  nun  für  eine  solche  Curve  die  x  der 
gesuchten  Durchschnittspunkte  lediglich  als  Wurzeln  der  Glei- 
chung 6)  zu  bestimmen ,  so  sind  nach  der  Form  dieser  Gleichjing 
höchstens  n  von  einander  verschiedene  reelle  Werthe ,  also  auch 
nicht  eine  grössere  Zahl  von  Durchschnittspunkten  möglich.  Klei- 
ner kann  die  Anzahl  dieser  Punkte  sein ,  wenn  einige  Coefficien- 
ten  der  Anfangsglieder  in  6)  gleich  Null  sind  oder  wenn  diese 
Gleichung  gleiche  oder  imaginäre  Wurzeln  enthält. 

Durch  Anwendung  der  Theorie  der  algebraischen  Gleichun- 
2;en  höherer  Grade  mit  zwei  Unbekannten  wird  der  vorhergehende 
3atz  dahin  erweitert ,  dass  eine  Linie  m'®"  Grades  und  eine  Linie 
i^  Grades  höchstens  mn  Punkte  gemein  haben. 

Wir  wenden  uns  nach  diesen  Vorbemerkungen  zur  Betrach- 
ung  einiger  besonderer  Linien  höherer  Grade. 

§.  38. 

Parabolische  Curven. 

In  analytischer  Beziehung  sind  unter  den  Linien  eines  jeden 

jrades  diejenigen  die  einfachsten,  deren  entwickelte   Gleichung 

>ine  der  beiden  veränderlichen  Coordinaten  nur  in  der  ersten  Po- 


*)  Es  leuchtet  sofort  ein,  dass  durch  Anwendung  der  dem  ersten 
jJrade  angehörenden  Transformationsformeln  der  Grad  einer  algebraischen 
51eichung  nicht  erhöht  werden  kann ;  eine  Erniedrigung  des  Grades  in  der 
\ii,  dass  etwa  alle  Glieder  der  höchsten  Dimension  in  Wegfall  kämen,  ist 
iber  deshalb  nicht  möglich,  weil  sonst  bei  der  Bückkehr  zum  ursprünglichen 
Systeme  eine  Erhöhung  eintreten  müsste. 


tenz  enthält,  für  welche  also  z.  B.  die  Ordinate  eine  ganze  ra- 
tionale Function  der  Ahscisse  bildet.  Die  Gleichung  muss  dann 
die  Form 

besitzen,   oder   durch  Transformation  der  Coordinaten  auf  diese 
Form  gebracht  werden  können.    Linien  dieser  Art  werden  para- 
bolische Curven  genannt;  Nr.  1)  ist  die  allgemeine  Gleichung 
einer  parabolischen  Curve  w'*°  Grades ,  wobei  natürlich  vorausge- 
setzt wird ,  dass  ^n  ^  0  ist.     Was  die  Gestalt  solcher  Linien  be- 
trifft, so  kann  sie  je  nach  dem  Grade  der  Gleichung  und  der  Grösse 
der  Coefficienten  mannichfach  wechseln;   immer  aber  bleibt  das 
Merkmal  gemeinschaftlich,   dass  die  Linie  aus  einem  zu  beiden 
Seiten  der  Y-  Achse  sich  ins  Unendliche  erstreckenden  zusammen- 
hängenden Zuge  besteht,  weil  aus  Nr.   l)  zu  jedem  beliebigen  o: 
ein  zugehöriges  y  berechnet  werden  kann.    Da  die  Gleichung  hier- 
bei jedesmal  einen  einzigen  Werth  von  y  giebt,  so  folgt,  dass  jede 
Parallele  zur  Y-  Achse  die  parabolische  Curve  nur  in  einem  Punkte 
schneidet. 

Besonders  wichtig  für  die  Theorie  der  parabolischen  Curven 
ist  die  Aufgabe,  eine  Linie  dieser  Art  durch  gegebene  Peripherie- 
punkte zu  bestimmen.  Was  zunächst  die  Zahl  der  hierzu  nöthigen 
Punkte  betrifft,  so  lässt  sich  leicht  übersehen,  dass  (n  +  l)  Punkte 
gegeben  sein  müssen ,  sobald  die  Lage  der  Coordinatenachsen  be- 
stimmt ist  und  die  Curve  dem  /t'*°  Grade  angehört.  Da  nämlich 
die  allgemeine  Gleichung  l)  von  (n  +  1)  Constanten  Aq,  ^, ,  ^,, . . . 
A^  abhängt,  so  muss  zur  Ermittelung  dieser  beständigen  Grössen 
eine  gleiche  Anzahl  von  Bedingungsgleichungen  vorhanden  sein. 
Aus  den  Coordinaten  eines  jeden  gegebenen  Punktes  folgt  aber 
eine  Bedingungsgleichung  von  der  Form  1).  Durch  Anwendung 
der  gewöhnlichen  Eliminationsmethoden  findet  sich  dann  für  jede 
der  Unbekannten  ein  einfacher  reeller  Werth,  weil  die  obige  Glei- 
chung in  Beziehung  auf  ihre  Coefficienten  dem  ersten  Grade  an- 
gehört. Es  ist  hierbei  nicht  ausgeschlossen,  dass  die  Coefficienten 
der  höchsten  Potenzen  auch  den  Werth  Null  erhalten  können. 
Dann  ist  die  entstehende  Gleichung  von  einem  niederem  Grade 
und  es  ist  überhaupt  nicht  möglich ,  durch  die  gegebenen  Punkte 
eine  parabolische  Curve  «**°  Grades  zu  legen.  So  wird  man  z.  B. 
stets  auf  eine  Gleichung  vom  ersten  Grade  stossen,  wenn  die  ge- 
gebenen Punkte  sämmtlich  einer  Geraden  angehören. 
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Soll  nun  bei  voransbestiminter  Lage  der  Coordinatenachsen 
eine  parabolische  Curve  durch  n  Punkte  a:,yi ,  a-j^,,  cc^y^^  .  . .  a\y^ 
gelegt  werden,  so  kann  nach  dem  Vorhergehenden  ihre  Gleichung 
den  Grad  n  —  1  nicht  übersteigen.  Es  lässt  sich  daher  im  Voraus 
die  allgemeine  Form 

2)  y  =  ^0  +  Aoo  +  A^a^  +  .  . .  +  A-i^:""* 

festsetzen ,  wofür  dann  mittelst  der  Coordinaten  der  gegebenen 
Punkte  in  der  oben  angeführten  Weise  die  Coefficienten  berech- 
net werden  können.  Da  jedoch  eine  solche  Kechnnng  nicht  immer 
ganz  frei  von  Weitläufigkeiten  ist,  so  erscheint  es  zweckmässig» 
ein  für  allemal  eine  allgemein  giltige  Formel  für  dergleichen  Fälle 
festzustellen.  Man  gelangt  zu  einer  solchen  durch  die  folgende 
Betrachtung. 

Da  aus  den  gegebenen  Punkten  nur  eine  Gleichung  von  der 
Form  2)  folgen  kann,  so  muss  eine  auf  irgend  einem  Wege  erhal- 
tene Gleichung  dieser  Art  das  gewünschte  Resultat  liefern ,  wenn 
sie  den  Coordinaten  aller  n  Punkte  Genüge  leistet.    Setzen  wir  nun 

3)  y  =  X,y,  +  X,y,  +  j-.y,  +  . . .  +  X,y,, 

worin  Zj ,  A', ,  X^^  . .  .  A^n  vorläufig  noch  unbestimmte  Functionen 
von  X  bezeichnen,  so  kommt  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  in 
ihrer  Form  mit  der  rechten  Seite  von  2)  in  Uebereinstimmung, 
wenn  jeder  der  Coefficienten  ^j,  X^  u.  s.  f.  eine  ganze  rationale 
Function  von  x  vom  Grade  n  —  1  darstellt ,  oder  die  Form 

besitzt.  Durch  Addition  derjenigen  Glieder,  welche  gleiche  Po- 
tenzen von  X  enthalten,  entsteht  nämlich  in  diesem  Falle  eine 
Gleichung,  deren  Gestalt  vollständig  mit  Nr.  2)  übereinstimmt. 
Soll  nun  diese  Gleichung  den  Coordinaten  eines  beliebigen  Punk- 
tes x^y^  entsprechen,  so  muss  in  3)  für  o;  =  a-,  auch  y  =  y,  werden, 
d.  h.  die  Functionen  Z, ,  Xj,  .  .  .  Xr_i ,  ^r+i  >  •  •  •  ^n  müssen  in 
Null  übergehen ,  während  X^  z=t.  \  wird.  Man  sieht  hieraus ,  dass 
der  beliebige  Coefficient  X^  die  Eigenschaft  besitzen  muss,  zu  Null 
zu  werden,  sobald  x  einen  der  Werthe  iTj ,  a*, , . . .  x^^^  ?  ^r 4-i  i  •  •  •  ^n 
erlangt,  dass  er  dagegen  für  a:  =  a*,  in  Eins  überzugehen  hat. 

Wird  mit  Einführung  einer  vorläug  noch  unbestimmt  bleiben- 
den beständigen  Grösse  k 

X^z=:k{x X^)  (X  —  X^  .  .  .  {X  —  X,^^)  {X  —  X,j^x)  •  •  •  (^  — ^n) 

gesetzt,  so  sind  hierdurch  die  beiden  Bedingungen  erfüllt,  dass  X^ 
eine  ganze  rationale  Function  von  x  vom  Grade  n  —  1  darstellt 
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und  sich  in  Null  verwandelt,  sobald  man  darin  das  x  eines  der 
gegebenen  Punkte,  mit  Ausnahme  von  ar,,  substituirt.  Es  erübrigt 
noch,  den  Factor  k  so  zu  bestimmen,  dass  X^-=\  wird,  wenn  man 
x^=^Xj  werden  lässt.    Hieraus  folgt : 

l  =  k{x,—x;)  (o:,— ir,)...(a',— ar,_,)  {x,—  x,^;),..{x,—xX 
und  wenn  man  mit  dieser  Gleichung  in  die  vorhergehende  dividirt, 
so  entsteht  die  Formel : 

Y  —    {x—x,){x—x;)...{x—x,^,){x  —  x,j^,)..,{x  —  x^ 

{X,—  X;)  {X^—X^)  .  . .  {X^—X^^  ,)  {X^—X,^  0  •  •  •  K— ^n)  ' 

wodurch  der  Werth  eines  der  gesuchten  Coefficienten  bestimmt  ist. 
Drückt  man  in  gleicher  Weise  auch  die  übrigen  Coefficienten  aus, 
indem  man  der  Reihe  nach  r^=\^  2,  3, ...  «  setzt,  so  geht  die 
Gleichung  3)  über  in : 

{x, — x^)  {x, — x^)  {x, —x^...  {x,  —x^      ' 


4) 


{x  —  x^)  {x  —  x^)  (x  - 


+ 
+ 


(X  —  Xj)  (X  —  Xf)  (x  - 


-x,)...(x  —  x^)  ^^ 

-  X^)  ...  {X2        XJ^) 

■x^)...(x  —  x^) 


(^8  —  ^1)  (^3  —  ^2)  (^8  —X^),..  {Xs  —  X^) 


!/z 


{x  —  otQ  (x  —  Xt)  {x  —  x^)...(x  —  x^^i) 

\Xn        Xi){Xj^ Xj)  {Xji        X^J...  {Xj^        ^n— 1) 

Durch  Ausführung  der  Multiplicationen  kann  in  jedem  speciellen 
Falle  diese  Gleichung  auf  die  Form  von  Nr.  2)  zurückgeführt  wer- 
den. Soll  z.  B.  die  Gleichung  einer  parabolischen  Curve  zweiten 
Grades*)  gesucht  werden,  in  welcher  zu  den  Abscissen  o:,  =  —  J, 
a:,  =  +  1 ,  arg  =  +  2  der  Reihe  nach  die  Ordinaten  y,  =  -f.  6, 
y,  =  +  2 ,  ^3  =  +  3  gehören ,  so  folgt  aus  4) : 

{x-\){x^2)  (x+l){x^    ^  .   {x+l)(x—l) 


y- 


6  + 


2  + 


3, 


■(-l-j)(-l-2)-^  •    (,+j)(,_2)--  •   (2H.1)(2-I) 
und  hieraus  findet  sich  nach  gehöriger  Reduction : 
yz=:x*  —  2a: +  3. 

*)   Die  parabolische  Curve  zweiten  Grades  ist  eine  Parabel,  deren 
Achse  parallel  zur  .F- Achse  lauft  und  für  welche  die  X-Achse  mit  der  Tan- 
gente des  in  der  1^- Achse  gelegenen  Peripheriepunktes  gleiche  Richtung 
hat.    Man  bemerkt  dies ,  wenn  man  die  Gleichung 
y  =  Aq  -^  Ai  X  -^  A2  x^ 


auf  die  Form 


Ai' 


'-<-*ü-H'*& 
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Die  Formel  4)  ist  insofern  von  besonderer  Wichtigkeit,  als 
sie,  abgesehen  von  ihrer  Bedeutung  für  die  Theorie  der  paraboli- 
schen Curven,  die  Lösung  der  algebraischen  Aufgabe  enthält,  eine 
ganze  rationale  Function  von  x  zu  finden,  deren  Werthe  für  n  be- 
stimmte Grossen  von  x  bekannt  sind.  Sie  führt  bei  Anwendung  zu 
diesem  Zwecke  den  Namen  der  Interpolationsformel  von 
Lagrange. 

§.  39. 
Die  Farabelevolute. 

Nachdem  wir  im  vorhergehenden  Paragraphen  eine  ganze 
Classe  von  Linien  höherer  Grade  betrachtet  haben,  gehen  wir  jetzt 
dazu  über ,  die  Gleichungen  einiger  besonderen  häufiger  vorkom- 
menden Curven  aus  gegebenen  Entstehungsgesetzen  zu  entwickeln. 
Wir  wählen  hierzu  solche  Beispiele,  welche  sich  in  einfacher  Weise 
an  die  Theorie  der  Linien  zweiten  Grades  anschliessen. 

Der  geometrische  Ort  aller  Krümmungsmittelpunkte  einer  ge- 
gebenen Curve  wird  die  Evolute  dieser  Linie  genannt;  die  ur- 
sprüngliche Curve  selbst  führt  dabei  in  ihrer  Beziehung  zur  Evo- 
lute den  Namen  Evolvente.  Was  im  Allgemeinen  den  Weg 
betrifft,  auf  welchem  die  Gleichung  einer  Evolute  gefunden  wer- 
den kann,  so  müssen  zuvor  die  Coordinaten  des  Krümmungsmittel- 
punktes xy  als  Functionen  des  zugehörigen  Punktes  ar,y,  der 
Evolvente  gegeben  sein.  Man  hat  dann  zwei  Gleichungen  von  der 
Form 

x  —  q>(x^,y^),         y  =  ijj{xi,  t/i)- 
W^ird  hierzu  die  Bedingung  gefügt,  dass  sich  der  Punkt  Xit/i  auf 
1er  Peripherie  der  Evolvente  befinden  soll ,  deren  Gleichung 

lein  mag,   so  liegen  nun  drei  Gleichungen  vor,  aus  denen  die  Co- 
)rdinaten   des  besonderen  Curvenpunktes  arj^i   eliminirt  werden 


»ringt.    Setzt  man  nachher  mit  Verschiebung  des  Coordiuatenanfanges  und 
iTertauschung  der  Achsen 

jo  entsteht: 

i.  i.  eine  Gleichung  von  der  in  §.  17  Nr.  8)  besprochenen  Form. 
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können.  Es  bleibt  hiernach  eine  Gleichung  zwischen  x  und  y 
übrig ,  die  sich ,  unabhängig  von  der  Lage  des  Punktes  x^  y^ ,  auf 
alle  Krümmungsmittelpunkte  der  gegebenen  Curve  bezieht;  dies 
ist  also  die  Gleichung  der  gesuchten  Evolute.  —  Zur  Anwendung 
dieser  Theorie  stellen  wir  uns  die  Aufgabe,  die  Gleichung  und  aus 
dieser  die  Gestalt  der  Parabelevolute  zu  ermitteln. 

Wird  die  Achse  der  Parabel  zur  F- Achse  und  ihre  Scheitel- 
tangente zur  y- Achse  genommen,  so  gelten  nach  §.  18  Nr.  9)  und 
10)  für  die  Coordiuaten  des  Krümmungsmittelpunktes  die  Glei- 
chungen 

Vi' 

X—p  +  ^X,,  y  =  —  ^^ 

wobei  der  Punkt  x^y^  als  Parabelpunkt  noch  der  Gleichung 

zu  genügen  hat.  Berechnet  man  aus  den  beiden  ersten  Gleichun- 
gen x^  und  y, ,  und  substituirt  diese  Werthe  in  der  letzten  Glei- 
chung, £0  entsteht: 

und  hieraus  nach  gehöriger  Reduction: 

i)  /=#r^#^' 

Die  Parabelevolute  ist  also  eine  Linie  dritten  Grades.  Was  ihre 
Gestalt  betrifft,  so  folgt  aus  dem  Umstände,  dass  in  der  Gleichung 
I)  die  Ordinate  nur  in  der  zweiten  Potenz  vorkommt,  die  Symme- 
trie der  Curve  in  Beziehung  auf  die  Parabelachse.  Dabei  wird 
y  für  a:  <  p  imaginär,  für  o:  =  p  ist  y  =  0,  für  a:  >  p  dagegen  be- 
sitzt y  immer  reelle  Werthe  und  sein  Zahlenwerth  wächst  mit  x 
ins  Unendliche.  Einfacher  noch  als  aus  Nr.  1)  lassen  sich  die  Ei- 
genschaften unserer  Curve  übersehen ,  wenn  man  durch  parallele 
Verschiebung  der  F- Achse  den  Coordinatenanfang  in  den  der 
^- Achse  angehörenden  Peripheriepunkt  verlegt,  welcher  a:  =  /? 
und  y  =  0  zu  Coordinaten  hat*).  Bezeichnet  man  die  neuen  Co- 
ordiuaten mit  X  und  y\  so  ist 

X—.X+P,       y^=^y 
zu  setzen ,  und  wenn  man  sich  ausserdem  noch  der  Abkürzung 

2)  Ä=M^ 

bedient,  so  wird  die  Gleichung  der  Evolute  zu 


*)  Es  ist  dies  der  Krümmungsmittelpunkt  für  den  Scheitel  der  Parabel. 
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3)  ky^^x\ 

iese  Form  der  Gleichung  zeigt  sofort ,  dass  von  a:*  =  0  an  die 
»sohlten  Werthe  von  y  gleichzeitig  mit  den  x\  a>)er  in  einem 
ärkeren  Verhältnisse  als  diese  wachsen.  Die  Evolute  erhält  hier- 
irch  die  Gestalt  der  Curve  POP'  (Fig.  53),  p. ,  ^3 

I  welche  PAP'  die  zugehörige  Parahel  dar-  . 

eilt.  Da  in  letzterer,  im  Gegensatze  zu  ihrer 
Volute ,  die  Ordinaten  nicht  so  stark  als  die         y^    . 
bscissen  wachsen,  so  schneiden  sich  die  bei-    ^/  ^y^     ,  ,. 
311  Linien  zu  beiden  Seiten  der  X-Achse  in       \^  ^^S.      ' 
m  Punkten  P  und  P'.  Für  diese  Punkte  gel-  \..^^ 

n  die  Gleichungen  beider  Curven,  also,  wenn 
ir  zu  A  als  Coordinatenanfang  zurückkehren, 

P 

oraus  für  die  x  gemeinschaftlicher  Punkte  die  Gleichung 

(x—p^z^^p^x 
jrvorgeht.      Diese  Gleichung  hat  zwar  lauter  reelle  Wurzeln, 
imlich 

a:i=4p,       ar,  =  a:,  =  — 4p; 
e  beiden  letzten  sind  aber  in  unserem  Falle  deshalb  unzulässig, 
BÜ  zu  ihnen  in  beiden  Curven  imaginäre  y  gehören.    Es  bleibt 
iher  nur  ^iJf=  4p  =  4-^40. 

Soll  die  Parabelevolute  unabhängig  von  ihrer  Evolvente  dar- 
istellt  werden ,  so  eignet  sich  hierzu  am  besten  die  Einführung 
m  Polarcoordinaten.  Nehmen  wir  nämlich  0  zum  Pol  und  OX 
ir  Polarachse ,  so  folgt  aus  Nr.  3) 

4)  k  r*  sin*  g?  =  r"  co^  q> 
id  hieraus 

5)  r=^k  tan*  q>sec  q>^ 

onach  die  Leitstrahlen   der  einzelnen  Punkte  leicht  construirt 
erden  können*). 

Mit  Rücksicht  auf  die  Form  der  Gleichung  3)  kann  die  Pa- 
tbelevolute  einer  Classe  von  Linien  höherer  Grade  untergeordnet 


*)  Man  darf  nicht  übersehen ,  dass  beim  Uebergange  von  der  Glei- 
lung  4)  zu  5)  strenggenommen  zwei  Wurzeln  weggeworfen  wurden,  welche 
der  Gleichung  r*  =  0  enthalten  sind.  Es  zeigt  sich  dies,  wenn  man  Nr.  4) 
der  Form 

t*  (r  cos^  q>  —  k  sin^  9)  =^  0 
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werden,  in  welcher  man  alle  diejenigen  Curven  zusammenfasst, 
deren  Gleichung  auf  die  Form  y°^=.px^  gebracht  werden  kann. 
Man  nennt  solche  Linien  Parabeln  höherer  Art,  und  die  jetzt 
untersuchte  Curve  insbesondere  Neilische*)  oder  semicu- 
bische  Parabel. 

Es  bleibt  dem  Leser  überlassen,  die  in  der  Anwendung  wenig 
vorkommenden  Gleichungen  der  Evoluten  für  Ellipse  und  Hyper- 
bel aufzusuchen  und  dieselben  mit  der  Gestalt  der  Curven,  welche 
leicht  auf  constructivem  Wege  durch  Darstellung  von  Krümmungs- 
mittelpunkten gefunden  werden  kann,  in  Vergleichung  zu  bringen. 

§.40. 
FusspunktencnrveiL 

Wenn  man  von  einem  festen  Punkte  aus  auf  die  Tansrenten 
einer  gegebenen  Curve  Senkrechte  errichtet,  so  bildet  die  Auf- 
einanderfolge der  Fusspunkte  dieser  Perpendikel  eine  neue  Linie, 
der  wir  den  Namen  Fusspunktencurve  geben  wollen.  Der  um- 
schriebene Kreis  der  Ellipse  und  der  Hauptkreis  der  Hyperbel, 
die  für  die  Parabel  in  die  geradlinige  Scheiteltangente  degeneri- 
ren,  sind  Beispiele  solcher  Fusspunktencurven  für  die  in  einer  Linie 
zweiten  Grades  aus  einem  Brennpunkte  gefällten  Perpendikel.  Wir 
wollen  zu  diesen  bereits  bekannten  Beispielen  noch  ein  Paar  neue 
auf  die  Linien  zweiten  Grades  bezügliche  hinzufügen. 

Was  im  Allgemeinen  die  Methode  betrifft,  mittelst  welcher 
die  Gleichung  einer  Fusspunktencurve  analytisch  gewonnen  wird,  so 
ist  sie  ganz  ähnlich  der  bei  Aufsuchung  der  Evolutengleichung  an- 
gewendeten. Die  Gleichungen  der  Tangente  im  Curvenpunkte  x^y^ 
und  der  vom  festen  Punkte  darauf  gefällten  Senkrechten  in  Ver- 
bindung mit  der  für  a^i  und  y^  geltenden  Curvengleichung  geben 
für  den  Fusspunkt  xy  drei  Formeln,  aus  denen  x^  und  y,  eliminirt 

schreibt,  wovon  die  Gleichung  5)  nur  den  zweiten  Factor  darstellt.  Jede 
durch  0  gehende  Gerade  hat  daher  eigentlich  drei  Punkte  mit  der  Curve  ge- 
mein, von  denen  zwei  in  0  zusammenfallen.  Die  Spitze,  in  welche  die  Curve 
in  0  ausläuft,  ist  nämlich  als  ein  doppelter  Punkt  anzusehen,  welcher  den 
beiden  darin  zusammentreffenden  Zweigen  gleichzeitig  angehört. 

*)  Nach  einem  englischen  Mathematiker,  Namens  William  Neil.— 
Die  den  Kegelschnitten  angehörende  Parabel  zweiten  Grades  erhält,  wo 
Verwechselung  vermieden  werden  soll,  die  Namen:  gemeine  oder  Apol- 
lonische Parabel. 
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werden  können.  Die  hiemach  bleibende  Gleichung  zwischen  x 
und  y  gehört  allen  Fnsspunkten  an,  ist  also  die  Gleichung  der  ge- 
suchten Fusspunktencurve. 

I.  Die  gegebene  Curve  sei  eine  Parabel,  aus  deren  Schei- 
tel die  Senkrechten  geföllt  werden. 

Wählen  wir  wieder  die  Achse  der  Parabel  und  ihre  Scheitel- 
tangente zur  X'  und  F- Achse  eines  rechtwinkligen  Coordinatensy- 
stems,  so  lautet  nach  §.  16  Nr.  11)  die  Gleichung  der  Tangente  im 
Parabelpunkte  x^  y^ : 

yyi=p{x  +  X,), 
und  für  die  aus  dem  Scheitel  darauf  gefällte  Senkrechte  ergiebt  sich 

^  P 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  folgt: 

.,  _     py       ^           x^  +  t^ 
y^  —  ~~»     ^<~ :: — 

X  X 

fferden  diese  Werthe  in  die  Parabelgleichung 

y,»  =  Ipx^ 
eingesetzt,  so  erhält  man  bei  einfacher  Umgestaltung  die  für  alle 
Fusspnnkte  geltende  Gleichung 

1)  /?y'  =  — 2a:(x*-f  y«). 

Die  gesuchte  Curve  ist  hiernach  eine  Linie  dritten  Grades,  welche 
eine  zur  JT- Achse  symmetrische  Form  besitzt;  dabei  liegt  sie  voll- 
ständig auf  der  Seite  der  negativen  a;.  Mit  Rücksicht  auf  die  letzte 
Eigenschaft  wollen  wir  beide  Seiten  der  ^- Achse  unter  sich  ver- 
tauschen ,  so  dass  die  positiven  x  auf  dieselbe  Seite  der  Y-  Achse 
zu  liegen  kommen,  auf  welcher  sich  die  Curve  befindet.  Dabei 
geht  a:  in  —  x  über.    Wenn  wir  ausserdem  noch  die  Constante 

2)  f--\. 

d.  i.  nach  §-14  Nr.  I)  den  Abstand  des  Parabelscheitels  vom  Brenn- 
punkte oder  von  der  Directrix  einführen ,  so  verwandelt  sich  die 
Gleichung  i)  in 

3)  ^  /'y'  =  ^(^*  +  A 

und  hieraus  ergiebt  sich,  wenn  auf  y  reducirt  wird, 


4)  /  =  ■ 


f-x 

Man  sieht  aas  diesem  Ausdrucke,  dass  y  nur  so  lange  reelle  Werthe 
erhält,  als  x  zwischen  den  Grenzen  0  und  f  enthalten  ist;  die  Curve 
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liegt  also  gänzlich  innerhalb  des  Kanmes,  welcher  von  der  Scheitel- 
tangente und  der  Directrix  der  Parabel  begrenzt  wird.  Zwischen 
diesen  Grenzen  wächst  der  absolute  Werth  von  y  gleichzeitig  mit 
ar,  und  zwar,  wie  sich  aus  der  Vergleichung  der  Formel  3)  des  vor- 
hergehenden Paragraphen  mit  der  letzten  Gleichung  schliessen 
lässt ,  in  noch  stärkerem  Grade ,  als  in  der  Neilischen  Parabel. 

Die  Grösse  f —  a:  in  Nr.  4)  stellt  den  Abstand  eines  Curven- 
punktes  von  der  Directrix  dar.  Wird  auf  diesen  Ausdruck  redu- 
cirt,  so  folgt 

^-"  =  ?' 
ein  Werth ,  welcher  der  Null  beliebig  nahe  gebracht  werden  kann, 
da  X  die  Grenze  f  nicht  überschreitet,  während  y  ins  Unendliche 
wächst.    Die  Directrix  ist  hiernach  Asymptote  der  Curve. 
Gehen  wir  mittelst  der  Substitutionen 

y  =  r  sin  q>y       a:  =  r  cos  q),       ir*  +  y'  ==  r* 
von  Nr.  3)  zu  Polarcoordinaten  über,  so  entsteht  die  Polargleichung 

5)  r  =  fsin  q>  tan  (p  *) , 

welche  zu  einer  höchst  einfachen  Construction  der  in  Rede  stehen- 
den Curve  hinführt.  Wird  nämlich  in  Fig.  54 ,  wo  0  den  Parahel- 
scheitel  und  D  N  die  Directrix  darstellt,  über  dem 
Durchmesser  OA^=f  ein  Kreis  gezogen,  so  ist, 
wenn  LPOA  =  q>  gesetzt  wird, 
AM  =  fsin  g?, 
folglich,  d&LMAN  =  L  POA, 

MN  =  AM  tan  q>  =  fsin  cp  lan  g>, 
und  hiernach  mit  Rücksicht  auf  Nr.  5) ,  wenn  P 
einen   Curvenpunkt  darstellt,    MN=^OP^   also 
auch   PN  =  OM.     Man   wird    leicht   bemerken, 
wie  mit  Benutzung   dieser  Eigenschaft  beliebig 
viele  Punkte  der  Curve  gewonnen  werden  können. 
Die  durch  die  Gleichungen  I),  3),  4)  und  5)  re- 
präsentirte  Linie  führt  den  Namen  Cissoide. 
II.  Soll  die  Fusspunkten  curve  derEllipsefürdie  aus 
dem  Mittelpunkte  gefällten  Perpendikel  gesucht  wer- 


*)  Hierbei  sind  ebenso  wie  in  der  Polargleichung  der  Neilischen  Pa- 
rabel zwei  aus  der  Gleichung  r*  =  0  hervorgehende  Wurzeln  abgeworfen 
worden.  Der  Pol  ist  wieder  ein  Doppelpunkt ,  in  welchem  zwei  Zweige  der 
Curve  zusammenfliessen. 
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den,  so  gelten  für  den  Fasspnnkt  xy  und  den  zugehörigen  Ellipscn- 
punkt  ATi^i  (vgl.  §.  31  Nr.  13)  die  drei  Gleichangen : 

Aub  den  beiden  ersten  Gleichungen  folgt : 

a:,  ax  y,  hy 


a        a^  +  y^'        h        ar*  +  y« 
Setzt  man  diese  Werthe  in  die  dritte  Gleichung  ein,  so  erhält  man 
für  die  Fasspnnktencurve : 

'  (a^  +  y*)'-'' 

oder  nach  Entfernung  des  Nenners : 

7)  (a:»  +  y»)*  =  a«a:«  +  6«y'. 

Der  Umstand ,  dass  diese  Gleichung  nur  gerade  Potenzen  von  x 
und  y  enthält,  wonach  sich  zu  jedem  Werthe  der  einen  Coordinate 
gleiche  und  entgegengesetzte  Werthe  der  andern  ergeben,  zeigt, 
dass  die  gesuchte  Curve  gegen  beide  Achsen  symmetrisch  ist,  eine 
Eigenschaft,  die  auch  sofort  aus  der  Entstehung  der  Linie  hervor- 
geht.  Die  Curve  selbst  ist  eine  Linie  vierten  Grades. 

Um  die  Form  der  Linie  bequemer  ermitteln  zu  können,  setzen 
wir  die  Gleichung  7)  in  Polarcoordinaten  um.  Dann  entsteht  die 
Polargleichung : 

8)  r*  =  aV  co^  9  +  ft*r«  «m«  9, 
welche  in  die  beiden  Gleichungen 

r*  =  0,  T^  =  a*  cos^  9  +  ft*  sin*  q> 
zerlegt  werden  kann.  Die  erste  bezeichnet  den  Mittelpunkt  der 
Ellipse  als  einzelnen  ebenfalls  durch  die  Gleichuilgen  7)  und  8) 
repräsentirten  Punkt;  diese  Lösung  ist  aber  offenbar  der  gestellten 
geometrischen  Aufgabe  fremd,  da  keine  Ellipsentangente  durch 
den  Mittelpunkt  gehen  kann;  für  unsere  Zwecke  bleibt  also  nur  die 
Gleichung : 

9)  •  r*  =  a*  cos*  9>  +  ^*  sin*  g>. 

Wird  hierin  mit  Benutzung  der  bekannten  Relation  a*  =  5*  +  ^'* 
die  lineare  Excentricität  c  eingeführt,  so  ergiebt  sich  die  Gleichung 

10)  T^z=a*  —  c*  sin*  q> , 

der  man  auch ,  wenn  mittelst  der  Formel  c  =  a  «  die  numerische 
Excentricität  c  substituirt  wird ,  die  Form 

Anal.  Geom.  L  14 
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11)  r^  =  a'{\  —  B*sin*(p) 

geben  kann.  Auf  Nr.  10)  kann  leicht  eine  Construction  der  Curve 
gegründet  werden ,  indem  man  r  als  Kathete  eines  rechtwinkligen 
Dreieckes  auffasst,  dessen  Hypotenuse  und  andere  Kathete  der 
Keihe  nach  die  Längen  a  und  c  sin  q>  haben. 

Um  nun  zunächst  die  Fusspunktencurve  mit  der  Ellipse  selbst 
in  Vergleich  zu  bringen,  soll  in  10)  rechter  Hand  mit  a^—c^cos^tp 
multiplicirt  und  dividirt  werden.  Nach  einigen  Keductionen  ent- 
steht hierbei  das  Resultat ; 

,       a^b^  +  c*  sin^  q>  cos^  q> 

j*-  zr-z  : • 

Halten  wir  diese  Gleichung  mit  der  für  dieselbe  Lage  des  Coordi- 
natensystems  geltenden  Polargleichung  der  Ellipse  zusammen, 
welche  nach  §.  20  Nr.  4) 

a*  —  c^  cos^  (p 
lautet,  so  bestätigt  sich  ohne  Schwierigkeit  die  aus  der  Lage  der 
Ellipsentangenten  ersichtliche  Eigenschaft,  dass  beide  Curven  in 
den  Achselscheiteln  zusammenfallen,  dass  aber  in  allen  anderen 
Punkten  die  Fusspunktencurve  ausserhalb  der  Ellipse  gelegen  ist. 
Zum  Zwecke  der  weiteren  Untersuchung  der  Gestalt  reicht  es 
aus ,  wenn  wir  uns  auf  spitze  Werthe  von  9  beschränken ,  weil 
durch  diese  Werthe  einer  der  vier  unter  sich  congruenten  Quadran- 
ten der  Fusspunktencurve  vollständig  umfasst  wird.  Aus  den  Glei- 
chungen 10)  und  11)  ist  dann  zu  erkennen,  dass  r  abnimmt,  während 
q>  wächst,  dass  also  wie  in  der  Ellipse  die  beiden  Halbachsen  den 
grössten  und  kleinsten  Halbmesser  darstellen.  Dabei  können  aber 
zwei  wesentlich  verschiedene  Formen  eintreten ,  die  sich  aus  den 
Grössen  der  Ordinaten  ergeben.  Wird  nämlich  mit  Hilfe  der  For- 
mel r  sin  q>==t/  die  Gleichung  11)  in 

12)  2/"  =  ^  [s*  sin^  9^  (l  —  «'  sin'  9>)] 

umgestaltet,  so  zeigt  sich,  dass  unter  der  Voraussetzung  positiver 
y,  die  für  spitze  Werthe  von  (p  allein  zulässig  sind ,  p  wächst  oder 
abnimmt,  je  nachdem  das  Eine  oder  das  Andere  mit  dem  Producte 

fc^  sin'  <p  [l  —  t'  sin'  g?) 
stattfindet.    Da  die  beiden  Factoren  dieses  Productes  eine  unver- 
änderliche Summe  geben,  so  folgt  aus  einem  bekannten  arithme- 
tischen Satze ,  dass  sein  Werth  von  9  =  0  an  wächst ,  bis  beide 
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Factoren  gleich  geworden  sind ,  worauf  wieder  Abnahuic  eintritt. 
Der  grösste  Werth  des  Productes,  also  auch  der  Ordinate,  tritt 
demnach  ein ,  sobald  die  Eelation 

1  —  «'  sin^  q)z=  t*  sin^  q> 
Geltung  hat.     Dies  giebt,  wenn  wir  die  zugehörige  Anomalie  mit 
(p^  bezeichnen, 

13).  «•,i,,„=^. 

Aus  dieser  Formel  folgt  ein  unmöglicher  Werth  von  qp„,  so 
lange  £  <  ^4  ;  ^ür  f  =  j/^  ist  qp  =:=  90°.  In  beiden  Fällen  wächst 
also  y  fortwährend  von  qp  =  0  bis  qp  =  90°,  so  dass  die  grösste  mög- 
liche Ordinate  mit  der  kleinen  Halbachse  der  Ellipse  zusammen- 
flUllt.  Die  Curve  hat  hierbei  eine  Form,  die  mit  der  Ellipse  selbst 
die  grösste  Aehnlichkeit  besitzt.  Ist  dagegen  ^7>j/  ^j  so  gehört 
die  grösste  Ordinate  zu  einer  innerhalb  der  Grenzen  0  und  90^  ge- 
legenen Anomalie ,  so  dass ,  wenn  man  vom  Scheitel  ausgeht ,  die 
Ordinaten  anfanglich  wachsen,  um  nachher  wieder  abzunehmen. 
Die  Fusspnnktencurve  erhält  hierbei  -pis,  55. 

die  Gestalt  von  Fig.  55,  worin  A  Ä '  und 
BB'  die  Achsen  der  dazu  gehörenden 
Ellipse  darstellen ;  sie  erscheint  an  den 
Seheiteln  der  kleinen  Achse,  bei  B 
und  B'  eingedrückt,  und  zwar  um  so 
mehr,  je  grösser  e  wird,  oder  jemehr 
sich  die  beiden  Achsen  der  Ellipse  an  Grösse  unterscheiden.  Für 
die  Länge  der  grössten  Ordinate ,  die  y„  heissen  mag ,  erhält  man 
aus  12)  und  13) 

a 

ym  — ^• 

Das  zugehörige  x  kann  aus  der  Gleichung  7)  berechnet  werden; 
wir  überlassen  dies  dem  Leser. 

C.  Die  Gleichung  der  Fusspnnktencurve  einer  Hyper- 
bel für  die  aus  dem  Mittelpunkte  gefällten  Senkrech- 
ten ergiebt  sich  mit  Rücksicht  auf  die  bekannte  Beziehung,  welche 
zwischen  der  Ellipsen-  und  Hyperbelgleichung  stattfindet,  wenn 
man  in  Nr.  7)  6*  mit  —  ft*  vertauscht.  Die  Gleichung  lautet  folglich : 

14)  {x^  +  ff  =  d^x^  —  b'y^ 

wonach  die  Fusspnnktencurve  wieder  dem  vierten  Grade  angehört 
und  gegen  beide  Achsen  symmetrisch  gelegen  ist. 

14* 
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Beim  Uebergange  zu  Polarcoordinaten  erhält  man  aus  14)  oder 
auch  sogleich  aus  9)  die  Polargleichung 

15)  r'  =  a*  cos*  g>  —  b*  sin*  9, 

welche,  wenn  mittelst  der  Relationen  c^=  a*  '\-  b*  und  c  =  a  £  die 
lineare  und  numerische  Excentricität  eingeführt  wird,  zeigt,  dass 
die  Gleichungen  10)  und  11)  auch  für  die  Fusspunktencurve  der  Hy- 
perbel Geltung  finden. 

Was  die  Gestalt  der  Linie  anlangt,  so  folgt  aus  15),  dass  reelle 
r  nur  möglich  sind ,  sobald  die  Bedingung 

ian*  fp'^-Tf 

verificirt  wird.  Die  Curve  ist  hiernach  zu  beiden  Seiten  der  X-Achse 
zwischen  zwei  durch  den  Mittelpunkt  gehenden  Geraden  einge- 
schlossen, welche  eine  gegen  die  Asymptoten  der  Hyperbel  senk- 
rechte Lage  haben.  Im.  Falle  der  gleichseitigen  Hyperbel  sind 
diese  beiden  Geraden  mit  den  Asymptoten  identisch.  Ferner  lässt 
die  Gleichung  11)  erkennen,  dass  unter  Voraussetzung  spitzer 
Werthe  von  q>  der  Leitstrahl  r  von  a  bis  0  abnimmt ,  während  (p 
von  0  bis  (po  wächst ,  wobei 

stn  g)o  =  — ,         tang>Q=z  —' 

angenommen  ist.  Rücksichtlich  der  Ordinaten  folgt  aus  der  zur 
Formel  12)  angestellten  Betrachtung,  dass  sie  vom  Scheitel  aus  ge- 
rechnet anfänglich  wachsen,  bis  q)  den  in  Nr.  13)  gegebenen  Werth 
erlangt  hat,  um  nachher  wieder  bis  zu  Null  hin  abzunehmen.  Ans 
allen  diesen  Bemerkungen  ergiebt  sich  für  die  Curve  eine  schleifen- 
■ri.     gg  ähnliche  Gestalt,  wie  sie  in  Figur  56 

für  den  speciellenFall  dargestellt  ist, 
wenn  die  Fusspunkte  ihre  Entstehung 
einer  gleichseitigen  Hyperbel  ver- 
danken. Eine  Curve  dieser  besondem 
Art  führt  den  Namen  Lemniscate. 
Für  die  Gleichung  der  Lemniscate  erhält  man  aus  14),  wenn 
a  =  b  gesetzt  wird, 

16)  (a:'  +  y*)  =  «'(^  — /); 

auf  gleichem  Wege  entsteht  aus  15)  die  Polargleichung 

17)  T^  —  a*cos2q). 

Die  Lemniscate  besitzt  die  merkwürdige  Eigenschaft,  dass, 
wenn  man  in  der  Achse  AA'  zu  beiden  Seiten  des  Mittelpunktes 
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zwei  feste  Punkte  F  und  F*  in  dem  Abstände  OF  =  OF'  =  a  j/^  an- 
nimmt, für  jeden  beliebigen  Peripheriepankt  das  Product  PF ,  PF' 
der  beständigen  Grösse  ^o*  gleich  ist.  Aus  den  Formeln 

PF*  =  {x-aj/'^y  +  y' 

Pr'={x  +  aj/\y  +  y' 
folgt  nämlich  durch  Multiplication  nach  einigen  Umgestaltungen 

und  hieraus  mit  Kücksicht  auf  Nr.  16) 

Jf*  .  pr*  =  J  a\ 

irorin  die  angegebene  Eigenschaft  ausgedrückt  ist.  Die  Lemniscate 
»rdnet  sich  hierdurch  einer  allgemeineren  Linie  unter ,  in  welcher 
las  Product  PF .  PF'  eine  beliebige  constante  Grösse  q*  besitzt. 
Im  auch  für  diesen  allgemeinen  Fall  die  Gleichung  zu  entwickeln, 
ehalten  wir  die  vorher  angewendeten  Coordinatenachsen  bei  und 
etzen  0F=^  OF^  =^e.  Dann  ist 

IPF^^^x—ey  +  t/* 

pF''={x  +  eY  +  y% 
roraus  nach  der  vorgelegten  Bedingung  die  Relation 

[{x—ey  +  ty]  [{x  +  ey  +  y»]  =  ^ 
ervorgeht.    Nach  einfacher  Umformung  folgt  hieraus : 

18)  {a^  +  tyy—2e^{x^—iy)=zg/*—^. 

)ie  durch  diese  Gleichung  repräsentirte  Curve  vierten  Grades  hat 
en  Namen  der  Cassinischen  Linie  erhalten*).  Sie  zeichnet 
ich  durch  eine  mit  der  gegenseitigen  Grösse  von  e  und  q  mannich- 
&ch  wechselnde  Formverschiedenheit  aus.   Bedienen  wir  uns  der 

ibkürzung  —  =  e,  so  stellt  die  Cassinische  Linie  einen  Kreis  dar, 

renn  «  =  0  ist;  sie  erhält  eine  der  Ellipse  ähnliche  Gestalt  für  den 
'all  x/T  =  «  >;  ö ,  erlangt  eine  eingedrückte  Form  nach  Art  von 
'igur  55,  wenn  s  zwischen  den  Grenzen  y -^  und  1  liegt,  geht  für 
=  l  in  die  Lemniscate  über,  trennt  sich  dann,  wenn  s  den  Werth 
iins  überschreitet,  in  zwei  die  Punkte  i?"  und  F  umgebende  ge- 
ßhiossene  Curven  und  schwindet  endlich  in  diese  Punkte  selbst 
asammen ,  wenn  c  unendlich  geworden  ist. 


*)  Nach  dem  bekannten  Astronomen  Dominique  Cassini,  der 
iese  Linie  erfand ,  um  von  ihr  eine,  übrigens  irrthümliche,  Anwendung  auf 
ie  Theorie  der  Mondbewegung  zu  machen. 
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§.41. 
Die  Tangenten  algebraischer  Cnrven. 

Eine  der  wichtigsten  Fragen  bei  analytischer  Untersuchung 
einer  krummen  Linie  ist  die  Frage  nach  der  Richtung  ihrer  Tan- 
genten, indem  hierdurch  die  Bewegungsrichtung  des  die  Curve  be- 
schreibenden Punktes  in  seinen  verschiedenen  Lagen  bestimmt 
wird.  Das  zu  diesem  Zwecke  bei  Betrachtung  der  Linien  zweiten 
Grades  benutzte  Verfahren  reducirt  sich  schliesslich  auf  die  Er- 
mittelung der  gleichen  Wurzeln  einer  quadratischen  Gleichung; 
eine  erweiterte  Anwendung  derselben  Methode  auf  Untersuchung 
der  Linien  höherer  Grade  würde  zu  der  Aufgabe  führen,  die  glei- 
chen Wurzeln  einer  höheren  Gleichung  ausfindig  zu  machen.  Da 
die  Lösung  dieser  Aufgabe  bei  Beschränkung  auf  die  Hilfsmittel 
der  Elementarmathematik  mit  nicht  unbeträchtlichen  Schwierig- 
keiten verknüpft  ist,  so  soll  hier  ein  anderer  Weg  eingeschlagen 
werden ,  auf  dem  wir  zu  allgemeineren  Resultaten  gelangen.  Wir 
schicken  dazu  folgende,  für  alle  Curven  geltende  Erörterungen 
voraus. 

Es  sei  die  Gleichung  irgend   einer  krummen  Linie  in  der 
Form 

1)  F{x,y)  =  0 

gegeben  und  die  Aufgabe  gestellt,  an  diese  Curve  im  Peripherie- 
punkte Xii/i  eine  Tangente  zu  legen.  Verbinden  wir  zunächst 
diesen  Punkt  mit  einem  zweiten  Punkte  oc^t/z  der  nämlichen  Linie, 
so  gilt  nach  §.  5  Nr.  9)  für  die  Richtungsconstante  M  der  die  bei- 
den Punkte  enthaltenden  Secante  die  Formel 

welche  durch  Combination  mit  den  aus  1)  folgenden  (Srleichungen 

so  umgestaltet  werden  kann,  dass  sie  nur  noch  zulässig  bleibt, 
wenn  beide  Punkte  auf  der  gegebenen  Curve  liegen.  Denkt  man 
sich  hierauf  den  Punkt  x^y^  nach  a;,yj  hin  bewegt,  so  dreht  sich 
die  Secante  um  den  letzteren  Punkt  und  geht  endlich  in  eine  Tan- 
gente über,  wenn  X2=Xi  und  yj^z=zy^  geworden  ist.  Zu  diesen 
bestimmten  Specialwerthen  von  x^  und  y^  muss  ein  bestimmter 
Werth  von  M  gehören,  der  zwar  aus  Nr.  2)  allein  in  der  unbe- 

stimmten  Form  --  erscheint ,  weil  ohne  Hinzutreten  der  Gleichun- 
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en  3)  die  Aufgabe  darauf  hinauskommen  würde,  die  Richtung 
iner  beliebigen  durch  einen  Punkt  gelegten  Geraden  zu  ermit- 
ßln,  der  aber  bei  zweckdienlicher  Benutzung  dieser  Gleichungen 
rgend  eine  angebbare  Grösse  erlangt ,  die  wir  mit  N  bezeichnen 
rollen.  N  ist  dann*  die  Richtungsconstante  der  durch  den  Punkt 
\yi  gehenden  Tangente,  und  die  Gleichung  dieser  Geraden  lautet 
aoh  §.  5  Nr.  7) 

4)  y  —  !/i==^{oo  —  x,). 

Es  bleibt  jetzt  die  einzige  Schwierigkeit  übrig,  in  jedem  spe- 
iellen  Falle  die  Gleichungen  3)  so  anzuwenden,  dass  dadurch  ein 
estimmter  Werth  von  N  erreicht  wird.  Die  allgemeine  Lösung 
ieser  Aufgabe  gehört  der  höheren  Mathematik  an ;  für  den  spe- 
iellen  Fall  aber ,  dass  F  (x^  y)  eine  algebraische ,  ganze  und  ra- 
onale  Function  von  x  und  y  darstellt,  führt  die  folgende  Betrach- 
mg  zum  Ziele. 

Jedes  einzelne  Glied  der  Formeln  2)  und  3)  in  §.  37,  welche 
Bn  allgemeinen  Ausdruck  der  Gleichungen  algebraischer  Curven 
ithalten,  besitzt,  wie  bereits  früher  bemerkt  wurde,  die  Form 

5)  Ca^y\ 

bezeichnet  hierbei  eine  beliebige  Constante,  die  Exponenten  j> 
id  q  dagegen  sind  ganze  positive  Zahlen  oder  auch  gleich  Null, 
ilden  wir  nun  aus  den  Gleichungen  3)  durch  Subtraction  die  neue 
leiohung 

6)  F(x,,y,)  —  F{x^,y^)={i, 
entstebt  aus  dem  Gliede  5)  der  Ausdruck 

C{x,^y,^-x^^y^^), 
sicher,  wenn  man  in  der  Parenthese  iCj^y,^  subtrahirt  und  addirt,  iji 

7)  C  [y,^ {x,^—x,^)  +  xj^  {y.^-y^'^)] 
agestaltet  werden  kann.    Bei  Einführung  der  Abkürzungen 

J^^=ariP-*  +  x^^-^x^  +  x^^-^x^^  +  ...  +  Xy  xj>^^  +  x^^"^ 

8)  \e^= y,^-'  +  y,^-^y,  +  y.^-^y,^  +  . . .  +  y.y,^"»  +  y,^'' 
;  nacli  einem  bekannten  arithmetisclien  Satze 

f         a;,"  — a;,''  =  (a:,— ar,)2; 

iermit  erlangt  der  Ausdruck  7)  die  Form 

C  bi"  («. — o;,)  2i  +  x^  (y.  — y.)  2,\ 
ler,  wenn  man  den  Factor  (ar, — x^)  aushebt  und  die  Eelation  2) 
mutzt, 
1  e)  C  (xt  -  Xt)  (yi'  £,  +  Mx,f  ^). 
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Wird  dann  die  ganze  Gleichung  durch  (a?j — «,)  dividirt,  so  ver- 
wandelt sich  10)  in 

11)  .  C(y,''2:.  +  il/x.»2^), 

worin  man  nur  3:2  =  ^:1,^2=^1,  M^=^N  zu.  setzen  bat,  um  zu 
einer  Gleichung  zu  gelangen ,  aus  welcher  ein  bestimmter  Werth 
von  N  hervorgeht.   Dabei  wird  nach  8) 

der  Ausdruck  U)  verwandelt  sich  also  in 

1 2)  C  {pxr'Vx''  +  qNx.^y,^-'). 

Wenden  wir  zunächst  diese  Methode,  um  sie  an  einem  bereits 
anderwärts  behandelten  Beispiele  zu  prüfen,  auf  die  allgemeine 
Gleichung  zweiten  Grades  an ,  so  hat  man  für  zwei  Punkte  einer 
diesem  Grade  angehörenden  Linie  die  Gleichungen 

^Xi*  +  By^*  +  aCari^i  +  2Dx^  +  2%,  +  J^=0 
Äx^^  +  By^*  +  ICx^y^  +  ^Dx^  +  2%2  +  ^  =  0, 
aus  denen,  wenn  man  subtrahirt  und  die  in  Nr.  7)  und  9)  angewen- 
deten Zerlegungen  benutzt,  die  Gleichung 

Ä  {x^  — Xj)  (ari  +  x;)  +  B  (y,  — ^2)  (Vi  +y^ 

+  2  C  [yi  {x^  —  0:2)  +  x^  (y,  — y,)] 

+  21)  {x^  —0:2)  +  2^(yi— y,)  =0 

hervorgeht.    Wird  hierin  durch  Xi  —  ar,  dividirt,  so  entsteht  mit 

Hilfe  der  Formel  2) : 

A{x,+x,)  +  BM(t/^+y;)+2C{y^+Mx;)+2l)+2EM:=zO, 
und  hieraus,  wenn  x^^x^^  ^2  =  ^1»   M-=N  gesetzt  wird,  bei 
gleichzeitiger  Entfernung  des  gemeinschaftlichen  Factors  2 : 

Äx,  +  BNy,  +  C(y,  +  Nx,)  +  i>  +  EN=  0. 
Dies  giebt ,  wenn  man  auf  N  reducirt, 

Ax,  +  Cy,  +  D 
By,  +  Cx,  +  E' 
was  mit  der  aus  der  allgemeinen  Tangentengleichung  5)  §.  35  fol- 
genden Eichtungsconstante  vollkommen  tibereinstimmt. 

Das  angewendete  Verfahren  lässt  sich  zu  einem  einfachen 
Mechanismus  umgestalten,  wenn  man  aus  der  Zusammenstellung 
der  Ausdrücke  5)  und  12)  die  Umwandlung  entnimmt,  welche  jedes 
Glied  der  vorgelegten  Curvengleichung  beim  Uebergange  in  die 
zur  Ermittelung  von  N  dienende  Formel  erleidet.  Wählen  wir 
z.  B.  die  Gleichung 

13)  Aa^  +  By""  +  Cx^y"^  +  i>  =  0, 

welche  von  jeder  Art  von  Gliedern,  wie  sie  in  der  allgemeinen 
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Gleichung  der  Linien  höherer  Orade  vorkommen,  eines  enthält, 
80  verwandelt  sich  bei  dem  fraglichen  Uebergange  das  Glied 

Äa^     in   m-^^aTj"'"*, 

Bit       »     nIfByr\ 

während  das  constante  Olied  D  sogleich  bei  der  anfänglichen  Sub- 
traction  zn  Null  wird.  Die  zur  Bestimmung  der  Hichtungscon- 
stante  N  nötbige  Gleichung  lautet  folglich : 

14)  m^a;,»-^  +nNBy,^-'  +  C{px,^-'y,'^  +  qNXy^y,^''')=^0. 
Man  wird  leicht  das  Bildungsgesetz  übersehen,  nach  welchem 
Nr.  ]4)  aus  13)  entstanden  ist.  Zu  bemerken  haben  wir  noch,  dass 
die  Curvengleichung  nicht  nothwendig  auf  Null  reducirt  zu  sein 
braucht,  was  sich  sofort  zeigt,  wenn  man  z.  B.  die  Gleichung  13) 
in  der  Form 

Aa^  +  By^  =  —  Cx^y<i  —  D 
gegeben  annimmt  und  Nr.  14)  in 

mAx^^'  +  nNByr'  =  —  ^  {px^-"y,^  +  qNx,^y,^'') 
umgestaltet. 

Als  Beispiel  für  die  Theorie  der  Tangenten  einer  Linie  höhe- 
ren Grades  möge  die  Untersuchung  der  Cissoidentangenten 
dienen. 

Aus  der  Gleichung  3)  in  §.  40  folgt  nach  Ausführung  der 
Ifnltiplication  und  geänderter  Ordnung  der  Glieder  für  die  Coor- 
dinaten  eines  Cissoidenpunktes : 

15)  ar'  —  fy^  +  ocy^  —  O. 

Wird  die  oben  angegebene  Methode  auf  diese  Gleichung  ange- 
wendet, so  entsteht  in  gleicher  Weise  wie  beim  Uebergange  von 
Nr.  13)  zu  14) : 

^a:*  —  2fy^N  +  y,^+2Nx,y^  =  0, 
HToraus  man  für  die  Richtung  der  Cissoidentangente  die  Formel 

erhält.    Mit  Hilfe  der  aus  §.  40  Nr.  4)  fliessenden  Gleichung 

ässt  sich  bierin  der  Ausdruck  f — x^  eliminiren;  wir  erlangen  da- 
lurch  die  von  der  beständigen  Grösse  f  unabhängige  Formel : 


17)  i\^  = 


VxSl^cl  +  yf) 


1X{ 
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Uüi  hieraus  Folgerungen  für  die  Gestalt  der  Cissoide  ziehen  zu 
können,  wollen  wir  mittelst  der  Relationen 

18)  N^ianr,  -  ^=  tan  w 

den  von  der  Tangente  und  der  ^- Achse  (ingeschlossenen  Winkel 
T  und  die  Anomalie  <p  des  Berührungspunktes  einführen.  Danu 
ergiebt  sich : 

1 9)  ian  T  =  i  tafi  g>  (3  +  (an^  (p). 

Diese  Formel  zeigt ,  dass  von  (p  =  0  bis  g?  =  90°  der  Winkel  t 
gleichzeitig  mit  g>,  aber  in  viel  stärkerem  Grade  als  die  Anomalie 
wächst,  woraus  leicht  hergeleitet  wird,  dass  die  Curve  wie  ia 
Fig.  54  überall  der  A'- Achse  ihre  convexe  Seite  zukehren  muss. 

Als  Gleichung  der  Cissoidentangente  im  Punkte  a:,y,  entsteht 
aus  Nr.  4)  bei  Substitution  des  in  Nr.  17)  enthaltenen  Werthes 
von  N: 

20)  .-..=^-^t^^a:-.0. 

Wird  hierin  y  =  0  und  x  =  m  gesetzt,  wobei  m  die  Abscisse  des 
in  der  ^- Achse  gelegenen  Tangentenpunktes  bezeichnet,  so  er- 
hält man  für  die  sogenannte  Subtangente  (vgl.  die  Anmerkung 
S.  95)  den  Werth : 

"^^-"  =  3^7+^^' 
und  hieraus,  wenn  mittelst  der  Cissoidengleichung  die  Ordinate  yi 
eliminirt  wird, 

2{fx,  —  x^') 

Dieser  Ausdruck  erlangt  eine  für  die  geometrische  Darstellung 
einfachere  Form,  wenn  man  darin  den  Hadius  a  des  in  Fig.  54  zur 
Construction  der  Cissoide  benutzten  Kreises  einführt,  oder  /*=  2a 
setzt.   Dann  entsteht: 

^n  ^ 2axi—x,^ 

ein  Werth,  der  sehr  leicht  construirt  werden  kann,  wenn  man 
beachtet,  dass  2ax^  — Xi^  das  Quadrat  der  zu  a:,  gehörigen  Kreis- 
ordinate bezeichnet. 


Zehntes  Capitel. 
Transcendente  Linien. 


•      §.  42. 
Die  transcendenteii  Linien  im  Allgemeinen. 

Alle  bis  jetzt  untersuchten  Linien  waren  der  Art,  dass  sie,  auf 
Parallelcoordinaten  bezogen,   durch   algebraische  rationale  Glei- 
chungen zwischen  x  und  y  repräsentirt  werden  konnten.    Wenn 
wir  nun  bedenken ,  dass  jede  Gleichung  zwischen  zwei  veränder- 
lichen Grössen,   abgesehen  von  der  besonderen  Form  der  darin 
enthaltenen  Functionen,  in  geometrischer  Auffassung  den  zusam- 
menhängenden Lauf  einer  Linie  ausdrückt,  soweit  zu  reellen  sich 
stetig  ändernden  Werthen  der  einen  Variabein  eben  solche  Werthe 
der  anderen  gehören,  so  bleibt  noch  für  die  Untersuchung  das  un- 
endliche Gebiet  solcher,  offenbar  krummen,  Linien  übrig,  deren 
Gleichung   nicht  auf  die   oben  genannte  Form  gebracht  werden 
kann.   Alle  Curven  dieser  Art  werden  im  Allgemeinen  transcen- 
dente genannt. 

Bleiben  wir  zunächst ,  um  mit  den  einfachsten  Fällen  zu  be- 
ginnen ,  bei  solchen  Gleichungen  stehen ,  die  in  der  entwickelten 
Form 

y=/'(^) 

gegeben  sind ,  so  gehört  aus  dem  Gebiete  der  niederen  Arithmetik 
hierher  die  Gleichung 

worin  die  Basis  a  constant  ist  und  der  Exponent  x  eine  veränder- 
liche Abscisse  darstellt*).    Auf  x  reducirt  giebt  sie  die  Formel 

*)  Auch  Linien,  deren  Gleichung  die  Form 

besitzt,  wobei  m  constant  sein  soll,  sind  zu  den  transcendenten  zu  rechnen, 
sobald  sie  nicht  unter  einen  bestimmten  endlichen  Grad  gebracht  werden 
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80  dass  bei  geometrischer  Darstellung  durch  Parallelcoordinaten 
die  Abscissen  die  den  Ordinaten  zugehörenden  Logarithmen  zur 
Basis  a  ausdrücken.  —  Gehen  wir  ferner  in  das  Gebiet  der  Tri- 
gonometrie ein,  so  erhalten  wir  einfache  Beispiele  transcendenter 
Curven  aus  den  Gleichungen 

y  =  sinXy      y  =  cos  a: ,       y  =  tan  x  u.  s.  w., 

wobei  die  a:,  um  als  Längen  aufgetragen  werden  zu  können,  in 

Theilen  des  Radius  gemessene  Bogenlängen  bezeichnen  sollen. 

Die  Eeduction  auf  x  führt  zu  den  cyclometrischen  Functionen : 

X  =  Are  siny  ^         a:  =  Are  cos  y  u.  s.  f. 

Alle  genannten  einfachen  Functionen  können  wieder  beliebig 
sowohl  unter  sich ,  als  auch  mit  algebraischen  verbunden  werden, 
um  neue  Gleichungen  transcendenter  Curven  zu  liefern,  wozu  noch 
eine  täglich  wachsende  Menge  solcher  Functionen  tritt ,  welche  in 
der  höheren  Mathematik  ihre  Entstehung  haben.  Ein  Versuch, 
die  Verschiedenartigkeit  der  hieraus  fliessenden  Gestalten  auch 
nur  angenähert  vorzuführen,  muss  bei  ihrer  unendlichen  Zahl  ein 
vergeblicher  sein ;  einer  vollständigen  Untersuchung,  auch  nur  der 
einfachsten  Formen ,  sind  an  vielen  Stellen  die  Kräfte  der  Ele- 
mentarmathematik nicht  gewachsen.  Wir  beschränken  uns  deshalb 
darauf,  im  Folgenden  die  Gleichungen  einiger  wenigen  häufiger 
genannten  transcendenten  Curven  aufzustellen,  wobei  wir  der  Ein- 
fachheit der  Betrachtung  wegen,  soweit  Parallelcoordinaten  be- 
nutzt werden,  nur  von  rechtwinkligen  Systemen  Gebrauch  machen 
wollen. 

Eine  Curve,  deren  Gleichung  die  Form 

1)  y=^Abl 

besitzt,  führt  den  Namen  logarithmische  Linie,  weil  darin 
bei  geeigneter  Wahl  des  Coordinatenanfanges  und  der  Längenein- 
heit die  Abscissen  die  Logarithmen  ihrer  Ordinaten  für  irgend  eine 
gegebene  Basis  darstellen  können.    Bezeichnen  wir  nämlich  mit  e 

können.  Es  findet  dies  statt ,  wenn  m  eine  irrationale  Zahl  ist,  also  z.  B., 
wenn  m  =  Y^.  Setzt  man  für  J^  die  Näherungswerthe :  +.  1,4. .,  i^  1,41  ..| 
so  würde  in  diesem  Falle  die  Linie,  welcher  jene  Gleichung  zukommt,  an- 
genähert durch  zwei  Curven  vierzehnten  Grades ,  oder  durch  zwei  Curven 
vom  hunderteinundvierzigsten  Grade  u.  s.  f.  dargestellt  werden  können.  In 
der  That  gehört  sie  aber  einem  unendlich  hohen  Grade  an.  Leihnitz 
nennt  Linien  dieser  besonderen  Art  interscendente  Curven. 
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diese  Basis  und  mit  log  die  zugehörigen  Logarithmen,  so  lässt  sich 
vorerst  mit  Einführung  einer  neuen  beständigen  Grösse  m ,  für 
welche  die  Relation 

IL  • 

e»  =6« 

oder,  indem  wir  zu  den  Logarithmen  übergehen, 

Geltung  hat,  die  Gleichung  I)  in 

3)  y=Ae^ 

umformen.  Wird  dann  der  Coordinatenanfang  auf  der  X-  Achse 
um  eine  vorläufig  noch  unbestimmte  Grösse  a  verschoben ,  so  geht 
xmx-\-  a  über ;  man  hat  also 

und  hieraus  entsteht ,  wenn  man 

also 

4)  a  =  mlog  -j 

nimmt,  die  Gleichung: 

5)  y^=zme^. 

Wählt  man  die  durch  die  Gleichung  2)  bestimmte  Constante  m  als 
Längeneinheit,  so  bleibt: 

6)  y  =  ^,         x  =  logy, 

wodurch  die  oben  ausgesprochene  Behauptung  gerechtfertigt  wird. 
Dabei  ist  für  die  allgemeine  Geltung  der  angewendeten  Folgerun- 
gen nur  nöthig ,  dass  die  Baseii  h  und  e  positive  Zahlen  darstellen 
and  nicht  gleich  Eins  sind;  negative  Werthe  der  beständigen 
Grössen  Ay  c  oder  m  können  durch  geeignete  Vertauschung  der 
positiven  und  negativen  Achsenseiten  entfernt  werden. 

Ist  die  Gleichung  der  logarithmischen  Linie  auf  die  Form  6) 
gebracht,  so  kann  man  noch,  ohne  dass  der  Allgemeinheit  der  Be- 
trachtung Eintrag  geschieht,  e  >  1  annehmen.  Im  entgegengesetz- 
ten Falle  hat  man  nämlich  nur  die  durch  die  F-  Achse  geschiede- 
nen Seiten  der  X-  Achse  zu  verwechseln ,  um  a:  in  —  x  überzu- 
führen ;  dann  verwandelt  sich  die  Gleichung  der  Curve  in 
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worin  —  gewiss  grösser  als  Eins  ist.    Gewöhnlich  versteht  man 

unter  e  die  bekannte  Irrationalzahl  2,7182818...;  die  Abscissen 
der  durch  die  Gleichung  6)  repräsentirten  Curve  stellen  in  diesem 
Falle  die  sogenannten  natürlichen  Logarithmen  der  zugehörigen 
Ordinaten  dar. 

Was  die  Gestalt  der  logarithmischen  Linie  betrifft,  so  ergiebt 
sich  aus  Nr.  5)  oder  6)  zu  jedem  o:,  welches  eine  ganze  Zahl  oder 
einen  Bruch  mit  ungeradem  Nenner  darstellt,  ein  positiver  reeller 
Werth  von  y ,  der,  e  >  1  vorausgesetzt ,  gleichzeitig  mit  x  wächst; 
hingegen  erhält  man  zwei  reelle  entgegengesetzte  Werthe,  deren 
absolute  Grösse  ebenfalls  mit  x  zunimmt,  sobald  x  einen  Bruch 
mit  geradem  Nenner  bildet.    Auf  der  Seite  der  positiven  Ordina- 
ten entsteht  demnach  eine  stetig  zusammenhängende  Linie ,  wäh- 
rend auf  der  Seite  der  negativen  y  nur  eine  unbegrenzte  Anzahl 
isolirter  Punkte  befindlich  ist.    Von  letzteren  wollen  wir  hier,  wo 
eine  Linie  untersucht  werden  soll,   gänzlich  absehen.     Für  den 
Verlauf  der  dann  übrig  bleibenden ,  auf  der  Seite  der  positiven  y 
gelegenen  Curve  folgt  aus  5),  dassy  =  m,  wenna:=0;  füra:  =  +  QO 
wird  y  =  oc,  für  a:  =  —  oc  ist  y  =  0.    Die  Curve  erstreckt  sich 
also  auf  der  Seite  der  positiven  x  und  y  ins  Unendliche,  während 
sie  sich  der  negativen  Abscissenachse  fortwährend  nähert,  ohne  sie 
je  zu  erreichen.    Die  ^- Achse  ist  demnach  eine  Asymptote  der 
logarithmischen  Linie.     Aus  der  Theorie  der  Logarithmen  kann 
ferner  hergeleitet  werden,  dass  die  Ordinaten  eine  geometrische 
Reihe  bilden,  wenn  die  Abscissen  in  arithmetischer  Progression 
fortschreiten ;  die  y  wachsen  folglich ,  sobald  ^  >  I ,  in  stärkerem 
Verhältnisse  als  die  zugehörigen  ar. 

Zwei  logarithmische  Linien  B  ACxani 
B' AC  (Fig.  57),  deren  Gleichungen  die 
Form 


y  =:me^,      y  =^me    "» 

besitzen,  wobei  e  die  Basis  der  natür- 
lichen Logarithmen  darstellen  soll,  sind 
^  unter  sich  congruent,  da  eine  in  diean- 
dere  übergeht,  wenn  x  und  —  x  vertauscht  wird.  Aus  beiden  kann 
eine  in  der  Mechanik  mehrfach  vorkommende  transcendente  Curve 
DAD'  gebildet  werden,  wenn  man  Parallelen,  wieP^ilf,  zur  Z- Achse 
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zieht  und  darin  den  geometrischen  Ort  für  den  Halbirungspankt  P 
der  von  den  Curven  BAC  und  B'  AC'  begrenzten  »Strecke  P, /', 
aufsucht.  Setzen  wir  OM=Xy  PM  =  y ,  P^M^=.y^^  r^M=zy^, 
80  gelten  die  Gleichungen 

Man  erhält  hieraus  für  den  gesuchten  Ort  die  Gleichung : 

7)  y="(t"  +  e"^), 
oder,  wenn  m  zur  Längeneinheit  gewählt  wird, 

8)  y=4(^'  +  ^-*). 

Die  durch  die  Gleichungen  7)  und  8)  charakterisirte  Curve  führt 
den  Namen  der  gemeinen  Kettenlinie.  Sie  wird  von  einem 
in  zwei  Punkten  frei  aufgehangenen ,  vollkommen  biegsamen  und 
nndehnbaren  Faden  gebildet,  wenn  derselbe  in  allen  Punkten 
gleiche  Belastungen  trägt,  wenn  er  also  z.  B.  unter  der  Voraus- 
setzung, dass  gleiche  Fadenlängen  gleiches  Gewicht  besitzen,  nur 
darch  seine  eigene  Last  gespannt  wird. 

§.  43. 

Die  Spirallinien. 

Wird  die  auf  rechtwinklige  Parallelcoordinaten  bezogene 
Gleichung  einer  algebraischen  Curve  mittelst  der  bekannten  For- 
meln 

1)  x  =  r  cos  q>j         y=^r  sin  q> 

m  Polarcoordinaten  umgesetzt,  so  geht  das  allgemeine  Glied  der 
algebraischen  Gleichung,  für  welches  wir  früher  die  Form 

2)  CirPy^ 
festgestellt  hatten ,  in  der  Polargleichung  in 

3)  Cr^+'^cos^  (fSin'i  (p 

über.  Mit  Rücksicht  auf  den  Umstand,  dass  der  Werth  dieses 
Gliedes  vollkommen  ungeändert  bleibt,  wenn  man  q)  um  360*^  wach- 
sen oder  abnehmen  lässt,  konnten  wir  alle  der  Polargleichung  ent- 
sprechenden Punkte  erlangen,  wenn  wir  uns  auf  solche  Werthe 
von  q>  einschränkten,  die  zwischen  den  Grenzen  0  und  360°  ent- 
halten sind.  Nicht  minder  war  es  gestattet ,  negative  Leitstrahlen 
auszuschliessen ,  weil  für  die  Grösse  des  Gliedes  3)  dieselbe  Wir- 
kung bleibt ,  mag  man  r  mit  —  r  vertauschen  oder  der  Anomalie 
einen  um  eine  halbe  Umdrehung  grösseren  oder  kleineren  Werth 
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geben.    Diese  Beschränkungen  sind   aber  nicht  mehr  zulässig, 
wenn  alle  einer  Gleichung  von  der  Form 

r  =  /*(g))    oder   F  (r,  9)  =  0 
entsprechende  Punkte  dargestellt  werden  sollen  und  die  Functio- 
nen f  und  F  rücksichtlich  der  Längen  der  Leitstrahlen  nicht  die 
im  Vorigen  angegebene  Periodicität  besitzen,   wobei  jedocli  die 
Curven  nicht  mehr  algebraisch  sein  können ,  sondern  dem  Gebiete 
der  transcendenten  Linien  angehören  müssen.  Namentlich  gehören 
hierher  alle  solche  Curven,  aus  deren  Polargleichung  für  stetig 
wachsende  Anomalien  fortwährend  zu-  oder  abnehmende  Vectoren 
hervorgehen ,  so  dass  in  jeder  durch  den  Coordinatenanfang  gezo- 
genen Geraden  unendlich  viele  Peripheriepunkte  gelegen  sind. 
Linien  dieser  Art  ziehen  sich  in  unendlich  vielen  schneckenförmi- 
gen Windungen  um  den  festen  Pol  herum  und  führen  im  Allge- 
meinen den  Namen  Spiralen  oder  Spirallinien. 

Zur  Untersuchung  der  Spiralen  eignen  sich  am  besten  ihre 
Polargleichungen,  wobei  wir  aber  nach  dem  Vorhergehenden  die 
Werthe  der  Leitstrahlen  sowohl  als  der  Anomalien  nicht  mehr  be- 
schränken dürfen,  sondern  zwischen  den  weitesten  reellen  Grenzen 

—  QC  und  -+•  00  gelegen  annehmen  müssen.  Nach  Analogie  der 
für  negative  Parallelcoordinaten  geführten  Untersuchungen  sind 
negative  Werthe  eines  Radiusvectors  auf  seiner  RückwärtsverlSn- 
gerung  über  den  Pol  hinaus  gelegen;  negative  Anomalien  ent- 
sprechen einer  entgegengesetzten  Drehrichtung  des  Leitstrahles. 

—  Um  hier ,  wo  wir  nicht  mehr  mit  trigonometrischen  Functionen 
der  Anomalien  zu  thun  haben ,  die  Werthe  von  g>  ebenso  wie  die 
r  als  abstracte  Zahlen  auffassen  zu  können,  die  bei  Annahme  einer 
bestimmten  linearen  Einheit  als  Längen  darstellbar  sind ,  werden 
wir  jene  Winkel  durch  die  Bogenlängen  ausdrücken,  welche  ihnen 
in  einem  mit  der  Längeneinheit  als  Halbmesser  um  den  Pol  con- 
struirten  Kreise  zugehören.  Wir  bedienen  uns  dabei  der  Abkürzung 

4)  w  =  Are  q> , 

so  dass  für  zwei  einander  entsprechende  Werthe  von  u  und  9  die 
Proportion 

5)  uin  =  qPil9Xfi 

Geltung  findet*).  Die  Gleichung  einer  jeden  Spirallinie  wird  dann 
in  der  Form 


*)  JSm  eine  Analogie  mit  dem  Parallelcoordinatensysteme  zu  erhalient 
können  wir  den  mit  einem  Halbmesser  =  1  um  den  Pol  als  Hittelpunkt  ge- 
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r  =  /■(«) 
dargestellt.. —  Als  Beispiele  für  die  Spiralen  wühlen  wir  die  fol- 
genden. 

L  Die    Archimedeische  Spirale,   die   einfachste   von 
allen,  besitzt  die  Gleichung 

6)  r  =  au. 

Bezeichnen  wir  zwei  ihrer  Punkte  mit  ru  und  r,  m,  ,  so  folgt  aus 

r  =  aM,         r,  =  aiij 
die  Proportion : 

r  :  r,  =  w  :  m,. 
Man  kann  sich  hiernach ,  da  die  Vectoren  in  demselben  VerhUlt- 
aiise  wie  die  Anomalien  zunehmen,  die  genannte  Spirale  durch 
die  stetige  Bewegung  eines  Punktes  erzeugt  denken,  der  auf  einer 
am  den  Pol  gedrehten  geraden  Linie  von  diesem  Drohniittclpunkte 
ans  so  fortrückt ,  dass  die  von  ihm  zurückgelegten  Wege  den  von 
der  Geraden  beschriebenen  Winkeln  proportional  sind. 

Setzt  man  Wi  =  2  w  +  w,  so  fallen  r^  und  r  in  dieselbe  Gerade, 
gehören  aber  zu  zwei  um  den  Umfang  einer  Windung  von  einander 
entfernten  Funkten.    Für  den  Abstand  beider  Punkte  folgt  dann : 

Tj  —  r^=a{Ui — w)  =  2  a  «, 
d.  h.  in  jeder  durch  den  Pol  gelegten  Geraden  besitzen  die  ein- 
zelnen Windungen  die  unveränderliche  Entfernung  2 an. 

Figur  58  stellt  ein  Stück  des  den  positi-  Fig.  58. 

ven  Werthen  von  u  entsprechenden  Theiles 
einer  Archimedeischen  Spirale  dar.  Für  ne- 
gative u  wechselt  auch  r  sein  Vorzeichen,  ohne  j 
seine  absolute  Grösse  zu  ändern;  der  hierzu 
gehörende  Theil  der  Curve  ist  daher  dem  in 
der  Figur  dargestellten  völlig  gleich,  besitzt  aber  eine  entgegen- 
gesetzte Lage.  Man  erhält  ihn,  wenn  man  sich  die  Zeichnung  um 
eine  durch  den  Pol  A  gelegte  Senkrechte  zur  Polarachse  AX  so 
herumgedreht  denkt,  dass  AX  in  seine  eigene  Verlängerung  zu 
fallen  kommt. 


zogenen  Kreis  als  eine  krummlinige  Abscissenachse  ansehen,  auf  welcher 
der  Durchschnitt  mit  der  Polarachse  den  Nullpunkt  bildet,  von  dem  aus  die 
positiven  und  negativen  u  nach  beiden  Seiten  gezählt  werden.  Die  auf  die- 
sem Kreise  senkrecht  stehenden  Vectoren  bilden  die  den  Abscissen  tt  zuge- 
hörigen Ordinaten;  nur  findet  dabei  der  Unterschied  statt,  dass  diese  Or- 
dinaten  nicht  von  ihrem  Einfallspunkte  in  die  Abscissenlinie ,  sondern  vom 
Kreismittelponkte  aus  gemessen  werden. 

Anal.  Geom.   I.  15 


II.  Bildet  man  nach  Analogie  der  Scbeitelgleichung  einer  Pa- 
rabel die  Polargleicbung 

7)  r*=:2aw, 

80  beisst  die  dadurcb  ausgedrückte  Curve  eine   parabolische 
Spirale.    Nacb  der  Form  ibrer  Gleicbung  sind  negative  Wertbe 
von  u  völlig  ausgescblossen ,  weil  sie  auf  imaginäre  Vectoren  bin- 
fübren.    Zu  jedem  positiven  u  geboren  zwei  an  absoluter  Grösse 
gleicbe,  der  Ricbtung  nacb   aber   entgegengesetzte  Leitstrablen, 
so  dass  die  Curve  aus  zwei  im  Pole  zusammentreffenden  Theilen 
bestebt,  für  welcbe  der  Pol  selbst  den  Mittelpunkt  bildet*).  Einer 
dieser  Tbeile  tritt  an  die  Stelle  des  andern ,  wenn  man  die  Spirale 
in  ibrer  Ebene  eine  balbe  Umdrebung  um  den  Pol  macben  lässt 
Bescbränken  wir  uns,  um  einen  dieser  beiden  Tbeile  vollständig 
kennen  zu  lernen,  auf  positive  «,  so  ist  für  w  =  0  aucb  r  =  0,  und 
es  wäcbst  von  bier  an  r  gleicbzeitig  mit  w,  so  dass  eine  im  Ganzen 
mit  Fig.  58  äbnlicbe  Gestalt  entstebt.    Nur  findet  der  Unterschied 
statt,  dass,  wenn  man  in  der  Ricbtung  eines  Leitstrables  vom  Pole 
aus  fortgebt,  die  einzelnen  Windungen  immer  näber  an  einander 
treten,  weil  nacb  der  Form  von  Nr.  7)  die  r  in  einem  sebwächeren 
Verbältnisse  als  die  zugebörigen  w  anwacbsen.  Bestätigt  wird  diese 
Bemerkung,  wenn  wir  in  äbnlicber  Weise  wie  bei  der  Arebimedei- 
scben  Spirale  den  Abstand  zweier  in  einer  durcb  den  Pol  gelegten 
Geraden  befindlicben  Peripberiepunkte  bestimmen,  welcbe  zu  zwei 
auf  einander  folgenden  Windungen  geboren.    Unter  Beibebaltnng 
der  früberen  Bezeicbnungen  folgt  aus  den  Gleicbungen 

r^  =  2aw,        r,*=i=2«  (27r  +  M), 
wenn  man  die  Differenz  Tj'^ — r*  in  (r,  —  r)  (r^+r)  zerlegt,  das 
Resultat : 

r,  —  r  = • 

ri  +  r 

Da  bierin  der  Zäbler  constant  ist ,  so  muss  der  besprocbene  Ab- 
stand sieb  vermindern ,  sobald  der  Nenner  r^-^-  r  zunimmt. 


*)  Der  Pol  ist  allemal  Mittelpunkt  einer  Curve,  wenn  ihre  Polarglei- 
chung in  Beziehung  auf  r  algebraisch  ist  und  nur  gerade  Potenzen  vonr 
enthält.  Zu  jedem  u  gehören  nämlich  dann  zwei  der  Grösse  nach  gleiche, 
an  Richtung  aber  entgegengesetzte  Leitstrahlen,  so  dass  die  aus  der  Summe 
dieser  beiden  Vectoren  bestehende  Sehne  im  Pole  halbirt  wird.  Da  dies 
nachjeder  Richtung  hin  stattfindet,  so  erlangt  der  Pol  die  Eigenschaft  eines 
Mittelpunktes. 
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IIL  Die  durch  die  Gleichung 

8)  ruz=za 

repräsentirte  Spirale  heisst  mit  Bezug  auf  die  Aehnlichkcit,  welche 
zwischen  Nr.  8)  und  der  Asymptotengleichung  einer  Hyperbel  statt- 
findet, hyperbolische  Spirale.  Sie  besteht  aus  zwei  unter 
sich  con^rueuten  Theilen,  von  denen  der  eine  den  positiven  und 
der  andere  den  negativen  Werthen  von  u  entspricht  und  die  gegen 
einander  eine  gleiche  Lage  haben,  wie  in  der  Archimedeischen 
Spirale,  weil  auch  hier  r  und  u  gleichzeitig  ihr  Vorzeichen  wech- 
seln. Halten  wir  zur  Untersuchung  der  Gestalt  eines  dieser  beiden 
Theile  positive  Anomalien  fest,  so  folgt  aus  der  auf  r  reducirten 
öleichung 

dass  r  abnimmt,  wenn  u  wächst,  dabei  aber  nie  vollständig  in  Null 
übergehen  kann.  Die  einzelneu  Windungen  nähern  sich  also  fort 
nnd  fort  dem  Pole ,  ohne  ihn  je  vollständig  zu  erreichen ;  derselbe 
bildet  einen  sogenannten  asymptotisch  enPunkt.  In  ihrer  An- 
näherung an  diesen  Punkt  treten  die  Windungen  immer  enger  an 
einander,  wie  sich  sofort  zeigt,  wenn  wir  für  zwei  um  den  Umfang 
einer  Windung  von  einander  entfernte  Punkte  aus  den  Gleichungen 

a  a 

r  =  - ,       ri  — 


271  +u 


die  Differenz 


larc 


*  W(27C  +  W) 

bilden.  Der  Zähler  dieses  Ausdrucks  ist  constant,  während  der 
Nenner  wächst,  wenn  u  zunimmt  oder  die  Grösse  von  r  sich  ver- 
mindert. 

Nach   der  andern  Seite  hin  rückt  für  abnehmende  ii  oder  zu- 
nehmende r  die  hyperbolische  Spirale  immer  näher  an  eine  Gerade 


L  L '  (Fig.  59),  welche  in  einem  Abstände 
AB=^  a  parallel  zur  Polarachse  AX 
läuft.  Setzen  wir  nämlich  iRfP=y,  seist 

yz=zr  sin  u, 
folglich   bei  Einsetzung   des  Werthes 
von  r  aus  Nr.  9) 

sin  u 


Fig.  59. 
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Hieraus  ergiebt  sieb  sogleicb  die  Ricbtigkeit  der  ausgesprochenen 
Behauptung,  wenn  man  beachtet,  dass  der  Quotient kleiner 

als  die  Einheit  ist,  so  lange  sich  m  von  Null  unterscheidet,  für 
u=:0  aber  in  Eins  tibergebt*).  Da  in  dem  letzteren  Falle  der 
Radiusvector  unendlich  werden  muss,  so  stellt  die  Gerade  LL'  eine 
Asymptote  dar. 

Bemerkens wertli  ist  noch  die  folgende  geometrische  Deutung 
der  Gleichung  8).  Beschreibt  man  aus  dem  Mittelpunkte  A  mit  dem 
Halbmesser  AP  den  von  der  Spirale  und  der  polaren  Achse  ein- 
geschlossenen Kreisbogen  PQ,  so  ist  die  Länge  dieses  Bogens  gleich 
rw,  wenn  r  und  u  die  Polarcoordinaten  des  Punktes  P  bezeichnen. 
Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  der  hyperbolischen  Spirale  folgt 
hieraus,  dass  ein  solcher  Kreisbogen,  wiePÖ,  die  unveränderliche 
Länge  a-=  AB  besitzt,  an  welcher  Stelle  der  Curve  auch  der  Punkt 
P  angenommen  sein  mag. 

IV.  Wird  in  der  Gleichung  der  logarithmischen  Linie  (vergl. 
§.  42)  y  mit  r  und  x  mit  u  vertauscht,  so  entsteht  die  Gleichung  der 
logarithmischen  Spiiwle.  Nach  Analogie  von  §.42  Nr.  3) 
kann  sie  immer  auf  die  Form 

u 

10)  r  =  ^<;n> 
gebracht  werden ,  woraus  die  Gleichung 

11)  r  =  W6" 

entsteht,  wenn  man  die  polare  Achse  mit  Beibehaltung  des  Poles 
um  einen  in  Theilen  des  Radius  gemessenen  Bogen  a  dreht,  für 
welchen  die  Relation 

a==imlog  — 
A 

Geltung  hat.    Bei  dieser  Drehung  geht  nämlich  u  in  m  +  a  über, 

*)  Aus  der  für  jeden  spitzen  Bogen  u  geltenden  Ungleichung 
tan  tt"^  u^  sin  u 
f<^gt,  wenn  man  mit  den  darin  enthaltenen  Grössen  in  sin  u  dividirt, 

^sinu    ^  ,  * 

ccsu  <. —  <r  1. 

u 

Beide  Grenzen,  zwischen  denen  der  Quotient  ^^  enthalten  ist.  rücken  für 

u  * 

abnehmende  Werthe  von  u  einander  immer  näher;  schUesslich  fallen  beide. 

zusammen  und  es  geht  auch  der  von  ihnen  eingeschlossene  Quotient  in  die 

Einheit  über ,  wenn  m  =  0  geworden  ist. 
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und  es  sind  nun  dieselben  Reductionen  wie  bei  der  logaritli mischen 
Linie  anwendbar.  Wir  können  hierbei  unter  e  die  Basis  der  na- 
türlichen Logarithmen  verstehen  und  m  als  positive  Zahl  auffassen. 
Nach  II)  ergiebt  sich  dann  für  jedes  u  ein  positiver  reeller  Werth 
von  r,  der  gleichzeitig  mit  u  zunimmt.  Für  m  =  0  ist  r  =  w ,  für 
tt=  +  00  wird  auch  r  =  oo ,  für  w  =  —  oo  ist  r  =  0.  Die  loga- 
rithmische  Spirale  erstreckt  sich  hiernach  mit  ihren  Windungen 
auf  der  einen  Seite  ins  Unendliche,  während  sie  sich  auf  der  än- 
derndem Pole  fortwährend  nähert,  ohne  ihn  je  zu  erreichen.  Der 
Pol  bildet  in  gleicher  Weise  wie  in  der  vorher  untersuchten  Curve 
einen  asymptotischen  Punkt.  Dabei  müssen  offenbar  die  einzelnen 
Windungen  immer  näher  an  einander  rücken,  je  melir  sie  sich  die- 
sem Punkte  nähern.  Wir  finden  diese  Bemerkung  bestätigt,  wenn 
wir  den  allgemeinen  Ausdruck  für  den  geradlinigen  Abstand  zweier 
um  den  Umfang  einer  Windung  von  einander  entfernten  Punkte 
iufsxichen.  Werden  die  Leitstrahlen  der  zu  den  Anomalien  u  und 
U-|-M  gehörenden  Punkte  mit  r  und  r  bezeichnet,  so  hat  man 

u  27r+a  2«     u^ 

ölglich 

r  —  r  =  m  e"»  ^e  m  —  ]), 

[ierin  bedeutet  der  auf  der  rechten  Seite  ausserhalb  der  Klammer 
efindliche  FaSlor  den  Radiusvector  r;  der  Inhalt  der  Parenthese 
agegen  ist  eine  beständige  Grösse.  Die  Differenz  r  —  r  nimmt 
Bmi^ach  in  demselben  Verhältnisse  wie  r  ab  oder  zu. 

Nach  der  Gleichung  11)  sind  auch  noch  negative  Werthe  von 

möglich,   sobald  —  einen  Bruch  mit  geradem  Nenner  darstellt; 

an  erhält  hieraus  zwar  eine  unbegrenzte  Anzahl  von  Punkten, 
3er  keine  zusammenhängende  Linie,  weil  diese  Punkte  nicht  eine 
etige  Folge  bilden. 

§.  44. 

Die  Cycloiden. 

Dieselbe  gegenseitige  Abhängigkeit,  in  welcher  zwei  durch 
ine  Gleichung  an  einander  gebundene  veränderliche  Grössen  ste- 
in ,  ist  auch  dann  noch  vorhanden ,  wenn  die  Werthe  beider  Va- 
abeln  durch  zwei   Gleichungen    anleine   dritte  veränderliche 
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Grösse  geknüpft  sind.    Hat  man  z.  B.  zwei  Gleichungen  von  der 
Form 

1)  OC  =  (p{t),       y  =  t/;(0, 

worin  g>  und  t/;  die  allgemeinen  Symbole  beliebiger  Functionen 
einer  Variabein  /  bezeichnen  mögen,  so  erhält  man  daraus  für  jedes 
t  zwei  zusammengehörige  Werthe  von  x  und  y,  die,  wenn  mana; 
und  y  als  Parallelcoordinaten  auffasst,  die  Lage  eines  Punktes  be- 
stimmen. Giebt  nun  die  stetige  Aenderung  von  t  eine  continuir- 
liehe  Folge  solcher  Punkte ,  so  wird  durch  das  System  der  beiden 
Gleichungen  l)  der  zusammenhängende  Lauf  einer  Linie  bestimmt, 
ganz  abgesehen  davon,  ob  die  Mittel  der  Mathematik  ausreichen, 
die  Hilfsvariabele  t  zwischen  diesen  Gleichungen  zu  eliminiren. 
Eine  nutzbare  Anwendung  finden  solche  Gleichungssysteme  na- 
mentlich bei  einer  Classe  von  Curven ,  die  wir  im  Folgenden  als 
letztes  Beispiel  transcendenter  Linien  vorführen  wollen. 

Wird  an  einer  festen  Linie  eine  andere  so  hinbewegt,  dass 
sie  mit  ihr  in  fortwährender  Berührung  bleibt,  sich  dabei  aber  an 
der  festen  Linie  abwickelt,  so  dass  bei  je  zweien  ihrer  aufeinan- 
der folgenden  Lagen  die  zAvischen  den  zusammengehörigen  Be- 
rührungspunkten enthaltenen  Bogenlängen  in  beiden  Peripherien 
einander  gleich  sind ,  so  beschreibt  ein  mit  der  bewegten  Linie  in 
fester  Verbindung  stehende|^Punkt  eine  neue  Linie ,  die  wir  im 
Allgemeinen  Cyclo ide  oder  Kollinie  nennen  wollen.  Die  ein- 
fachsten hierher  gehörigen  Fälle  entstehen,  wenn  ein  Kreis,  ohne 
zu  gleiten ,  auf  einer  Geraden  oder  auf  der  Peripherie  eines  an- 
deren Kreises  fortrollt,  oder  wenn  eine  Gerade  sich,  ohne  ver- 
schoben zu  werden ,  an  der  Peripherie  eines  Kreises  bewegt. 

L  Die  gemeine  Cycloide  oder  Cycloide  im  engeren  Sinne 
ist  der  Weg,  den  ein  Peripheriepunkt  eines  Kreises  beschreibt, 
wenn  letzterer,  ohne  zu  gleiten,  auf  einer  geraden  Linie  rollt.   In 
Figur  60  sei  AA'    die    feste   Gerade  und   P  der    beschreibende 
Fig.  60.  Punkt ,  der  in  A  mit  dem 

_^[I^ — "^^^-^^  Berührungspunkte  der  Ge- 

N^  N.  raden  und  des  Kreises  zu- 

1  Nw  sammengefallen  sein  mag. 

y  \/   ^^^  nehmen  AA'    zur  X" 

jijyi     N  A'    Achse  und  A  zum  Coordi- 

natenanfange   eines  rechtwinkligen  Coordinatensystemes ,    setzen 
also  AM^=  x^  PM  =  y;  der  durch  seine  in  Theileu  des  Halbmes- 


—    231     — 

sers  ausgedrückte  Bogenlänge  gemessene  Winkel  PCN  (der  so- 
genannte Wälzungswinkel)  heisse  /  und  CP==^  CT^^  CN  =z  a  sei 
derEadius  des  rollenden  Kreises.  Dann  erhält  man,  wenn  PQ  pa- 
rallel zur  X'  Achse  gezogen  wird ,  aus 

x  =  AN—M]Sz=^ArcPN—PQ,      y=CN—CQ 
die  zusammengehörigen  Gleichungen : 

2)  x^=ai  —  asint,       y  =  a  —  acosi, 

Reducirt  man  die  letzte  dieser  beiden  Gleichungen  auf  cos  /,  so  er- 
giebt  sich : 

cost=^~^,       sint^^j/  l  —  cos^t  =  ^^^^~^  ^ 
a  '^  a 

i  =  Are  cos  I  I , 

und  hiermit  kann  durch  Einsetzung  dieser  Werthe  in  die  erste 
Gleichung  die  Hilfsgrösse  i  eliminirt  werden.  Bequemer  ist  es  aber 
in  den  meisten  Fällen,  von  dem  Systeme  der  Gleichungen  2)  Ge- 
brauch zu  machen. 

Aus  der  für  y  aufgestellten  Gleichung  folgt,  dass  die  Ordinate 
immer  zwischen  den  Grenzen  0  und  2  a  enthalten  sein  muss,  und 
zwar  ist  y  =  0,  werm  cos  t=\,  oder  wenn  /  einen  der  Werthe 

...  —  47r,     — 27r,     0,      +27r,      -f47r,  ... 
besitzt;  man  erhält  dann  für  oo  die  Längen 

...  —  4a7i;,     — 2a7r,     0,     +2«7r,      +4«7r,... 
Ferner  erreicht  y  seinen  grössten  Werth  2  a ,  so  oft  cos  /  =  —  I , 
oder  so  oft  t  einen  der  Werthe 

...  —  Stt,      — TT,      +  TT,      -j-Btt,... 
erlangt;  für  x  finden  sich  dann  die  zugehörigen  Grössen 

... — SöTT,     — OTT,      +a7r,      +3a7r,... 
Verden  hierzu  noch  Zwischen  werthe  gefügt,  so  kommt  man  zu  der 
Crkenntniss ,   dass  die  Curve   aus  unendlich  vielen  congruenten 
lügen  von  der  Form  ABA'  (Fig.  60)  besteht. 

Als  ein  weiteres  Beispiel  dafür,  in  welcher  Weise  das  System 
er  Gleichungen  2)  zur  Untersuchung  der  Curve  zu  benutzen  ist, 
wählen  wir  die  Ermittelung  der  Tangentenlage.  Wir  können 
ierzu  im  Allgemeinen  den  im  §.'41  zur  Auffindung  der  Tangenten 
Igebraischer  Curven  benutzten  Weg  einschlagen,  indem  wir  näm- 
ch  von  der  Richtung  einer  zwei  Peripheriepunkte  enthaltenden 
ecante  durch  Drehung  dieser  Geraden  b'is  zum  Zusammenfallen 
eider  Peripheriepunkte  zur  Tangentenrichtung  übergehen. 
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Sind  cTj^i  und  x^y^  zwei  Cycloidenpunkte,  denen  dieWälzungs- 
winkel  t  -{•  ö  und  /  —  (5  ziigehören ,  so  ist 

gs  1  ^'i  =^  «  ('  +  (5)  —  ö  sin  (l+ö),     f/i  =  a  —  acos{l  +  8), 
\a.\  =  (t{i  —  ö)  —  a  sin  (/  ■—  ö) ,     y,  =  a — a  cos  (1  —  8). 
Unter  Benutzung  der  Formeln 

..  f    5m  {i  +  S)  —  sin  (/ —  6)  =  2  cos  i  sin  6 

^  \  cos  {t —  ö)  —  cos  (/  +  J)  =  2  sin  i  sin  S 

folgt  hieraus  für  den  Winkel  (r,  den  eine  die  Punkte  x,y,  undo-j^j 
enthaltende  Secante  mit  der  Abscissenachse  einschliesst, 

KV  ,  t/i  — 1/2  ^^'^  i  sin  ö 

5)  tan  a  =  — -^  = 

Xi  —  iTj       0  —  cos  l  sin  ö 

Wii  d  hierin  im  Zähler  und  Nenner  durch  ö  dividirt ,  so  entsteht, 

wenn  wir  zur  Abkürzung 

.,v  sin  S 

setzen,  die  Gleichung: 

f  sin  t 


7)  ianG:= 


1  —  £  cos  t 

Für  8  =  0  wird  e=  1   (vergl.  die  Anmerkung  auf  S.  228);  dabei 

fallen  beide  Peripheriepunkte  zusammen  und  die  Secante  wird  zur 

Tangente.   Bezeichnet  also  r  den  Winkel,  den  diese  Tangente  mit 

der  2r- Achse  bidet,  so  folgt  aus  7) 

o\  sin  t  - 

ö)  ianT  = -  =  co/*/. 

1  —  cosi  ^ 

Man  kann  hieraus  leicht  herleiten,  dass  die  Tangente  im  Punkte  P 
(Fig.  60)  durch  den  von  der  Geraden  AA*  am  weitesten  abstehen- 
den Punkt  T  des  Erzeugungskreises  gehen  muss.  PT  ist  Tangente 
und  PN  Normale. 

Beobachtet  man  den  Weg,  den,  während  der  Erzeugungskreis 
auf  der  Basis  AA'  rollt,  ein  auf  dem  Radius  CP  oder  seiner  Ver- 
längerung, im  Abstände  c  vom  Kreismittelpunkte  gelegener  Punkt 
beschreibt ,  so  erhält  man  in  gleicher  Weise ,  wie  die  Gleichungen 
2)  entstanden,  für  den  Ort  dieses  Punktes  die  zjisalnmengehörigen 
Formeln 

9)  x  =  at  —  csinty       y=ci  —  c  cos  t. 

Die  hierdurch  ausgedrückte  Curve  führt  den  Namen  ge- 
schweifte oder  gedehnte  Cycloide,  wennc<a,  verkürzte 
oder  verschlungene  Cjcloide,  wenn  c>a.  Die  Untersuchung 
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r  Gestalt  mit  Benutzung  der  Gleichungen  9)  kann  in  ähnlicher 
ise  wie  bei  der  gemeinen  Cycloide  geführt  werden. 

IL  Eollt  ein  Kreis  auf  der  Aussenseite  der  Peripherie  eines 
m  Kreises ,  so  besfcreibt  ein  Peripheriepunkt  der  rollenden 
e  eine  sogenannte  E p i c y c  1  o i  de.  Zur 
littelung  der  Gleichungen  dieser  Curve 
n  wir  in  Figur  61  durch  den  Mittelpunkt 
festen  Kreises  ein  rechtwinkliges  Coor- 
tensystem,  dessen  F- Achse  den  An- 
spunkt  A  der  Bewegung  enthält,  in 
hem  der   beschreibende  Punkt  P   mit 

Berührungspunkte  beider  Kreise  zu- 
nenfiel.  Setzen  wir  wieder  den  Wäl- 
;8winkel  PCO  =  /,  so  ist  wegen  der  Gleichheit  der  an  einander 

(wickelten  Bogenlängen  LA0C=^  und  L  PCQ  =  LJlJ[L_^ 

a  a  den  Radius  des  rollenden  und  b  den  Radius  des  festen  Krei- 
bezeichnet.  Sämmtliche  Winkel  sollen  hierbei  wie  vorher  in 
ilen  des  Halbmessers  ausgedrückt  werden.  Aus  der  Figur  folgt 
i  zunächst ,  wenn  PQ//OJl  und  CR//  0  Y  gezogen  ist, 

OM=:OR  —  P0y  PM^zCRr-CQ, 

hieraus  ergiebt  sich  für  die  Coordinaten  x  und  y  des  beschrei- 
len  Punktes  P: 


0) 


x=  (b  +  a)  stn a  stn ; — — 

^  ^         b  b 

....         at  {b  +  a)i 

yz=(b  +  a)  cos  -r  —  a  cos — —- 

b  b 


ien  beide  Gleichungen  quadrirt  und  addirt,  so  erhält  man  für 

Quadrat  der  Entfernung  des  Punktes  P  vom  Mittelpunkte  0 

'esten  Kreises: 

1)         x^  +  y«=  (ö  +«)*  +  fl«  —  2«  (ft+  a)  cost, 

US  sofort  folgt,  dass  diese  Entfernung  immer  zwischen  den 

zen  b  und  &  + 2a  enthalten  sein  muss.    An  der  ersten  dieser 

in  Grenzen  ist  cos t=zl^  t  besitzt  also  einen  der  Werthe 

...  —  4;r,      — 2w,     0,      +  27r,     +47r,..., 
ir  zweiten  Grenze  ist  cos  t  =  —  1 ,  woraus  man  für  /  die  Werthe 

...  —  Stt  ,      —  ;r,      "^  7t  ^      -}"37r,... 
t.    Die  zugehörigen  x  und  y  finden  sich  aus  den  Gleichun- 
;0). 
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Sobald  dio  beiden  Radien  a  und  b  in  einem  commensurablon 
Verhältnisse  stehen,  sind  die  Epicycloiden  nicht  mehr  transcen- 
dente  Linien,  sondern  gehören  in  das  Gebiet  der  algebraisclien 
Curven.    In  diesem  Falle  sind  nämlich  ofl^nbar  auch  die  Winkel 

—  und  ^ — - — —  conimensurabel.    Bezeichnen  wir  nun  ihr  gemein- 
schaftliches Maas  mit  ^^  so  lässt  sich 

—  =  w£^ ,        ; =  n  ^ 

b  b 

setzen ,  wobei  m  und  n  zwei  ganze  Zahlen  bezeichnen.    Dann  er- 
langen die  Gleichungen  10)  die  Form: 

x=  {b  -{•  a)  sin  m O  —  asin  n&y 
y  =  (&-}-  a)  cos  md'  —  a  cos  n  «^ , 
worin  man  nur  die  trigonometrischen  Functionen  der  Winkel  m^ 
und  ?i  &•  in  bekannter  Weise  durch  sin  O  und  cos  d'  auszudrücken 
hat,  um  mittelst  der  Gleichung  sin^  d'  +  cos^  O  =  1  den  Winkel  & 
eliminiren  zu  können.  Es  bleibt  dann  eine  algebraische  Gleichung 
zwischen  x  und  y,  —  Als  einfachstes  hierher  gehöriges  Beispiel 
wählen  wir  den  Fall,  wenn  beide  Radien  einander  gleich  sind. 
Die  angegebene  Rechnungsform  lässt  hierbei  noch  einige  Verein- 
fachungen zu.  Setzen  wir  nämlich  in  Nr.  10)  &  =  a  und  verlegen 
zugleich  den  Coordinatenanfang  nach  A  (Fig.  61),  so  dass  y  i» 
y  +  a  übergeht ,  so  erhalten  wir  für  den  vorliegenden  Fall : 

x=:^a  sint  —  a  sin  2 /, 

yz=2acost  —  a  (l  +  co5  2/). 
Mittelst  der  Formeln 

sin  2t  =  2  sin  l  cos  ly        1  -f  co5  2  /  =  2  cos*  t 

folgt  hieraus : 

x  =  2a  sin  /  (l  —  cos  t) 

y  =  2acosl  (l  —  cos  i). 
Beide  letzte  Gleichungen  geben  durch  Division  verbunden 

X  y 

tant=.-,  folglich  cos  t  =  y-^^^%^ 

und ,  wenn  man  sie  quadrirt  und  addirt, 

x^  +  f  =  ^a^{\  —  costf. 
Wird  hierein  der  vorhergehende  Werth  von  cos  /gesetzt,  so  ent- 
steht nach  einfacher  Umformung : 

12)  (a:*  +  y*)*  +  4ay(a:«  +  y«)  — 4a«a;«  =  0. 


—     235 


Die  durch  diese  Gleichung  ausgedrückte  Linie  vierten  Grades  be- 
sitzt eine  herzförmige  Gestalt  und  führt  den  Namen  Cardioide. 
III.  Lässt  man  den  beweglichen  Kreis  auf  der  innern  Seite 
der  Peripherie  eines  festen  Kreises  rollen ,  so  wird  die  von  einem 
seiner  Peripheriepunkte  beschriebene  Curve  Hypocycloide  ge- 
nannt. Ihre  Gleichungen  werden  unter  Beibehaltung  der  vorher 
angewendeten  Bezeichnungen  und  der  früheren  Lage  des  Coordi- 
natensystems  ohne  Weiteres  aus  den  für  die  Epicjcloide  geltenden 
Formeln  hergeleitet,  wenn  man  dem  Halbmesser  a  und  dem  Wäl- 
zungswinkel  /,  welche  beide  in  eine  entgegengesetzte  Lage  über- 
gehen, die  entgegengesetzten  Vorzeichen  ertheilt.  Man  wird  diese 
Bemerkung  bestätigt  finden,  wenn  man  die  Figur  61  in  der  dem 
jetzigen  Falle  entsprechenden  Weise  abändert.  Nach  Analogie 
von  Nr.  10)  ergeben  sich  dann  für  den  ITypocycloidenpunkt  xy  mit 
dem  Wälzungswinkel  /  die  Gleichungen: 


13) 


X' 


y  =  {p- 


.     .    ai  .    {b- 

■  a)  stn a  sin  —  , 

0  0 

at  (b  —  a)i 

a)  cos  -r  +  ö  cos  — - — — , 


woran  ähnliche  Betrachtungen  wie  bei  der  Epicycloide  geknüpft 
werden  können.  So  gelangt  man  u.  A.  in  gleicher  Weise  wie  dort 
2U  dem  Resultate ,  dass ,  wenn  die  Halbmesser  der  beiden  Kreise 
'Ommensurabel  sind,  die  Hypocycloide  in  das  Gebiet  der  alge- 
braischen Curven  übertritt.  Untersuchen  wir  z.  B..  den  Fall ,  wo 
'er  Durchmesser  des  rollenden  Kreises  gleich  dem  Radius  der  fe- 
ten  Basis  oder  b  =  2a  ist,  so  entsteht  aus  Nr.  13) 

X  =.-=0y       «/  =  2  a  C05  ^  ^. 
He  erste  dieser  Gleichungen  zeigt,  dass  dann  die  Hypocycloide 
i  die  geradlinige  Ordinatenachse  degenerirt,  die  zweite,  dass  der 
öschreibende  Punkt  immer  innerhalb  derjenigen  Strecke  dieser 
eraden  bleiben  muss,  in  welcher  sie  einen 
urchmesser  des  festen  Kreises  bildet. 

IV.  Als  letztes  Beispiel  einer  Linie, 
eiche  nach  der  früher  aufgestellten  Begriffs- 
jstimmung  im  weiteren  Sinne  ebenfalls  zur 
lasse  der  Cycloiden  gezählt  werden  kann, 
ählen  wir  die  Kreisevolvente  (Fig.  62). 
e  wird  von  einem  Punkte  P  einer  Geraden 
N  beschrieben,  die  sich  ohne  Verschiebung 


—    236    — 

an  der  Peripherie  eines  festen  Kreises  so  fortbewegt,  dass  sie  immer 
mit  ihm  in  Berührung  bleibt.  Es  bildet  also  diese  Curve  gewisser- 
massen  den  directen  Gegensatz  der  gemeinen  Cjcloide,.  indem  bei 
ihr  der  Kreis  fest  und  die  Gerade  beweglich  ist,  während  dort  der 
umgekehrte  Fall  stattfand. 

Um  ihre  Gleichungen  für  Parallelcoordinaten  zu  ermitteln, 
benutzen  wir  ein  rechtwinkliges  System,  dessen  Anfang  mit  dem 
Mittelpunkte  0  des  gegebenen  Kreises  zusammenfällt.  Die  7- Achse 
wird  durch  den  in  der  Kreisperipherie  befindlichen  Curvenpunkt  i< 
gelegt.  Stellen  OM:=x  und  PM=zy  die  Coordinaten  des  be- 
schreibenden Punktes  P  dar,  für  welchen  die  bewegte  Gerade  PN 
den  Kreis  in  N  tangirt,  so  ist,  wenn  man  ON  und  NR  parallel  zu 
den  Coordinatenachsen  zieht, 

x=OR—QN,       y  =  NB  +  PO. 
Wird  nun  der  Radius  0A^=  ON=a  gesetzt  und  der  in  Theilen 
des  Halbmessers  ausgedrückte  Winkel  ^OiVmit  t  bezeichnet,  so 
erhält  man  aus  dem  Entstehungsgeset^e  der  Curve: 

PN=zArcAN=at, 
folglich  in  Verbindung  mit  den  vorhergehenden  Gleichungen: 

.  f     x  =  asini  —  atcost 

y     y=^a  cos  i  -{-  at  sin  L 

Soll  die  Kreisevolvente  durch  Polarcoordinaten  r  und  u  (in 
gleicher  Weise  wie  bei  den  Spiralen,  mit  denen  sie  der  Gestalt 
nach  verwandt  ist)  ausgedrückt  werden,  so  können  auch  diese  bei- 
den veränderlichen  Grössen  vom  Winkel  /  abhängig  gemacht  wer- 
den. Behalten  wir  0  als  Coordinatenanfang  bei  und  nehmen  0  Y 
zur  polaren  Achse ,  so  ist 

/y» 

r*=  x^  +  y^      tan  m  =  — • 

Mit  Benutzung  von  Nr.  14)  giebt  die  erste  dieser  beiden  Formeln 

15)  r'^a^  +  aU^, 

woraus  in  Uebereinstimmung  mit  der  Entstehungsweise  der  Evol- 
vente folgt,  dass  kern  Punkt  dieser  Curve  innerhalb  des  festen 
Kreises  gelegen  sein  kann.    Von  r  =  a  an  wachsen  die  Werthe 

X 

von  r  gleichzeitig  mit  t  ins  Unendliche.   Die  Gleichung  ianu^=-' 

führt ,  wenn  man  aus  14)  die  Werthe  von  x  und  y  einsetzt  und  im 
Zähler  und  Nenner  durch  a  cos  i  dividirt ,  zu  dem  Resultate : 


—    237    — 

tanl  —  l 


tan  w=  • 


I  +  /  tan  l 
Vird  hierin  auf  t  reducirt ,  so  entsteht  die  einfache  Formel : 

16)  i  =  tan{t—u), 

U8  welcher  die  den  verschiedenen  /  zugehörigen  Wertiic  von  u 
etechnet  werden  können.  —  Die  Gleichungen  15)  und  16)  lassen 
ich  übrigens  auch  auf  sehr  leichte  Weise  unmittelbar  aus  der 
'ignr  62  herleiten,  wenn  man  darin  den  Leitstrahl  OP  zieht.  Wir 
eben  dies  der  Selbsttibung  des  Lesers  anheim. 

Die  Untersuchung  über  die  Lage  der  Tangenten  einer  Kreis- 
rolvente  kann  mit  Hilfe  der  Gleichungen  14)  auf  demselben  Woge 
ie  bei  der  gemeinen  Cjcloide  geführt  werden.  Sie  liefert  das 
iesultat,  dass  alle  Tangenten  des  festen  Kreises,  welcher  die  Evo- 
ite  darstellt,  Normalen  der  Evolvente  bilden.  Es  ist  dies  eine 
ligenschaft,  welche  jeder  Evolute  in  Beziehung  zu  ihrer  Evolvente 
ttkomrat. 


Berichtigungen. 

S.    29  Formel  8)  fehlt  vor  =  Xi  der  Buchstabe  a. 

„     44  Z.  2  V.  u.  statt  hermonischer  lies  liarmonisclier. 

„     59  „  14  V.  o.  statt  b  —  r^  lies  6«  —  r«. 

„     65  „    5  V.  u.  statt  Umgleichnng  lies  Ungleicliung'. 

„  201  „    2  V.  o.  statt  xty^  lies  0:3^3. 
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Vorrede  zuui  zweiten  Theile. 


Ausarbeitung  der  analytischen  Geometrie  des  Rau- 
3  ich  meine  Aufmerksamkeit  vorzüglich  auf  zwei 
erichtet,  die  gerade  für  ein  Schulbuch  —  und  mehr 
vorliegende  nicht  sein  —  ihre  Berechtigung  haben 

zunächst  die  dem  Calcül  der  analytischen  Geometrie 
alichen  Abstractionen  möglichst  anschaulich  zu  ma- 
die  nahe  Verwandtschaft  der  analytischen  und  der 
en  Geometrie  soviel  als  thunlich  hervorgehoben  wor 
1  hätte  ich  die  Analogie  zwischen  beiden  noch  weiter 
il  verfolgt  und  an  einer  Reihe  von  Aufgaben  den 
mus  des  analytischen  und  descriptiven  Verfahrens 
esen,  wenn  nicht  hierdurch  eine  Weitläufigkeit  der 
n  und  ein  Figurenreichthum  entstanden  wäre,  die 
den  engen  Grenzen  eines  Lehrbuchs  nicht  vertra- 
musste  mich  daher  auf  eine  principielle  Erörterung 
cen  und  habe  nachher  nur  an  geeigneten  Stellen  jene 
näher  berührt.  Im  Zusammenhange  damit  ist  die  Ent- 
y  der  Fundamentalformeln  durchaus  nach  einem  und 
Q  Verfahren,  nämlich  durch  Anwendung  von  Pro- 
ausgeführt worden;  man  erhält  hierdurch  auch  die 
zur  Coordinatenverwandlung  auf  die  kürzeste  Weise 
ohne  Rechnung. 

itens  habe  ich  in  Dem,  was  ich  gebe,  nach  einer  ge- 
3llständigkeit  gestrebt.  So  sind  die  lehrreichen,  auf 
inien  und  Ebenen  bezüglichen  Aufgaben,  welche  die 
re  Geometrie  sorgfältig  zu  behandeln  pflegt,  mit  mög- 
^usführlichkeit  und  allgemein  in  Beziehung  auf  ein 
kliges  Coordinatensystem  bearbeitet,  wobei  sich  hie 
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und  da  auch  einige  wissenschaftliche  Ausbeute  fand,  wie  z.  B. 
in  §.11  die  Construction  der  Transversalen  zu  vier  gegebenen 
Geraden.  —  Für  die  Flächen  zweiten  Grades  habe  ich  zwei 
Discussionen gegeben,  die C a u c h y 'sehe und  diePlücke r'sche, 
und  zwar  scheint  mir  letztere  die  nothwendige  wissenschaft- 
liche Ergänzung  der  ersten  zu  sein.  Wenn  es  nämlich  nur 
darauf  ankommt,  aus  der  allgemeinen  Gleichung  die  indivi- 
duellen Flächen  auszulesen,  so  kann  man  sich  die  Sache  durch 
Voraussetzung  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystemes  er- 
leichtern und  dann  führt  Cauchy's  Betrachtung  jedenfalls  auf 
die  kürzeste  und  eleganteste  Weise  zum  Ziele  (§§.  34—36); 
hieran  schliesst  sich  naturgemäss  die  Betrachtung  der  einzelnen 
Flächen,  wie  sie  in  den  §§.  37  —  41  mitgetheilt  ist.  Wenn  aber 
nachher  die  Gleichung  irgend  einer  Fläche  zweiten  Grades 
auf  ein  schiefwinkliges  Coordinatensystem  bezogen  vorkommt 
und  rasch  entschieden  werden  soll,  welche  individuelle  Fläche 
durch  dieselbe  charakterisirt  wird,  so  wäre  es  eine  zu  grosse 
Umständlichkeit,  die  Gleichung  auf  rechtwinklige  Coordina- 
ten  zu  bringen  und  die  ganze  Cauchy'sche  Betrachtung  zn 
wiederholen ;  hier  ist  es  die  P 1  ü  c  k  e  r  'sehe  Discussion,  welche 
durch  Entwickelung  leicht  anwendbarer  Criterien  eine  augen- 
blickliche Entscheidung  herbeiführt  (§.  42) ;  bei  dieser  Stel- 
lung lässt  sich  übrigens  die  Plücker'sche  Untersuchung  ver- 
einfachen, weil  man  die  individuellen  Flächen  zweiten  Grades 
als  schon  bekannt  voraussetzen  darf. 

Das  letzte  Capitel  —  die  analytische  Projectionslehre — 
ist  gewissermassen  nur  ein  Anhang  zur  analytischen  Geometrie, 
hoflfentlich  aber  Denen  nicht  unwillkommen,  welchen  daran 
liegt,  die  Ergebnisse  des  Calcüls  in  möglichst  einfacher  Weise 
graphisch  darstellen  zu  können. 

Dresden,  Michaelis  1855. 
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ANALYTISCHE  GEOMETRIE 

DES  RAUMES. 


Erstes  Capitel. 
Die   Punkte    im    Räume. 


§.  1. 
Das  ParaUelcoordinatenBystem. 

0  wie  man  in  der  analytischen  Geometrie  der  Ebene  die  Lage 
les  Punktes  dadurch  bestimmen  kann ,  dass  man  ihn  auf  ein  Sy- 
im  ebener  Farallelcoordinaten  bezieht,  so  benutzt  man  zur  Fixi- 
ig  eines  im  Eaume  befindlichen  Punktes  ein  analoges  System 
imlicher  Farallelcoordinaten,  welches  auf  folgende  Weise  zu 
inde  kommt. 

Wir  denken  uns  drei  in  einem  Punkte  0  sich  schneidende 
lenen  ihrer  Lage  nach  als  fest  bestimmt;  der  Durchschnitt  der 
iten  und  zweiten  Ebene  heisse  OX^  der  Durchschnitt  der  ersten 
i  dritten  OF,  der  Durchschnitt  der  zweiten  und  dritten  OZ.  Die 
ite  Ebene,  welche  die  Geraden  OJTund  OF  enthält,  nennen  wir 
j  Coordinatenebene  oder  Projectionsebene  xy^  in 
»icher  Weise  bezeichnen  wir  die  beiden  anderen  Ebenen  XOZ 
d  YOZ  als  die  Coordinaten-  oder  Projectionsebenen  xz  und  yz, 
e  Geraden OA',  OY^  OZ  heissen  die  Coordinatenachsen  und 
ar  OX  die  Achse  der  ar,  OF  die  der  y  und  OZ  die  der  z;  der 
.nkt  O,  in  welchem  die  Coordinatenachsen  zusammentreffen,  wird 
r  Anfangspunkt  der  Coordinaten  genannt,  die  Winkel 
9F,  XOZ^  YOZ  endlich,  welche  die  Coordinatenachsen  mit  ein- 
der    bilden,    mögen    den    Namen   der  Coordinatenwinkel 

Anal.  Geom..U.  1 
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führen  und  der  Reihe  nach  mit  L{xy)^  L{xz)^  L  (yz)  bezeichnet 
werden. 

Betrachten  wir  nun  einen 
Punkt  P  innerhalb  des  von  den 
Coordinatenebenen  eingeschlos- 
senen Eaumes ,   so  können  wir 
seine  Lage  dadurch  bestimmen, 
dass  wir  durch  P  drei  den  Co- 
ordinatenebenen parallele  Ebe- 
nen legen  und  die  Abschnitte 
angeben,    welche   diese  neuen 
Ebenen    auf  den   Coordinaten- 
achsen  bilden.    Die  vorhandenen  sechs  Ebenen  schliessen  nämlich 
ein  Parallelopiped  ein,    dessen  Kanten  den    Coordinatenachsen 
parallel  laufen;  die  Punkte  0  und  P  sind  zwei  gegenüberliegende 
Ecken  desselben;  von  den  übrigen  sechs  Ecken  mögen  L^  M^N 
diejenigen  sein,  welche  der  Heihe  nach  in  den  Achsen  der  x,  der 
y  und  der  z  liegen ,  endlich  P\  P*\  P'"  diejenigen ,  welche  der 
Heihe  nach  in  die  Ebenen  xy,  xz  und  yz  fallen.    Das  fragliche 
Parallelopiped  ist  nun  bestimmt  und-  damit  zugleich  die  Lage  des 
Punktes  P  gegeben,  sobald  man  die  drei  Kanten  des  Körpers  kennt; 
sie  werden  bezeichnet  durch 

OX  =  MP'  =  NP"  =  PP'"  =  X, 
OM=NP"'=zLP'  =  PP"  =  y, 
ON~LP"z=  MP"'  —  PP'  =  z, 
und   heissen    die    schiefwinkligen    Parallelcoordinaten 
(oft  auch  schlechtweg  die  Coordinaten)  des  Punktes  P.   Die  in  den 
Coordinatenebenen  liegenden  Eckpunkte  P\  P"y  P'"  nennt  man 
die   schiefwinkligen   Projectionen   des    Punktes  P;  ihre 
Lagen  sind  durch  x^  y^  z  gleichzeitig  bestimmt,  denn  es  lassen 
sich  OL  =  X  und  0M=:  y  als  die  ebenen  Parallelcoordinaten  der 
Projection  P'  auf  die  Ebene  xy  betrachten,  in  gleicher  Weise  x 
und  z  als  Coordinaten  der  Projection  -P"  auf  die  Ebene  arz,  so  wie 
y  und  z  als  Coordinaten  der  Projection  P'"  auf  die  Ebene  yz. 

Um  allgemeiner  die  Lage  eines  beliebigen  nicht  gerade  inner- 
halb des  Körperwinkels  OÄYZ  befindlichen  Punktes  zu  bestim- 
men, denken  wir  uns  die  bisherigen  Coordinatenebenen  allseitig 
ins  Unendliche  erweitert,  so  dass  auch  die  bisher  nur  nach  einer 
Seite  hin  ins  Unendliche  fortgehenden  CoordinateliL&chsen  jctit 
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ch  beiden  Seiten  hin  un-  -p.      « 

dlich    werden.      Die    er- 

dtertenCoordinatenebenen ^^^^ 

silen   den  ganzen  unend- 
hen  Raum  in  acht  Theile, 

3  sich  als  körperliche  Win-  /       / / IX. 

1  bezeichnen  lassen,  wenn        XtJ^'' _J     üLlLJl -Ji^x 

3  Rückverlängerongen  von     ^  \ jJ 

r,  Or,  OZ  der  Reihe  nach 

^1 1  ^^1  >  ö^i  genannt  wer- 

n;    man  hat  nämlich  die  \  :^7 

ht  Winkelräume 

OXTZ, 
OX^YZ,  OXT^Z,         OXYZ,, 

OXYyZ^,  OXyYZy,  OXyYyZ, 

OX,Y,Z,. 
Befindet  sich  nun  Ym.  3. 

r  Punkt  P^  in  dem  ^ 

mme    OXy  YZ,    so  /  ^^  | 

sitzt  das  seine  Lage  /  ^^^       \  I 

stimmende     Paral-  /  ..J :>p^^ ^7  ' 

lopiped  die  Kanten  /  ^  • j  / -r^-j- rp    /  / 

&,,   OM,   ON,  von  yU     r  O      i         L        Iy 

inen  die  erste   der  ^    i^^l      \^^        L^^   .y^ 

iheren    Kante    OL    ^^^  \^M ^^^ 

itgegengesetzt  liegt  ^ 

id  deshalb  mit  dem  entgegengesetzten  Vorzeichen  versehen  wer- 
m  muss;  vorausgesetzt,  dass  die  von  0  nach  -3^  hin  gezählten  x 
s  positive  x  betrachtet  werden,  ist  im  vorliegenden  Falle  x  ne- 
itiv  zu  nehmen.  Auf  gleiche  Weise  entscheidet  sich  bei  jeder 
ideren  Lage  die  Wahl  des  Vorzeichens;  wenn  überhaupt  die  po- 
kiven  a?,  y,  z  im  Sinne  von  OX,  0  F,  OZ  genommen  und  die  ab- 
laten  Werthe  der  Coordinaten  immer  mit  x^^  y^,  Zq  bezeichnet 
3rden,  so  sind  die  Coordinaten  eines  Punktes 

im  Räume  OJrrZ     :a:=:  +  a:o,     y=  +  yo,     z=  +  Zq\ 

„  „         OXyYZ  /,  X^=i  —  Xq,      y=z  +  y^^      z=  +  Zq; 

„  „        OXYyZ    :a;=  +  Xo,     y=  —  y^,     z^  +  z^-, 

„  „       OXYZy     :x=  +  Xq,     y=  +  yQ,     z=  — Zo; 

„        OXYyZy    :x=  +  x^,     y  =  — y^,     2=— Ze» 

1* 
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im   Räume  OX^  YZ^  :  a;  =  —  x^^     i/  =  +  ^o»     ^  =  —  h\ 
„  „       O^iFiZ  :  a:  =  — OTo,     y  =  —  y^,     z=  +  Zq*, 

„       02^,  FiZ,  :a;  =  — a^o,     y  =  ^y^,     z  =  —  z,. 
Liegt  ein  Punkt  in  einer  der  Coordinatenebenen ,  so  ist  ei-aae 
seiner  Coordinaten  der  Null  gleich ,  gehört  er  zwei  Coordinatexi- 
ebenen  zugleich  an,  d.  h.  liegt  er  auf  einer  der  Coordinatenachsen, 
so  verschwinden  zwei  seiner  Coordinaten ,  für  den  Anfangspunkt 
der  Coordinaten,  der  allen  Coordinatenebenen  zugleich  angehört, 
gelten  die  Coordinaten  o;  =  0 ,  y  =  0  und  2  =  0. 

§.  2. 

Das  rechtwinklige  Coordinatensystem  und'  seine  graphische 

Darstellung. 

Wenn  nicht  besondere  Umstände  die  Wahl  eines  schiefwink- 
ligen Coordinatensystemes  erfordern,  nimmt  man  in  der  Regel  die 
Coordinatenebenen  senkrecht  zu  einander,  wodurch  auch  die  zwi- 
schen den  Coordinatenachsen  enthaltenen  Winkel  [L  (xy)j  L  {xz\ 
L(j/z)]  zu  rechten  Winkeln  werden;  das  so  entstehende  spe- 
cielle  System  von  Parallelcoordinaten  heisst  das  rechtwink- 
lige Coordinatensystem  und  bedarf  wegen  seines  überaus  häu- 
figen Gebrauches  einer  genaueren  Betrachtung. 

YIq^  4,  Was  zunächst  die  Coordinaten  x  = 

2  '  i>i>"',   y  =  PP"  und  z=r:PP'   anbe- 

N  p"  trifft,  so  stehen  diese  senkrecht  auf  den 

,  ji>  i  zugehörigen  Coordinatenebenen,  d.  L. 

/  i\  die   rechtwinkligen   Coordinaten  eines 

\  :  Punktes   sind  seine    Entfernungen 

\i  L       X  von  den  Coordinatenebenen ,  und  zwar 

J^r^ Ip';'  ist  X  die  Entfernung  des  Punktes  von 

^^^  der  Ebene  y  z ,  dem  analog  y  seine  Ent- 

fernung von  der  Ebene  x  z ,  endlich  z  seine  Entfernung  von  der 
Ebene  xy. 

Die  Projectionen  P\  P'\  P'"  des  Punktes  P  werden  jetzt  zn 
dessen  orthogonalen  (oder  normalen)  Projectionen  ,  denen  wir  in 
Uebereinstimmung  mit  der  descriptiven  Geometrie  besondere  Nen- 
nen beilegen  wollen;  es  heisse  nämlich  P*  die  Horizontalpro- 
jection,  P"  die  Vertikalprojection  und  P'"  die  seitliche 
(vertikale)  Projection  des  Punktes  P.  Diese  Beziehungen  sind 
leicht  in  einer  Ebene  darzustellen,  wenn  man  die  Ebene  ary  so 


ft 


—     5     — 

weit  nm  die  cc  -  Achse  und  die  Ebene 
yz  80  weit  am  die  z- Achse  gedreht 
denkt,   bis    beide   Ebenen   mit  der  „, 

Ebene  xz   zusammen  fallen.     Neh-  r 

naen  wir  letztere  zur  Ebene  der  Zeich- 
nung, 80  repräsentiren  die  drei  ne- 
ben einander  liegenden  Winkelräume 

^OY,  XOZ  und   Y^OZ  die  drei  Co-    Vi \^li— 

ordinaten-    oder   Projectionsebenen, 
Wobei  die  y- Achse  in  zwei  verschie- 
denen Lagen  OFund  OF,  erscheint.  Y 
Die  früheren   rechtwinklig  zu  einander   und    senkrecht  auf  der 
ar- Achse  stehenden  Geraden  LP'  und   LP"   vereinigen  sich  zu 
einer  einzigen  Oeraden  P' P'\  welche  die  o:- Achse  senkrecht  in 
L  schneidet ;  zugleich  hat  man  die  drei  rechtwinkligen  Coordinaten 
des  Punktes  vor  sich,  nämlich  OLz=x^  LP'  ^^y  und  LP"  z=zz. 
Die  dritte  Projection  P'"  lässt  sich  übrigens  leicht  aus  P'  und  P" 
ableiten,  wenn  man  berücksichtigt,  dass  P'"  die  Ecke  eines  aus 
den  Seiten  OMi^=OM=  LP' =zy  und  ON=z  LP"  =z  construir- 
ten  Rechtecks  ist;  eben  desswegen  pflegt  man  bei  der  graphischen 
Darstellung  der. Coordinaten  und  Projectionen  eines  Punktesyste- 
mes  die  dritte  Projection  wegzulassen.     Zu  bemerken  ist  endlich 
noch,  dass  man  sich  die  beiden  übrig  bleibenden  Ebenen  xy  und 
xz  (die  horizontale  und  vertikale  Projectionsebene)   vollständig, 
d.  h.  in  ihrer  ganzen  unendlichen  Ausdehnung  zu  denken  hat,  dass 
mithin  die   Ebene  der  Zeichnung  als  eine  aus  der  Aufeinander- 
lagerung  zweier  Ebenen  entstandene  Doppelebene  zu  betrachten 
ist.    Demgemäss  bedeutet  der  unterhalb  der  a:- Achse  liegende 
Theil  der  Zeichnung  eben  so  wohl  die  Vorderseite  der  Horizontal- 
ebene ,  als  die  untere  Hälfte  der  Vertikalebene ,  und  in  ähnlicher 
Weise  enthält  der  oberhalb  der  x  -  Achse  liegende  Theil  der  Zeich- 
nung eben  so  wohl  die  hintere  Seite  der  Horizontalebene,  als  die 
obere  Hälfte  der  Vertikalebene;  dennoch  kann  über  die  Bedeu- 
tung eines  Punktes  kein  Zweifel  entstehen,  wenn  die  in  der  Ho- 
rizontalebene liegenden  Punkte  jederzeit  mit  einem  und  die  der 
Vertikalebene  angehörigen  Punkte  immer  mit  zwei  Accenten  be- 
zeichnet werden. 

Man  wird  bemerken,  dass  diese  graphische  Darstellung ^der 
Coordinaten  und  Projectionen  eines  Punktes  mit  der  in  der  de- 
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scriptiven  Geometrie  üblichen  Auffassung  zusammenstimmt.  In 
der  That  sind  auch  beide  Darstellungen  nicht  wesentlich  verschie- 
den ,  und  wenn  man  in  einer  descriptiv  -  geometrischen  Zeichnung 
die  sogenannte  Grundlinie  (den  Grundschnitt)  als  x  -  Achse  nunmt, 
auf  ihr  einen  festen  Punkt  0  wählt  und  die  in  einer  Vertikalen  lie- 
genden Projectionen  P'  und  P"  eines  Punktes  durch  eine  Gerade 
verbindet,  welche  die  o;- Achse  in  L  senkrecht  schneidet,  so  sind 
OL  =  x,LP'  =  y  und  LP"  =  z  die  rechtwinkligen  Coordinaten 
des  Punktes  P  im  Eaume. 

§.3. 
Das  polare  CoordinatenBystem. 
Fig.  4.  Der  Punkt  P,  dessen  Parallelcoor- 

dinaten  wieder  Xy  y  und  z  heissen  mö- 

.^. ,,  P^'  gen,  lässt  sich  als  zur  Ebene  LOP%^- 

%P  \  hörig  betrachten  und  demgemäss  kann 

/  j  \  seine  Lage  in  dieser  Ebene  durch  die 

ebenen  Polarcoordinaten  OP  =  r  und 

i     'iL       X  LPOX=(p  bestimmt  werden.  Umfer- 


Z 


p>". 


^^j^- *pi  ^icr  die  Lage  der  veränderlichen  Ebene 

LOP  angeben  zu  können,  muss  man 
ihren  Neigungswinkel  gegen  irgend  eine  feste  Ebene  in  Betracht 
ziehen;  zu  letzterer  wählen  wir  die  a:y- Ebene  und  bezeichnen 
den  erwähnten  Neigungswinkel  mit  w.  Die  drei  Grössen  r,  «p  und 
a>,  die  sogenannten  räumlichen  Polarcoordinaten,  bestim- 
men nun  die  Lage  des  Punktes  P  vollkommen  unzweideutig,  so 
bald  man  festgesetzt  hat,  in  welcher  Weise  r,  qp  und  o»  gezählt 
werden  sollen.  Was  zunächst  od  anbelangt,  so  mag  die  positive 
Drehungsrichtung  diejenige  sein,  bei  welcher  die  positive  Seite 
der  icy- Ebene  auf  dem  kürzesten  Wege  in  die  positive  Seite  der 
XZ' Ebene  überführt  werden  kann ,  für  9?  gehe  die  positive  Dre- 
hungsrichtung von  dem  positiven  Theile  der  o;- Achse  auf  dem 
kürzesten  Wege  nach  der  positiven  Seite  der  yz- Ebene  hin ;  r 
endlich  kann  entweder  im  absoluten  Sinne  oder  algebraisch  (d.  h. 
eben  so  wohl  positiv  als  negativ)  genommen  werden.  Gestattet 
man  dem  r  keine  verschiedenen  Vorzeichen ,  so  ist  <p  von  0^  bis 
bis  180*^  und  w  von  0"  bis  360°  zu  zählen ,  wenn  der  Punkt  P  die 
Fügjichkeit  erhalten  soll,  jede  beliebige  Stelle  des  ganzen  anend- 
lichen Baumes  betreten  zu  können,  will  man  aber  positive  und 


\ 


Fig.  4. 


JV 
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negative  r  Bolassen  (was  unter  Umständen  nothwendig  werden 
kann),  so  erhalten  <p  und  n  den  gemeinschaftlichen  Spiebraum  von 
0"  bis  180«. 

Sehr  einfach  sind  die  Beziehun- 
gen zwischen  den  rechtwinkligen  und 
polaren  Coordinaten  eines  Punktes  P; 
aus  den  Dreiecken  OLP  und  LP' P, 
deren  gleichnamige  Winkel  Kechte  sind, 
ergeben  sich  die  Formeln 

X  =  r  cos  tp , 
1)  Jy=  r  sin  q>  cos  mj 

z  =  r  sin  q>  sin  m , 
welche  zum  Uebergange  von  dem  rechtwinkligen  zu  dem  polaren 
Systeme  dienen;  umgekehrt  ist 


P''r 


Yy^ 


jp. 


^j/a^  +  y'  +  z^ 


2) 


\cos  W  =  — =' 


tan  ©=  — . 

y 


y^  +  y'  +  z'' 

Sobald  man  sich  hier  über  das  Vorzeichen  von  r  entschieden 
hat,  finden  auch  9  und  m  ihre  unzweideutige  Bestimmung,  es  sind 
nämlich  immer  diejenigen  Werthe  zu  nehmen,  wodurch  x,  y,  r, 
nach  den  Formeln  1)  berechnet^  die  Vorzeichen  erhalten,  welche 
sie  thatsächlich  besitzen.  Wären  z.  B.  gegeben  x=  -f-  a,  y  =  — 6, 
z  =  —  c ,  wo  a,  6,  c  die  absoluten  Werthe  der  Coordinaten  be- 
deuten und  wird  r  positiv  genommen ,  so  ist  cos  tp  positiv ,  mithin 
(p  zwischen  (f  und  99^  enthalten ;  da  jetzt  r  sin  <p  positiv  ausfällt, 
y  und  z  aber  negativ  sind ,  so  muss  oi  so  gewählt  werden ,  dass 
Costa  und  sin  a  zugleich  negativ  sind;  demgemäss  hat  man  für  n 
denjenigen  Winkel  zwischen  180°  und  27(/*  zu  nehmen,  dessen  Tan- 

c 
gente  =  -r^  ist.    Dasselbe  Resultat  findet  sich  leicht  geometrisch, 

wenn  man  beachtet ,  in  welchem  Octanten  des  Baumes  der  durch 
x  =  a^  y  =  —  b  und  z  =>  —  c  bestimmte  Punkt  liegt. 

Noch  wollen  wir  bemerken,  dass  das  besprochene  Coordi- 
natensyatem  in  nahem  Zusammenhange  mit  der  geographischen 
Ortsbestimmung  steht.  Denken  wir  uns  zunächst  nur  r  gegeben, 
so  ist  die  Lage  des  Punktes  P  noch  nicht  vollkommen  bestimmt, 
vielmehr  kann  er  beliebig  auf  einer  mit  dem  Halbmesser  r  um 
den  Mittelpunkt  0  beschriebenen  Kugel  liegen ;  es  bedarf  daher 
noch  einer  näheren  Angabe  seiner  Lage  auf  dieser  Fläche.  Stellen 
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wir  uns  letztere  auf  die  Weise 
entstanden  vor ,  dass  sich  ein 
in  der  xy-  Ebene  aus  dem  Mit- 
telpunkte 0  mit  dem  Halbmes- 
ser r  beschriebener  Halbkreis 
um  die  x  -  Achse  gedreht  hat, 
so  ist  die  Ebene  der  ocy  die 
erste  Meridianebene  der  Ku- 
gel und  die  Ebene  ZO Nirgend 
eine  spätere  Meridianebene, 
deren  Lage  gegen  die  erste 
durch  den  Neigungswinkel  a 
bestimmt  wird;  letzterer  ist 
daher  nichts  Anderes  als  die 
geographische  Länge  des  Punktes  P.  Bei  jener  Drehung 
beschreibt  ferner  die  y  -  Achse  den  auf  der  Drehungsachse  senk- 
rechten grössten  Kreis,  d.  h.  den  Aequator,  mithin  ist  L  POQ 
die  geographische  Breite  des  Punktes  P  und  folglich  9  das  Com- 
plement  der  Breite  oder  die  Poldistanz. 


§.  4. 

Grösse  und  Lage  des  Eadiosveotor. 

Die  Entfernung  eines  Punktes  P  vom  Anfangspunkte  der  Co- 
ordinaten ,  der  Kadiusvector  des  Punktes  P,  ist  offenbar  der 
Grösse  und  Richtung  nach  bestimmt ,  sobald  die  Coordinaten  von 
P  gegeben  sind,  man  kann  daher  die  Aufgabe  stellen,  aus  den 
schiefwinkligen  Coordinaten  Xy  y,  z  die  Länge  r  des  Kadiusvector 
OP  und  die  Winkel  {rx),  0'^)»  {^^)  zu  berechnen,  welche  der- 
selbe mit  den  Coordinatenachsen  einschliesst.  Behufs  der  Lösung 
dieser  Aufgabe  erinnern  wir  an  ein  Paar  auf  rechtwinklige  Pro- 
jectionen  bezügliche  Sätze.  Erstens  ist  bekannt,  dass  die  recht- 
winklige Projection  einer  begrenzten  Strecke  s  auf  eine  Gerade 
g  durch  s  cos  (sg)  ausgedrückt  wird,  gleichgiltig ,  ob  sich  die  Ge- 
raden s  und  g  schneiden  oder  nicht;  im  letzteren  Falle  hat  man 
unter  L  (sg)  den  Winkel  zu  verstehen ,  den  zwei  durch  irgend 
einen  Punkt  gehende  Parallelen  zu  jenen  Geraden  mit  einander 
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n  würden*).  Zweitens  weiss  man,  dass  die  rechtwinklige 
»ction  einer  gebrochenen  Linie  ABCDEF  auf  eine  Oerade 
einerlei  mit  der  Projection  der  Oeraden  ^Z*  ist,  wobei  die 
lA  {AB,  GH),  {BC,  GB),  (CD,  GB)  u.  s.  w.  immer  nach 
und  derselben  ans  der  Bezeichnung  von  selbst  ersichtlichen 
ongsrichtnng  gezählt  werden. 
Projiciren  wir  die  aus  den 
ken  OL  =  x,  LP'  =  y, 
=z  bestehende  gebrochene 

OLP'P  rechtwinklig  auf 
l  eine  Gerade  g  im  Räume, 
zt  sich  die  Projection  aus 
Irei  Stücken  x  cos  (xg), 
'fjfg),  z  cos  {zg)  zusammen; 
ämliche  Projection  muss 
luch  zum  Vorschein  kom- 

wenn   die   Strecke   OP=zr  auf  dieselbe   Gerade  projicirt 
es  gilt  daher  die  Fundamentalgleichung 

r  cos  {rg)=zx  cos  (xg)  +  y  cos  (yg)  +  z  cos  (zg). 

'ür  die  willkürliche  Gerade  g  nehmen  wir  der  Reihe  nach  OB, 
)F,  OZ  und  erhalten  so  die  vier  Beziehungen 

)     r  =  X  cos  (xr)  +  y  cos  (yr)  +  «  cos  (zr), 


Fig. 
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I  Wenn  die  beiden  Geraden  sich  schneiden,  ist  der  obige  Satz  in  den 
iten  der  Trigonometrie  unmittelbar  enthalten,  schneiden  sie  sich 
o  erkennt  man  seine  Richtigkeit  auf  folgende  Weise.  Die  gegebene 


Fig.  7. 


t  sei  AB  =  s  und  OH=zg  die  Ge- 

kuf  welche  sie  projicirt  werden  soll; 

)jection  A' B'    kommt    dadurch  zu 

,  dass  man  durch  A  normal  zu  GH 

►ene  legt,  welche  GH  m  A'  schnei - 

d  auf  gleiche  Weise  durch  B  eine  zu 

male  Ebene  legt,  welche  GH  in  B' 

et.     Zieht  man  durch  A  parallel  zu 

ie>  Gerade ,  welche  der  zweiten  Nor- 

le  in  C  begegnet,  bo  \%i  AC=  A' B\  weil  beide  Gerade  als  die  Ent- 

•  der  zwei  auf  GH  senkrechten  Ebenen  gelten  können,  ferner  ist 

krecht  zur  Ebene  B B' C,  mithin  i  ACB  =  0(fi.   Hieraus  folgt 

A' B*  =z  AC  =z  AB  .  cos  B AC  =  s  cos  {sg) 
n  behauptet  wurde» 
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ir  cos  (xr)  =  x  +  y  cos  (yx)  +  z  cos  {zx\ 

r  cos  {yr)  =  x  cos  (j/x)  +  y  +  z  cos  {zy\ 

r  cos  (zr)  ^=z  X  cos  {xz)  +  y  cos  (yz)  +  z 
in  denen  ausser  den  bekannten  Coordinatenwinkeln  die  vier  Un- 
bekannten r,  L  (xr),  L  {yr)y  L  (zr)  vorkommen.  Die  erste  der- 
selben findet  sich  dadurch,  dass  man  die  obigen  vier  Gleichun- 
gen der  Eeihe  nach  mit  r,  x,  y,  z  multiplicirt  und  die  Produkte 
addirt;  dabei  heben  sich  die  mit  (xr),  (yr),  (zr)  behafteten  Glie- 
der und  es  bleibt 

d)     r^  =  a^  +  y'  +  z* 

+  2xy  cos  (xy)  +  2xz  cos  {xz)  +  2yz  cos  (yz)-, 
daraus  ergiebt  sich  r  selbst  durch  Ausziehung  der  Quadratwurzel, 
die  hier  im  absoluten  Sinne  zu  nehmen  ist.    Die  Gleichungen  2) 
liefern  nun  die  gesuchten  Winkel,  nämlich 

X  +  y  cos  (yx)  +  z  cos  (zx) 


4) 


COS  {xr)  = 

.     .  y  +  X  cos  {xy)  +  z  cos  {zy) 

cos  (t/r)  = , 

,     .  z  +  X  cos  (xz)  +  y   cos  {yz) 

cos   {zr)  =  ^^ ; 


da  r  im  absoluten  Sinne  genommen  wird,  so  hängt  das  Vorzeichen 
jedes  dieser  Quotienten  nur  von  dem  Vorzeichen  des  Zählers  ab 
und  hiernach  bestimmt  sich  von  selbst ,  ob  der  eine  oder  der  an- 
dere von  den  Winkeln  (irr),  {yr),  {zr)  spitz  oder  stumpf  ist.  Dass 
keiner  derselben  grösser  als  180^  genommen  zu  werden  braucht, 
ergiebt  sich  aus  den  obigen  Formeln  von  selbst  und  damit  über- 
einstimmend auch  aus  einer  leichten  geometrischen  Betrachtung. 

Noch  ist  zu  bemerken,  dass  die  Winkel  {xr) ,  {yr) ,  {zr)  nicht 
unabhängig  von  einander  sind ,  dass  vielmehr  aus  zweien  unter 
ihnen  der  dritte  gefunden  werden  kann.  Wäre  nämlich  L  {xr) 
gegeben,  so  würde  die  Richtung  des  Radiusvector  nicht  hinrei- 
chend bestimmt  sein ,  derselbe  könnte  beliebig  auf  einer  geraden 
Kegelfläche  gewählt  werden,  die  den  Coordinatenanfang  zur  Spitze, 
die  ic- Achse  zur  Achse  und  den  gegebenen  L  {xr)  als  Winkel 
zwischen  Achse  und  Seite  hat;  in  gleicher  Weise  kann  bei  gege- 
benen L  {yr)  der  Radiusvector  willkürlich  auf  einer  geraden  Ke- 
gelfläche gezogen  werden,  welche  den  Coordinatenanfang  zum 
Mittelpunkte,  die  y- Achse  zur  Achse  und  L  {yr)  als  Winkel  zwi- 
schen Seite  und  Achse  hat,     Soll  nun  der  Radiusvector  mit  der 


^>{: 


o;- Achse  den  Winkel  (xr)  und  gleichzeitig  mit  der  ^- Achse  den 
Winkel  {yr)  einschliessen,  so  mnss  er  auf  beiden  Kegelflächen  zu- 
gleich liegen;  im  Allgemeinen  schneiden  sich  letztere'  in  zwei 
durch  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  gehenden  Geraden, 
welche  die  beiden  möglichen  Lagen  von  r  angeben  und  zugleich 
L  (zr)  zweideutig  bestimmen.  Die  entsprechende  analytische  Be- 
ziehung erhält  man  dadurch,  dass  man  die  Gleichungen  2)  zu- 
nächst auf  Xj  y,  z  reducirt  und  die  gefundenen  Werthe  in  die  Glei- 
chung 1)  einsetzt ;  zur  Abkürzung  sei  hierbei 

'  cos  [xy)  =  y ,       cos{xz)  =  ßy       cos  (yz)  z^  a, 
|C05(a:r)=|,       cos{tfr)  z^r^^       cos{zr)  =  ^, 
Daan  erhält  dann  aus  Nr.  2)  die  drei  Ausdrücke  *) 

{i-a^)^  —  {y-aß)n-iß-aY)i 

l+2«/Jy-(a«  +  i3«  +  y«) 
{l-ß^)n-{a-ßy)t-{Y-aß)^ 

l  +  2aßY  —  {a'+ß'+Y') 
{i-f)i-{ß-aY)^-{^-ßY)v^ 
l+üaßY  —  ia'  +  ß'  +  f) 
Endlich  durch  Substitution  in  Nr.  1)  nach  Hebung  von  r  und  Weg- 
ßchaffung  des  Bruches 

f  (l_„«)|«+(l_^),«+(l_y«)J« 

7)  J— 2(«  — /Jy)t,f— 2(/S— «y)|{:-2(y  — «|S)|^ 

|=I+2a/Sy  — (o'  +  ^+y'). 
Weit  einfacher  gestalten  sich  alle  diese  Ergebnisse  bei  dem 
rechtwinkligen  Coordinatensjstem,  für  welches  L{xy)  =L{xz)  = 


6) 


*)  Die  in  den  obigen  Formeln  vorkommenden  Grössen 
a  —  ßy,        ß  —  ayj        y  — «/?, 
i-*.2a/Jy  — a«  — /J«  — y«  , 
die  wir  der  Reihe  nach  a',  ß\  y'  und  d*  nennen  wollen,  lassen  sich  mittelst 
einiger  Formeln  der  sphärischen  Trigonometrie  anderweit  umwandeln.    Be- 
trachten wir  nämlich  die  Coordinatenwinkel  (yz),  (xz),  (xy)  als  Seitenwin- 
kel a,  b,  c"  der  Ton  den  Coordinatenebenen  gebildeten  körperlichen  Ecke, 
und  bezeichnen  wir  die  gegenüber  an  den  Kanten  OX,  0  V,  0  Z  liegenden 
Neigungswinkel  mit  A,  B,  C,  so  ist  a'  =  cos  a  —  cos  b  cos  c  und  zufolge  der 
Grundformel  der  sphärischen  Trigonometrie 

a'  =  cos  A  sin b'sin c,     ß'  =  cos  B  sin  c  sina,     y'  =  cos  C  sin  a  sinb. 
Aus  der  bekannten  Formel 

.  -    ^       1  +  2  cos  a  cosjf  cos  c  —  cos*  a  —  cos*  b  —  cos*  c 

sin*  A  = *- .  -  .     .  , • 

sin*  b  sin*  c 

folgt  weiter  durch  Vergleich  mit  dem  Obigen 
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L  {yz)~9(f  mithin  a  =  /3  =  y  =  0ist;  an  die  Stelle  der  Glei- 
changen  2)  treten  jetzt  die  folgenden 

8)'  rcos(xr)  =  Xj       r  cos{yr)  =:  y,       r  cos{zr)^=^Zj 
und  bedeuten  geometrisch,  dass  die  rechtwinkligen  Coordinaten 
eines  Punktes  als  die  normalen  Projectionen  seines  Vectors  auf 
die  Achsen  betrachtet  werden  können;   die  Formeln  3)  and  4] 
lauten 

9)  r  =  /a:»  +  y«  +  z«, 


10) 


cos  (x  r) 


X 


X 


y^+y'  +  ^' 


'''^''^=7=f^=i^T^^ 


z 


cos  (zr)  =  — =   /  ,   .      ,=F=i; 

endlich  ergiebt  sich  aus  Nr.  7)  die  Beziehung  |'  +  iy*  +  J'  =  1  oder 

1 1)      cos'  (xr)  +  cos^  (yr)  +  cos'  (zr)  =  1. 

Man  erhält  aus  letzterer,  wenn  die  Winkel  (xr),  (yr),  {zr) 
kurz  mit  9,  if;  und  x  bezeichnet  werden, 

cos  1  =  j/l  —  (cos'  (f  +  cos'  tjj)  =  y —  cos  (9  —  ij;)  cos  {q>  +  '^)) 
hiernach  ist  cos  %  mithin  auch  %  unmöglich,  wenn  sowohl  g>  —  ^ 
als  (p  +  tjj  weniger  als  90°  beträgt ;  für  9  +  t|;  =  90^  wird  cos  % 
=  0  mithin  ^  eindeutig  =  90°;  liegt  endlich  q>  — 1{;  im  ersten 
und  g)  +  }lf  im  zweiten  oder  dritten  Quadranten ,  so  wird  %  reell 
und  zweideutig ,  weil  die  oben  vorkommende  Quadratwurzel  eben 
so  wohl  positiv ,  als  negativ. genommen  werden  kann.  Diese  Be- 
merkungen sind  geometrisch  leicht  zu  verificiren,  wenn  man  be- 


6*  =  sin*  A  sin*  b  sin*  c 
oder  bei  Ausziehung  der  Wurzel,  welche  wir  im  absoluten  Sinne  nehmen, 
d  =  sin  A  sin  b  sin  c  ;=  sin  B  sin  c  sin  a  =.  sin  C  sin  a  sin  b. 
Zwischen  den  Grössen  «',  /?',  y',  8  besteht  demnach  die  Proportion 

a  :  ß'  :  y'  :  d  =  cot  A  :  cot  B  :  cotC:  1. 
Denken  wir  uns  ferner  von  0  aus  auf  den  Achsen  OX,  OV,  OZ  drei 
Strecken  abgeschnitten,  von  denen  jede  der  Längeneinheit  gleich  ist,  und 
construiren  ein  Parallelopiped,  dessen  Kanten  jene  Abschnitte  sind,  so  be- 
sitzt die  in  der  a;y- Ebene  liegende  Basis  desselben  den  Flächeninhalt  «wf, 
die  Höhe  des  Paralleopiped  ist  sinb  sinA,  mithin  sein  Volumen  sincsinb 
sifi  A,  Man  erkennt  hieraus  die  geomey-ische  Bedeutung  des  später  oft 
wiederkehrenden  Ausdrucks 

d  =  ?/H.2a^y— a«  — /?«  — y«  . 


—     la- 
chtet, unter  welchen  Umständen  die  vorhin  erwähnten  Kegel- 
ichen  keine  Gerade  gemein  haben ,  sich  längs  einer  Ocraden  be- 
ihren  oder  schneiden. 

§.5. 

Zwei  Punkte  im  Banme. 

Wenn  zwei  Punkte  P  und  P,  durch  ihre  Coordinaten  »r,  y,  z 
ad  a:^ ,  y^ ,  Zi  gegeben  sind ,  so  kann  man  zunächst  die  Formeln 
äs  vorigen  Paragraphen  auf  jeden  einzelnen  Punkt  anwenden, 
isserdem  tritt  noch  als  neu  hinzu  die  Frage  nach  der  Grösse  und 
ichtung  der  verbindenden  Geraden  PP^  =  s  und  die  Bestimmung 
is  Winkels  POP^^  den  die  Vectoren  OP=:r  und  OJPj  =  ri  mit 
nander  bilden. 

Zur  Beantwortung  der  ersten  Frage  denken  wir  uns  durch 
drei  Gerade  parallel  zu  den  Coordinatenachsen  gelegt,  nämlich 
X'  IJOX,  PT IIOY,  PZ'  l/OZ  und  betrachten  diese  Parallelen 
s  die  Achsen  eines  neuen  Coordinatensystemes  mit  dem  Anfangs- 
mkte  P.  Nennen  wir  x\  y\  z'  die  Coordinaten  von  P,  in  Be- 
3hung  auf  dieses  secundäre  System ,  so  ist  aus  nahe  liegenden 
runden 

rner  kann  s  als  Kadiusvector  des  Punktes  Pj  rticksichtlich  des 
juen  Systemes  angesehen  werden,  mithin  gelten  jetzt  alle  For- 
ßln  des  vorigen  Paragraphen  wieder,  wenn  s  für  r,  und  x\  y\  z' 
^  ^1  Vi  ^  gesetzt  werden.  Durch  nachherige  Substitution  der 
'erthe  von  x\  y\  z'  gelangt  man  auf  diese  Weise  zu  den  folgen- 
m  Formeln,  in  denen  wieder  a,  /5,  y  zur  Abkürzung  für  cos  (yz), 
s  (xz)  und  cos  (xy)  gebraucht  worden  sind: 

1)      ^  =  ^cc,-xf+{y,—yy+{z,—z)^  +  ^{x,-x)(y,—y)y 
+  '^(x,—x){z,  —  z)ß  +  ^{y,—y)(z,—z)a, 

Ä^i —X  +  (yi  —y)y  +  {^i—^)ß 


2) 


cos  {xs)  =  - 

cos  (j,s)  =  yi-y  +  (^.-^)y  +  (^>-^)«, 
cos  {z  s)  =  ^.-^  +  K-^)^+(yi-y)«. 


s 

Um   zweitens  LPOPi=  L  {rr^)    zu  bestimmen,   projiciren 
ir  r  rechtwinklig  auf  r^  und  bemerken ,  dass  die  nämliche  Pro- 
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jection  zum  Vorschein  kommt,  wenn  statt  r  =  0-P  die  gebrochene 
Linie  OLP'P  auf  rj  projicirt  wird;  dies  giebt 

r  cos  {rr^)  =  x  cos  {xr^  +  y  cos  {yr^  +  z  cos  (zr,), 
hier  sind  noch  die  Werthe  von  cos  (a;r,),  cos  (yr,),  cos{zri)  ein- 
zusetzen ,  welche  man  aus  den  Formeln  des  vorigen  Paragraphen 
unmittelbar  erhält,  indem  man  r^  für  r  schreibt.    Nach  Division 
mit  r  findet  sich  auf  diese  Weise 

icos  (rr^)  = 
^ot^i+yyi+zZi  +  {xyi+Xiy)Y'\'{xZi+XiZ)ß+{yzi+yiZ)a 

worin  man ,  wenn  es  nöthig  ist ,  die  Werthe 

r  =ya^  +  y*  +  2*  +  ^ocyy  +  2xzß  +  2yza 


4.    (r  =^x«  +  y«  +  2«  +  2; 


^ix:^y^y  +  ^x^z^ß  +  2y^z^a 
substituiren  kann.    Will  man  cos  (rr^)  nicht  durch  die  Coordinaten 
von  P  und  P^ ,  sondern  durch  die  Winkel  darstellen,  welche  einer- 
seits r,  andererseits  r^  mit  den  Coordinatenachsen  einschliessen, 
so  setze  man  wieder 

cos  (xr)  =  I  ,         cos  (jyr)  =  1/  ,         cos  (zr)  =  f , 
cos  {xr^)  =  gl ,         C05(yri)  =  i/i ,         cos  (zr,)  =  fi , 
und  drücke  a:,  y,  2;  durch  5 ,  iy ,  f  aus ,  ebenso  a^j ,  y, ,  z,  durch  |i , 
^i »  tu  wi®  ^^®s  ^^®  Formeln  6)  des  vorigen  Paragraphen  lehren. 
Bezeichnet  man  für  den  Augenblick  die  Grössen 


«  — /^y»         /5  — ay,         Y  —  »ß 
der  Reihe  nach  mit  «',  jS',  y',  ferner 

1  — a«,         1  — j3*,         1  — y« 
mit  a",  |5",  y",  und  den  Ausdruck 

1 +  2a/3y  — a*  — j3*  — y« 
mit  fi ,  so  sind  die  Werthe  von  a:,  y ,  z,  oct,  yu  ^t'» 

-^'^, 

und  diese  wären  in  die  Gleichung  3)  einzusetzen.  Auf  gewöhn- 
lichem Wege  ausgeführt,  würde  diese  Substitution  einen  äusserst 
weitläufigen  gebrochenen  Ausdruck  liefern,  dessen  Zähler  aus 
nicht  weniger  als  81  Glieder  bestünde,  und   man  würde  einige 
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f  übe  haben  y  die  Formel  in  ihre  einfachste  Gestalt  zu  bringen ; 
agegen  gelangt  man  durch  folgende  Bemerkung  leicht  zum  Ziele. 
Venu  man  sich  die  SHmmtlicben  in  der  Gleichung  3)  vorkommen- 
en  Produkte  a:^^ ,  y^^  u.  s.  w.  nach  Substitution  der  obigen  Werthe 
ntwickelt  denkt,  so  erhält  man  nach  Hebung  von  rVi  einen  Aus- 
ruck von  der  Form 

cos  {rr,)  =  \  [Ai^,  +  Bri^,  +  Cffc  +  C' In,  +  C"S,i, 

+  B'li,  +  B''i,t  +  A'fit,  +  A''ri,t] 
»^orin  die  Coefficienten  A,  B,  ....  C"  nur  von  den  Coordinaten- 
«-inkeln  abhängig  sind  und  sich  bei  wirklicher  Ausrechnung  von 
elbst  finden  würden.  Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  bleibt  die- 
Blbe ,  wenn  r  und  r,  gegen  einander  vertauscht  werden  [L  (rr,) 
=  L  (r^r)]  ,  es  muss  folglich  die  rechte  Seite  die  nämliche  Eigen- 
ßhaft  besitzen,  also  ungeändert  bleiben,  wenn  g  mit  |i  und  gleich- 
eitig  1?  mit  i^i »  sowie  J  mit  fj  vertauscht  wird ;  man  erkennt  hier- 
us,  dass  der  Coefficient  von  J^i  derselbe  sein  muss,  wie  der  von 
, t^,  d.  h.  C  =  C",  und  dass  ebenso  B'  =  B'\  A'  =  A"  ist;  die 
Formel  lautet  hiemach 

cos  {rr,)  =  j^  [AUi  +  Britj,  +  C^,  +  A'  (i?f,  +  i?,  t) 

)a  die  Coefficienten  A,  B,.,  C  von  der  individuellen  Lage 
ler  Vectoren  r  und  r,  unabhängig  sind ,  so^  kann  irgend  eine  spe- 
delle  Richtung  der  letzteren  zur  Bestimmung  von  A,  B . . .  C  die- 
len; so  muss  z.  B.  in  dem  Falle,  wo  L  (rrj)  =  0,  also  5i=S, 
r^j  =  ly ,  ti  =  J[  wird,  diejenige  Gleichung  zum  Vorschein  kommen, 
j^elche  jederzeit  zwischen  den  Grössen  S,  i/,  f  besteht  (Nr.  7  im 
vorigen  Paragraphen).  Nun  giebt  die  obige  Formel  bei  dieser 
Specialisirung 

l^-,[A^^  +  Bn'  +  Ct'+2A'rjt  +  2B'^t  +  2C'^fl] 

md  wenn  man  diese  mit  der  erwähnten  Beziehung ,  nämlich 

lusammenhält ,  so  ergeben  sich  die  Werthe 

^  =  a'>,  ^  =  j3'>,  C=/>, 

^'  =  — «>,        B'  =  —  ß'fij        C'  =  —  y(i] 

lie  gesuchte  Formel  lautet  demnach 
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cos  irr,)  =  -  [a"Ui  +  ß"vVi  +  /'£?.  -  «'  ivti  +  I.Ö 

oder  auch  vermöge  der  Bedentimgeii  von  «',  |J',  y',  «",  ^",  jr"  und  fi, 
(1  +  2«/Jy  — «»  — /S*— 7*)  cos{rr,) 
=  (1  -  ««•)ll.  +  (1  -  ^)  UiJ.  +  (I  -  )^)  tfi 

Für  rechtwinklige  Coordinaten  hat  man  weit  einfacher 


5) 


7)  < 


cos  (ys)  = 
CO*  {zs)  = 


yi  —  y  _. 


yi  —  y 


s 


ferner  aus  Nr.  3) 

8)  co5(rrj): 


'  V(x,-xy+{y,-yy+(z-zr 
_  ^1  —  ^ 

^^1  +  yyi  +  ^2:, 


endlich  als  speciell'en  Fall  von  Nr.  5) 

oder  ohne  Gebranch  der  Abkürzungen 

osf  cos(rr,)  = 

^  ycos  {xr)  cos  (arrj)  +  cos  (j/r)  cos  (yrj)  +  cos  (zr)  cos  {zr^). 

Die  Verbindung  mehrerer  Punkte  im  Räume,  z.  B.  ein  räum- 
liches Polygon,  kann  immer  als  successive  Verbindung  von  je 
zwei  Punkten  aufgefasst  werden,  es  liegt  daher  keine  Veranlassung 
vor,  die  obigen  Betrachtungen  auf  mehr  als  zwei  Punkte  aus- 
zudehnen. 


Zweites  Capitel. 
Die  gerade  Linie  im  Baume. 


§.  6. 
Die  Oleichmigen  der  Oeraden. 

Wenn  ein  Punkt  JP,  dessen  schiefwinklige  Projectionen  auf 
ie  Coordinatenebenen  durch  die  Coordinaten  x  und  y^  x  und  z^ 
und  z  bestimmt  sind ,  seine  Lage  im  Räume  ändert,  so  bewegen 
ch  auch  seine  Projectionen,  und  wenn  P  die  gerade  oder  krumme 
inie  s  durchläuft,  so  beschreiben  die  Projectionen  P\  P",  P"'  ge- 
ide  oder  krumme  Linien,  welche  wir  der  Eeihe  nach  mit  *',  5", 
"  bezeichnen  und  die  Projectionen  der  Linie  s  nennen.  Erinnert 
lan  sich  nun ,  dass  bereits  durch  zwei  Projectionen  eines  Punktes 
ie  drei  Coordinaten  desselben  gegeben  sind  und  damit  zugleich 
ie  übrige  dritte  Projection  bestimmt  ist ,  so  übersieht  sich  leicht, 
ass  aus  zweien  der  Projectionen  s\  s\  s"  die  dritte  abgeleitet 
rerden  kann,   dass  mithin  die  -p*     g 

äumliche  Curve  s  durch  ir- 
:end  zwei  ihrer  Projectionen  be- 
timmt  wird.  Sind  z.  B.  die  Pro- 
ectionen  s  und  s'  gegeben ,  so 
ege  man  durch  einen  beliebi- 
gen Punkt  L  der  a:- Achse  eine 
Ebene  parallel  der  yz- Ebene; 
iie  genannte  Hilfsebene  schnel- 
let die  Linie  s  in  einem  Punkte  P\  ebenso  s'  in  einem  Punkte 
P";  diese  Punkte  sind  die  Projectionen  des  Punktes  P  im  Räume, 
(reichen  man  dadurch  erhält,  dass  man  in  der  Hilfsebene  das  Pa- 
rallelogramm LP'  PP"  aus  den  bekannten  Seiten  LP*  =  y  und 

Anal.  Geom.   n.  2 


— X 
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LP"  =  z  construirt;  giebt  man  nun  der  willkürlichen  Entfernung 
0L  =  X  alle  möglichen  Werthe ,  so  erhält  man  auf  diese  Weise 
alle  möglichen  Punkte  der  Linie  s.    Ganz  ähnlich  wäre  das  Ver- 
fahren, wenn  zwei  andere  Projectionen  von  s  als  gegeben  angese- 
hen würden.   Diese  geometrische  Betrachtung ,  die  namentlich  für 
den  Fall  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystemes  mit  der  de- 
scriptiv  -  geometrischen  Auffassung  völlig  übereinstimmt ,  ist  leicht 
analytisch  auszudrücken ,  indem  man  beachtet,  dass  die  ebene  Li- 
nie s'  durch  eine.  Gleichung  zwischen  den  Coordinaten  OL=x 
und  LP'  r=rzy  irgend  eines  ihrer  Punkte  P\  ebenso  die  Linie«" 
durch  eine   Gleichung   zwischen   den   Coordinaten   OL=-x  und 
LP"  =  z  charakterisirt  wird;  eine  Linie  im  Räume  ist  demnach 
bestimmt  durch  zwei  Gleichungen  zwischen  je  zwei  Coordinaten 
eines  beliebigen  Punktes  von  ihr,  und  zwar  bedeutet  eine  Glei- 
chung zwischen  x  und  y  die  Gleichung  ihrer  Projeetion  auf  die 
xy '  Ebene,  eine  Gleichung  zwischen  x  und  z  die  Gleichung  ihrer 
Projeetion  auf  die  a:«- Ebene,  endlich  eine  Gleichung  zwischen 
y  und  z  die  Gleichung  ihrer  Projeetion  auf  die  yz- Ebene.    Elimi- 
nirt  man  x  aus  den  beiden  ersten  Gleichungen ,  so  muss  man  die 
letzte  erhalten,  ebenso  könnte  man  aus  den  Gleichungen  zweier 
anderen  Projectionen  die  Gleichung  der  noch  übrigen  Projeetion 
ableiten. 

Um  diese  allgemeinen  Erörterungen  auf  die  Gerade  im  Ranme 
anzuwenden ,  bedarf  es  nur  der  Bemerkung ,  dass  in  diesem  Falle 
sämmtliche  Projectionen  gerade  Linien  sind ;  denkt  man  sich  dem- 
nach die  Gerade  durch  ihre  Projectionen  auf  die  xy  und  xz -Ebene 
bestimmt,  wie  es  künftig  in  üebereinstimmung  der  descriptiven 
Geometrie  meistentheils  geschehen  wird,  so  sind  die  Gleichungen 
ihrer  Projectionen  oder,  wie  man  kurz  zu  sagen  pflegt,  die  Glei- 
chungen der  Geraden : 

1)  y  —  Bx  +  b,         z  =  Cx  +  c. 

Aus  der  analytischen  Geometrie  der  Ebene  kennt  man  die 
Bedeutung  der  vier  Constanten  By  b,  C,  c;  es  ist  nämlich,  wenn  s' 
die  Projeetion  der  Geraden  auf  die  a:y- Ebene  und  s"  ihre  Pro- 
jeetion auf  die  a:z- Ebene  bezeichnet: 

o\         Bsin(xy)  Csin{xz) 

femer  sind  b  und  c  die  Abschnitte  OA'  und  0A'\  welche  die  Pro- 
jectionen s'  und  s"  auf  den  Achsen  der  y  und  der  z  bilden  oder 
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rach  die  Coordinaten  des  Punktes  A ,  in  welchem  die  Gerade  die 
/z- Ebene  schneidet.  Nennen  wir  in  Uebereinstimmung  mit  der 
iescriptiven  Geometrie  die  Durchschnitte  einer  Geraden  mit  den 
Projectionsebenen  die  Spuren  der  Geraden,  so  können  wir  h  und 
'kurz  als  die  Coordinaten  der  ^z-Spur  unserer  Geraden  bezeich- 
len.  Nicht  überflüssig  ist  hierbei  die  Bemerkung ,  dass  die  Coef- 
Icienten  B  und  C  die  Kichtungen  der  Projectionen ,  mithin  auch 
lie  Richtung  der  Geraden  im  Haume  bestimmen,  während  h  und  c 
en  Punkt  der  yz  -  Ebene  angeben ,  durch  welchen  die  Gerade 
eht;  lässt  man  demnach  B  und  C  ungeändert,  giebt  aber  h  und  c 
ädere  und  andere  Werthe,  so  erhält  man  die  Gleichungen  eines 
76temes  paralleler  Geraden;  nimmt  man  umgekehrt  h  und  c  con- 
ant,  dagegen  für  B  und  C  der  Beihe  nach  verschiedene  Werthe, 
»  hat  man  die  Gleichungen  von  Geraden,  welche  zusammen  einen 
trahlenbüschel  ausmachen ,  dessen  Mittelpunkt  in  der  yz  -  Ebene 

8gt 

Ganz  ähnlich  gestaltet  sich  die  Sache,  wenn  die  Gerade  durch 
m  andere  Projectionen  bestimmt  wird;  wählt  man  hierzu  die 
rojectionen  auf  die  yx  und  yz- Ebenen,  so  sind  die  Gleichungen 

3)  a;  =  ^iy  +  ai,  2:=Ciy  +  (?,, 

0  «1  und  C|  die  Coordinaten  der  xz- Spur  bedeuten ;  endlich  hat 
an  zur  Bestimmung  der  Geraden  durch  ihre  Projectionen  auf  die 
benen  xz  und  yz 

4)  a:  =  ^,z  +  fl,,  y  =  ^,2+ft,, 
a  .0,  und  h^  die  Coordinaten  der  a:y-  Spur  sind. 

Wie  sich  nach  dem  Eingangs  Gesagten  von  selbst  versteht, 
mnen  aus  einem  der  Gleichungensjsteme  1),  3)  und  4)  die  bei- 
m  anderen  hergeleitet  werden;  gehen  wir  von  den  Gleichungen 
aus,  weil  sie  der  descriptiv  -  geometrischen  Anschauungsweise 
n  nächsten  liegen,  so  können  wir  zunächst  x  durch  y  ausdrücken 
id  den  gefundenen  Werth  in  die  für  z  geltende  Gleichung  sub- 
Ituiren ;  wir  haben  so 

\  h  C      ,  hC 

""^B^-B^  '^B^^'-T'^ 

IS  der  Vergleichung  mit  Nr.  3)  erhalten  wir  für  die  Coefficienten 
,  Cj  die  Werthe 

^1  — g,  ^i— B' 

id  für  die  Coordinaten  der  ««-Spur: 

2* 
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5)    «.=-^ 


c 


hC      cB  —  hC 


B  B 

Auf  analoge  Weise  bilden  wir  aus  den  Gleichungen  1)  die 
folgenden 

c  B      ,    ,       cB 

und  erhalten  durch  Vergleichung  mit  Nr.  4) 
^t=  TT»  ^t  —  TT 


XI 


1 


sowie  für  die  Coordinaten  der  a:y-Spur 
c 


6) 


_  cB_bC  — 

*~        c  ~      c 


cB 


Die  vorigen  allgemeinen  Formeln  erleiden  in  dem  Falle  eine 
Modification ,  wo  die  Gerade  einer  oder  zweien  der  Coordinaten- 
ebenen  parallel  liegt.  Ist  sie  parallel  zur  xi/-  Ebene,  wie  z.  B.  die 
Gerade  BEj  so  sind  ihre  Projectionen  auf  die  Ebenen  xz  und  yz 

parallel  zu  den  Achsen  der  x,  resp. 
y ,  und  es  gelten  dann  die  Bezie- 
hungen 

y=:  Bx  +  b,        Z:=^C, 

wo  OB=CB  =  bunAOC=EA 
=  c,  Symetrischer  gestaltet  sicli 
die  erste  Gleichung,  wenn  man 
den  Abschnitt  CE=  OÄ  in  Recli- 
nung  bringt;  für  OA=za  hat  man 


als  Gleichungen  jener  Geraden.  Der  Punkt  ac  ist  die  a:z-Spur 
und  der  Punkt  6c  die  yz-Spur  der  Geraden,  die  ary-Spur  fallt 
ins  Unendliche ;  eben  deswegen  würden  sich  in  diesem  Falle  die 
Gleichungen  der  Geraden  nicht  unter  der  Form  von  Nr.  4)  dar- 
stellen lassen.  Für  eine  der  0:2: -Ebene  parallele  Gerade,  wie  z.B. 
BF,  hat  man  in  entsprechender  Weise  die  Gleichungen 


X        z 
a         c 


y=^ 


wo  ab  die  a:y-Spur  und  cb  die  y 2; -Spur  ist;  eine  der  yz- Ebene 
parallele  Gerade,  wie  z.  B.  EF,  wird  dargestellt  durch  die  Glei- 
chungen 
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y     ^ 

-+-=1,    x=«, 

ihre  xy  und  ihre  arz- Spuren  sind  die  Punkte  ab  und  ac. 

Ist  die  Gerade  zweien  der  Coordinatenebenen  zugleich,  d.  h. 
einer  der  Coordinatenachsen  parrallel,  so  vereinfachen  st6h  die 
obigen  Gleichungen  noch  weiter.  So  hat  man  für  die  Gerade 
J^GIIOX 

y  =  b,         z  =  Cy     {x  beliebig) 
^nd  der  Punkt  b  c  ist  die  einzige  in  diesem  Falle  vorhandene  Spur; 
eine  Parallele  zur  y- Achse  (z.  B.  EG)  wird  in  gleicher  Weise 
durch 

a:  =  a ,         z=:c 
charakterisirt ,  eine  Parallele  zur  z  -  Achse  {FG)  durch 
x  =  a  y         y  =  b. 

Daran  schliesst  sich  die  Bemerkung ,  dass  von  den  drei  Glei- 
chongspaaren 

y  =  0  und  ;r  =  0, 

a;  =  0     „     z  =  0, 

^  =  0    „    y  =  o, 

das'  erste  die  x  -  Achse ,  das  zweite  die  y  -  Achse  und  das  dritte  die 

z- Achse  bezeichnet. 

Bei  einem  rechtwinkligen  Coordinatensystem  vereinfachen 
sich  nur  die  Formeln,  in  denen  die  Ooordinatenwinkel  vorkommen; 
aus  Nr.  2)  z.  B.  wird 

B=ztan  (sx)  ,         C=iian  {s'x) 
und  ähnlich  lauten  die  Werthe  von  Ji  und  C,  in  Nr.  3) ,  sowie  die 
von  Ai  und  B^  in  Nr.  4). 

Die  bisher  entwickelten  Formeln  geben  die  Winkel,  welche 
die  Projeetionen  der  Geraden  mit  den  Achsen  einschliessen ,  nicht 
aber  die  Winkel,  welche  die  Gerade  selbst  mit  den  Achsen  blidet. 
Um  letztere  zn  finden ,  denken  wir  uns  durch  den  Anfangspunkt 
der  Coordinaten  eine  Parallele  zu  der  gegebenen  Geraden  gelegt 
und  auf  dieser  vom  Anfangspunkte  der  Coordinaten  aus  eine  be- 
liebige Strecke  r  abgeschnitten ,  deren  Endpunkt  die  Coordinaten 
ar,y,  z  besitzen  möge.  Die  Winkel  {sx)^  (sy),  (*z),  welche  die  ur- 
sprüngliche Gerade  mit  den  Achsen  bildet,  sind  nun  einerlei  mit 
den  Winkeln  {rx)y  {ry) ,  {rz)  und  diese  lassen  sich  nach  §.  4  be- 
stimmen ;  man  hat  unmittelbar 


cos  {sx)  =  cos  (rx) 
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X  '\-  y  cos{yx)  +  z  cos  {zx) 


cos 


/     N              /     \       y  +  X  cos  (xy)  +  z  cos  (zy) 
(sy)  =  cos  {ry)=^—L ^-^f-L ^-^ , 


cos  {sz)  =  cos  (rz)  : 


2  +  ^  ^05  {xz)  +  y  cos  (yz) 


wo 


r*  =  a:«  +  y«  +  Ä« 

+  2a:y  co«  (a:y)  +  2xz  cos  {xz)  +  ^yz  cos  {yz). 
Hier  ist  nur  noch  die  Bedingung  hinzuzufügen,   dass  die 
Strecke  r  parallel  der  Geraden  s  durch  den  Coordinatenanfang 
geht;  nun  sind  überhaupt  die  Gleichungen  einer  durch  den  An- 
fangspunkt der  Coordinaten  gehenden  Geraden 
y=:BiX,  z  =  CiX, 

.  und  wenn  diese  der  ursprünglichen  Geraden  parallel  liegen  soll, 
so  müssen,  wie  schon  erwähnt,  die  Brojectionen  parallel  sein,  also 
die  Bedingungen 

Bi  =  B  und   C^^=C 
statt  finden,  so  dass  die  gesuchten  Gleichungen  lauten 
y=:Bx  und  z^=zCx. 
Nach  Substitution  dieser  Werthe  gehen  die  vorhin  aufgestell- 
ten Formeln  in  die  folgenden  über 


7) 


,     .         1  +  B  COS  (yx)  +  C  cos  (zx) 
cos  (sx)  = ^-^ , 

^     .         B  +  cos  (xy)  +  Ccosjzy) 
cos  {sy)  = , 


cos  {sz)  = 


C  +  cos  {xz)  +  B  cos  {yz) 


wobei  zur  Abkürzung  gesetzt  wurde 


8)     D=yi  +  B*  +  C*+^Bcs{xy)+2Ccs{xz)  +  2BCcs{yz)' 
Für  rechtwinklige  Coordinaten  hat  man  einfacher 

,         X  1 


9)  . 

yi  +  B*  +  c* 

COS  (stn  — :  — '. 

COS  (.vri   — r                  ■ — -- 

woraus  u 

.  A. 

-    23    — 

^  ^  €08  (sy)  ^__cos  (sz) 

COS{sxy  C08(8X)' 

Man  kann  diese  Werthe  in  die  Gleichungen  der  Geraden  ein- 

etzen,  wenn  man  unmittelbar  die  Winkel  zwischen  ihr  und  den 

Lchsen  in  Rechnung  bringen  will;   für  Z.(*a:)  =  a,   L{sy)^=ß^ 

,  {sz)  =  Y  erhält  man  so 

cos  ß  cos  y 

lö)     y  = -x  +  bj  z  = ^x  +  c 

^  cos  a  cos  a 

Is  Gleichung  einer  Geraden,  welche  in  der  durch  die  Winkel  a, 

,  y  bestimmten  Richtung  durch  den  Punkt  bc  der  yz- Ebene  geht. 

•ollte  die  Gerade ,  statt  durch  den  Punkt  b  c,  allgemeiner  durch 

*gend  einen  gegebenen  Punkt  fg  h  des  Raumes  gehen ,  so  müssen 

und  c  so  gewählt  werden,  dass 

9  = -f+b^         Ä^- -f+C] 

cos  a  cos  a 

lan  findet  hieraus  die  Werthe  von  b  und  c,   sowie  nachher  als 

leichungen  der  Geraden 

<^os  ö ,  ^x  ,        cos  y , 

11)     y  —  g^=^ ^{x  —  f),  z  —  h^^ i-(x  —  f). 

^     ^        ^        cos  a^         ' ''  cosa^         '  ^ 

ies  ist  eine  namentlich  in  der  analytischen  Mechanik  häufig  ge- 
rauchte Form  der  Gleichungen  einer  Geraden. 

§.  7. 
Verschiedene  Bestimmimgsweisen  einer  Geraden. 
I.    Parallele  zu  einer  gegebenen  Geraden.     Wenn 
nrch  einen  gegebenen  Punkt  fgh  eine  Parallele  zu  einer  gege- 
men  mittelst  der  Gleichungen 

1)  yz=z  Bx  +  b^  z  =  Cx'\'C 

^stimmten  Geraden  gelegt  werden  soll,  so  bezeichne  man  die 
leichungen  der  gesuchten  Geraden  vorläufig  durch 

y  =  ^1  ar  +  &i ,  2  =  Ci  a;  +  ^1 

id  bestimme  die  vier  Unbekannten  -^i ,  &i ,  C^ ,  c^  aus  den  gefor- 
jrten  Bedingungen.  Einerseits  hat  man ,  weil  die  Gerade  durch 
m  gegebenen  Punkt  gehen  soll 

g  =  BJ+b,,  h  =  CJ+c,, 

idererseits  wegen  der  parallelen  Lage  beider  Geraden 
Bi  =  B  und   Ci  =  C. 
Entwickelt  man  aus  diesen  vier  Gleichungen  die  Werthe  der 
er  Unbekannten ,  so  folgt  durch  deren  Substitution  in  Nr.  1) 
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2)  y=Bx  +  g  —  Bf,  z  =  Cx  +  h  —  Cf. 
oder  in  symmetrischerer  Form : 

3)  y  —  g  =  B{x  —  f),  Z-h=C{x  —  f). 

Dies  gilt  für  jedes  beliebiges  Coordinatensystem ;  beim  rechtwink- 
ligen System  kommt  man  auf  die  Gleichungen  II)  des  vorigen  Pa- 
ragraphen zurück,  wenn  man  B  und  C  durch  die  Winkel  ausdrückt, 
welche  die  gegebene  Gerade  mit  den  Coordinatenachsen  einschliesst. 
n.   Gerade  durch  zwei  Punkte.     Bezeichnen  wir  mit 

4)  yz=Bx  +  h^  z  =  Cx  +  c 

die  Gleichungen  der  gesuchten  Geraden ,  welche  durch  die  gege- 
benen Punkte  ftgih^  und  fig^h^  geht,  so  sind  die  vier  Unbekann- 
ten B^  6,  C,  c  mittelst  der  folgenden  vier  Gleichungen  zu  bestimmen 
Qi^Bf,  +b,  h,  =  Cf,  +c, 

welche  die  analytischen  Ausdrücke  der  angegebenen  Bedingungen 
sind.    Man  findet  ohne  Mühe 

und  folglich  sind  die  Gleichungen  der  gesuchten  Geraden 

dieselben  drücken ,  einzeln  betrachtet,  den  unmittelbar  einleuch- 
tenden Satz  aus,  dass  die  Projectionen  der  gesuchten  Geraden 
durch  die  gleichnamigen  Projectionen  der  gegebenen  Punkte  gehen. 
Je  nach  Bedürfniss  kann  man  den  Gleichungen  5)  noch  andere 
Formen  ertheilen,  z.  B. 


oder 


It  / 1  /  2   / 1 

'~9t  =  7 7  ipc  —  f;),      z  —  h^= (;r  — /;) 


und  am  elegantesten 

6)  y  —  9i_^  —  fi  z  —  h, 


y  —  9t      ^—ft'         z  —  \      x—U 
Die  vorstehenden  Gleichungen  lehren   auch   die   Kelationen 
kennen,  welche  zwischen  den  Coordinaten  dreier  Punkte  dg^K 
fi9%\  ^^d  fi9i^i  'S^&tt  finden  müssen,  wenn  diese  in  einer  geraden 
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Linie  liegen  sollen.  Hierzu  ist  nämlicli  erforderlich,  dass  der  dritte 
Punkt  auf  der  durch  die  beiden  ersten  Punkte  gehenden  Geraden 
iege ,  dass  also  seine  Coordinaten  den  Gleichungen  6)  genügen ; 
lie  fragliche  Bedingung  ist  demnach  in  den  beiden  Gleichungen 
yx  gs—gj^fs  —  fi  h  —  K^h  —  fi     ^ 

^         üz—gt     fs—fi'      A3  — Ä,     /i^/i 

nthalten,  welche  geometrisch  bedeuten,  dass  im  vorliegenden  Falle 
ie  gleichnamigen  Projectionen  der  drei  Punkte  in  je  einer  Gera- 
en  liegen  müssen. 

§.  8. 
Zwei  Gerade. 
Wenn  zwei  Gerade  im  Eaume ,  deren  Gleichungen 

1)  y  =  Bcc  +  b,  z  =  Cx  +  c, 

2)  y  =  BiX  +  bi,  2  =  C^x  +  Ciy 

dn  mögen,  nicht  parallel  laufen,  so  können  sie  sich  entweder 
hneiden  oder  an  einander  vorbeigehen,  ohne  irgend  einen  Punkt 
imein  zu  haben.  Um  diese  Fälle  analytisch  zu  sondern,  bestim- 
en  wir  zunächst  die  Durchschnitte  der  gleichnamigen  Projec- 
)nen  beider  Geraden  5  aus  den  Gleichungen 

y=Bx  +  b  und  yz^B^x+b^  . 
iden  wir  als  Coordinaten  x'  und  y    des  Durchschnittes  der  Pro- 
ctionen  auf  die  ;ry- Ebene 

3N     ^'— _Azzi  bB,-b,B 

^^  B,—B'  ^  ~     B,  —  B    ' 

enso  folgt  aus  den  Gleichungen 

2  ==  Co:  +  c  lind  2  =  Cj  o:  +  ^1  > 

jss  sich  die  Projectionen  auf  die   a:z- Ebene   in  einem  Punkte 

hneiden,    dessen  Coordinaten  sindi 

..         ,, gl  —  g  ,. cCj—c^C 

V    ^  —     c  —  c       ^  ~   c,  —  c  ' 

Wenn  mm  die  beiden  Geraden  im  Baume  einen  Punkt  S 
i  wirklichen  Durchschnitt  gemein  haben,  so  müssen  die  Projec- 
nen  S'  und  S"  desselben  mit  den  Durchschnitten  der  gleich- 
migen  Projectionen  der  Geraden  zusammenfallen,  d.  h.  x'  und 
müssen  die  Coordinaten  von  S'  und  ebenso  x\  z'  die  Coordi- 
ten  von  S'  sein ;  dies  ist  aber  nur  möglich  für  x'  =  x'  u^d  so 
;iebt  sich  als  Bedingung  für  das  Vorhandensein  eines  Durch- 
nittes  die  Gleichung 
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.       ft,  —  b        c,  —  c    ,      b,  —  b       B,  —  B 

oder  auch 

6)     (p^-b)(C,  —  C)  =  {c,  —  c){B,-B). 
Ist  eine  dieser  drei  Gleichungen  erfüllt,  so  hat  man  für  die  Coordi- 
naten  des  Durchschnittes,  welche  in  diesem  Falle  x\  y\  z  heissen 
mögen ,  die  Werthe 

6,  —  b  C|  —  c 


7) 


X 


y  — 


B,  —  B  C^  —  C 

bBi  —  b^B         ,       cC^  —  CiC 


B,  —  B'  C,  —  C' 

im  entgegengesetzten  Falle  kann  nur  von  den  Durchschnitten  der 
Projectionen  die  Rede  sein  und  die  Formeln  in  3)  und  4)  bestehen 
dann  ohne  weiteren  Zusammenhang  unter  einander. 

Bei  zwei  parallelen  Geraden  ist  Bi  =  B^  Cj  =  C  und  mithin 
die  Gleichung  6)  erfüllt,  die  Formeln  7)  geben  a?'  =  oo,  y'  =  00, 
zz=^QC  und  sprechen  den  bekannten  Satz  aus,  dass  zwei  Paralle- 
len einen  unendlich  fernen  Punkt  gemein  haben.  Um  diesen  Fall 
mit  dem  vorigen  in  einen  Ausdruck  zusammenzufassen,  sagen  wii: 
zwei  Gerade  liegen  in  einer  und  derselben  Ebene  oder  nicht,  je 
nach  dem  die  Gleichung 

(bi  —  b)  (C,-C)  =  (c.—c)  {B,  —  B) 
erfüllt  oder  nicht  erfüllt  ist;  im  ersten  Falle  haben  sie  einen  Punkt 
gemein ,  der  eben  sowohl  in  endlicher  als  in  unendlicher  Entfer- 
nung liegen  kann ,  im  zweiten  Falle  besitzen  die  Geraden  keinen 
gemeinschaftlichen  Punkt. 

Einige  Aufmerksamkeit  verdient  noch  der  Fall,  wenn  die 
eine  der  gegebenen  Geraden  parallel  zu  einer  oder  zweien  der 
Coordinatenebenen  liegt.    Ist  die  bisher  durch 

y=  Bx  +  b^  Z=:Cx  +  C 

charakterisirte  Gerade ,  welche  kurz  s  heissen  möge ,  parallel  zur 
a?y- Ebene,  so  hat  man  in  den  vorigen  Formeln  einfack  C=0  zu 
nehmen;  ist  sie  parallel  zur  a:«- Ebene,  so  wird  dagegen  ^  =  0. 
Etwas  anders  gestaltet  sich  die  Sache,  wenn  s  der  yz- Ebene  pa- 
rallel liegt;  die  Gleichungen  von  s  sind  dann 

0         c 
und  sie  liefern ,  mit  den  Gleichungen  2)  zusammen  auf  einen  und 
denselben  Punkt  a;'y;;'  angewendet,  die  Bedin^on^ 
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8) + ^— =  »• 

Liegt  die  Gerade  s  parallel  zur  x  -  Achse,  so  ist  B^=C^=Oj  mit- 
bin  nach  5) 

6  —  6,        c  — c,  6  — 6,        Bi 

»)      -Br=— "^''^■=^^-^' 

irerglrchen  mit  der  y«-Projection  von  ^j,  d.  h.  mit  der  Geraden 
y  —  6t g  —  g, 

^iebt  die  obige  Bedingung  9)  zu  erkennen ,  dass  ein  Durchschnitt 
'^on  s  und  s^  nur  dann  existirt,  wenn  die  yz-Projection  von  Si 
lurch  die  t/z-  Spur  von  s  geht.  Ist  ferner  s  parallel  der  y  -  Achse, 
o  sind  die  Gleichungen  von  s 

X  =  ay  Z=:C] 

alt  den  Gleichungen  2)  zusammen  auf  einen  und  denselben  Punkt 
:yz    angewendet,  liefern  sie  die  Bedingung 

10)  c  =  Cia  +  c^, 

welche  geometrisch  bedeutet,  dass  die  a:2-Projection  von  s^  durch 
lie  a:z-Spur  von  s  gehen  muss.  Wäre  endlich  s  parallel  der 
-Achse,   mithin 

a:  =  a,  y=  6, 

0  würde  sieb  durch  ähnliche  Schlüsse  die  Bedingung 

11)  b  =  B^a  +  b, 

irgeben,  welche  sagt,  dass  die  ory-Projection  von  s^  durch  die 
;leichnamige  Spur  von  s  gehen  muss. 

Es  bleibt  nun  noch  der  Winkel  zu  bestimmen,  welchen  die 
geraden  jedenfalls  mit  einander  bilden,  sie  mögen  Bich.  schneiden 
»der  nicht.  Zu  diesem  Zwecke  legen  wir  durch  den  Anfangspunkt 
[er  Coordinaten  Parallelen  zu  den  gegebenen  Geraden;  die  Glei- 
hungen  dieser  Parallelen  sind 

y  =  Bx,  z-=Cx]  yz=BiX,  z=CiX] 
rir  nennen  femer  r  die  Strecke  vom  Anfangspunkte  der  Coordi- 
aten  bis  zu  dem  auf  der  ersten  Parallelen  liegenden  Punkte  xyz, 
benso  r^  die  Strecke  vom  Coordinatenanfang  bis  zu  einem  auf 
er  zweiten  Parallelen  willkürlich  gewählten  Punkte  Xi  y^  z^ ,  dessen 
/oordinaten  den  Gleichungen 

^1  "=  B^x^y  ^1  =  ^1  ^1 

enügen  müssen,  und  bestimmen  den  Winkel  (rr,),  welcher  der 
esuchte  Winkel  ist.   Nach  §.  5  haben  wir 
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cos  (r  Tj)  = 
^^1  +  yyi  +  zz^^{xy^  +  ^1  y) y  +  (xzt  +  x^  z)  ß+{yz^  +y,z)a 


wobei  zur  Abkürzung  gesetzt  ist : 

cos  (ocy)  =  y ,  cos  (xz)  =  j5,  cos  (j/ z)  =^  or, 

r=j/a^  +  y*  +  z*  +2xyy  +  ^xzß+  2yza, 
r^—j/x*  +  yi«  +  z*  +  Ix^y^y  +  2x^z^ß  +  2yiZ,a; 

durch   Substitution   der  Werthe    y  =  Bx,   z=:CXy   y^^zB^x^) 

Zj  =  Ci  o:,  folgt  hieraus 

cos  (rr^)  = 


12) 


DD, 
wobei ,  wie  früher ,  zur  Abkürzung  gesetzt  wurde : 


13) 


.j/l  +  B,^  +  C,^  +  2^iy  +  %C,ß  +  1lB,C,a. 


Für  rechtwinklige  Coordinaten  vereinfacht  sich  diese  Formel  zur 

nachstehenden 

AA\  (     \  l  +  BB,  +  CC, 

1 4)      cos  (r  r, )  =     ■  . 

j/(l  +  B'+C*)(l  +  B,'+C,') 

Aus  diesen  Gleichungen  ergiebt  sich  u.  A.  auch  die  Bedin- 
gung, welcher  die  Coefficienten  B^  C,  B, ,  C,  genügen  müssen,  wenn 
die  gegebenen  Geraden  einen  rechten  Winkel  mit  einander  bilden 
sollen  (wobei  sie  sich  eben  sowohl  rechtwinklig  schneiden  als  kreu- 
zen können);  man  hat  nämlich  für  diesen  Fall  cos  {rr,)  =0,  mit- 
hin bei  einem  beliebigen  Coordinatensysteme 

f      l  +  BB,  +  CC,  +  (B  +  B,)cos(xy)  \_ 

^  \+  (C+  C,)  cos(xz)  +  {BC,  +  B,C)  cos{yz)j  —  ^» 
und  bei  einem  rechtwinkligen  Coordinatensystem 
16)  1  +  BB,  +  CC,  =  0. 

An  die  bisher  entwickelte  Theorie  der  Geraden  im  Räume 
knüpft  sich  eine  Reihe  wichtiger  Aufgaben,  deren  Lösung  uns  zu- 
nächst beschäftigen  wird. 

§.9. 
Gerade  durch  einen  Punkt  und  zwei  Gerade. 

Wie  aus  den  Elementen  der  Stereometrie  bekannt  ist,  lässt 
sich  durch  einen  gegebenen  Punkt  immer  eine  Gerade  so  ziehen, 
dass  sie  zwei  bestimmte  nicht  in  einer  Ebene  liegende   Gerade 
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schneidet ;  um  dieselbe  Aufgabe  analytisch  zu  lösen ,  bezeichnen 
wir  den  gegebenen  Punkt  mit  fgh  und  nennen 

lie  Gleichungen  der  gegebenen  Geraden ,  sowie 

2)  y  =  Px+p,  zz=Qx  +  q 

lie  Gleichungen  der  gesuchten  Geraden.  Die  Bedingung,  dass  letz- 
ere  durch  den  Punkt  fgh  gehen  soll,  wird  durch  die  Gleichungen 

3)  g=Pf  +  p,  h==Qf+q 

usgedrückt ;  die  zweite  Bedingung,  dass  die  gesuchte  Gerade  jede 
er  beiden  gegebenen  Geraden  schneiden  soll,  liefert  die  Glei- 
lungen 

p  —  h,^P—B,  p  —  b^^P—B^ 

)  g  —  c,        Q—C\'  q  —  c,        Q—C^' 

id  so  hat  man  zusammen  vier  Gleichungen  zur  Bestimmung  der 
[er  Unbekannten  P,  p,  ö>  q»  Substituirt  man  die  aus  Nr.  3)  ge- 
)genen  Werthe 

5)  p  =  g  —  Pf,  q^h-Qf 

i  die  Gleichungen  4),  so  ergeben  sich  nach  Wegschaffung  der 
rüche  die  neuen  Gleichungen 

(CJ+c,—h)P-{BJ+h,-g)Q=B,{c,-h)-C,{h,-g\ 
iCJ+c,  —  h)P—{BJ+b,—g)Q  =  B,(c,—h)  —  C,(b,-g), 
oraus  P  und  Q  leicht  zu  entwickeln  sind.    Zur  Abkürzung  sei 
B,{c^—h)  —  C,{h,—g)  =  k,,     B^(c,—h)  —  C,(b^—g)=k,,^ 
BJ+h,—g  =mi,  BJ+b^—g  =m,, 

CJ  +  c,—h  =n,,  C^f  +  c^—h  =n,; 

e  Werthe  von  P  und  Q  sind  dann  folgende : 

m^n^ — m^n^^  m^n^ — -m^n^^ 

eraus  finden  sich  p  und  q  nach  Nr.  5)  und  schliesslich  sind  die 
leichungen  der  verlangten  Geraden 

ir  die  Coordinaten  der  Durchschnitte  dieser  Geraden  mit  den 
gebenen  Geraden  findet  man  nach  §.  8 

_     p—h_      q  —  Cj 
^  P-B-      Q-Cr 

')  \        _biP—pBi  _CiQ  —  qCi 

^'  P—B,    '      '''~    Q—C,    ' 
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8) 


P—  h 


q  —  ct 


yt  = 


b,P—pB, 


CtQ—qC. 


P—B,     '        *  0  —  C^    ' 

wo  die  oben  gegebenen  Werthe  von  P,  p,  Q,  g  zu  substituiren 
sind. 

Die  gefundenen  Ausdrücke  vereinfachen  sich,  wenn  man  dem 
Coordinatensystem  eine  besondere  gegen  die  gegebenen  Geraden 
symmetrische  Lage  ertheilt ;  man  erhält  eine  solche  auf  folgende 
Weise.  Aus  den  Elementen  der  Stereometrie  ist  bekannt,  dass 
immer  eine  Gerade  existirt,  die  zwei  gegebene  kreuzende  Gerade 
senkrecht  schneidet  und  die  Entfernung  beider  gegebenen  Gera- 
den angiebt  (wie  man  sie  analytisch  bestimmen  kann,  wird  in  §.  13 

gezeigt  werden)  5  diese  Gerade  neh- 
men wir  zur  z  -  Achse ,  sie  schneidet 
die  gegebenen  Geraden  C,  />j  und  CfD^ 
in  zwei  Punkten  C,  und  C^ ,  zwischen 
welchen  wir  den  Coordinatenanfang 
-X  in  die  Mitte  legen,  so  dass  OC^  =  c 
und  0C^  =  —  c  ist;  femer  ziehen  wir 
durch  0  Parallelen  zu  C^  D^  und  (7,2^2, 
halbiren  die  Winkel  zwischen  diesen 
Parallelen  und  nehmen  die  auf  ein- 
ander senkrechten  Halbirungslinien  zu  den  Achsen   der  a:  nnd 
der  y.    In  Beziehung  auf  dieses  neue  rechtwinklige  Coordinaten- 
System  sind  die  Gleichungen  der  gegebenen  Geraden 
y  =  Bx,  z  =  c, 

y=z  —  Bx,        z^=  —  c, 
also  durch  Vergleich  mit  dem  Früheren 

Bi=B,  ^1  =  0;         Ci  =  0,         Ci  =  c, 

B^=z  —  By      ^2  =  0,         Cj  =  0,         c,  =  —  c; 
hieraus  ergeben  sich  die  Werthe 


ni^=c  —  Ä ; 


k,  =  B(c  +  h), 
mt  =  —  (Bf+9),. 
n,  =  — (c  +  Ä), 


und  als  Gleichungen  der  gesuchten  Geraden 

^     "      ^  cg—Bfh     ^        '^  cg—Bfh^      " 

Liegt  der  Punkt  fgh  aaf  einer  der  gegebenen  Geraden,  wie  z.  B. 
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wenn  g-=zBf  und  Ä  =  c,  so  nehmen  die  Coefficienten  von  x  — f 
die  vieldeutige  Form  —  an  und  geben  dadurch  zu  erkennen ,  dass 
die  Aufgabe  in  diesem  Falle  unbestimmt  ist. 

§.   10. 
Transversale  zu  zweien  nnd  Parallele  zur  dritten  von  drei 
gegebenen  Geraden. 
Wenn  drei  gegebene  Gerade  durch  die  Gleichungen 

iy=iBx  +  b^  z  =  Ca:  +  ^» 

y  =  ^,  a:  +  61 ,  z  =  C,  a:  +  c, , 

y  =  ^,a:  +  6,,  z  =  C^x  +  c,, 

bestimmt  sind,  so  kann  nach  einer  vierten  Geraden  gefragt  werden, 
•  welche  der  ersten  parallel  ist  und  die  beiden  anderen  schneidet. 
Die  Gleichungen  der  gesuchten  Geraden  mögen  heissen 

2)  y^Px  +  p,  z=Qx  +  q', 
vermöge  des  Parallelismus  dieser- und  der  ersten  Geraden  ist 

3)  •  P=B,  Q=C', 

weil  ferner   die  verlangte   Gerade  die  beiden  übrigen    Geraden 
schneiden  soll ,  müssen  noch  die  Gleichungen 

4)  tZlh^^:^  ^^iPlzh^^ZLh 
'  q  —  Ci        Q  —  C,  q  —  c,        Q—C\ 

erfüllt  sein.    Nach  Sabstitntion  der  Werthe  von  P  und  Q  werden 

aas  diesen  Gleichungen  die  folgenden 

(C—C,)p  —  {B  —  B,)q  =  b,{C—C,)  —  c,{B—B,), 

(C_  C.)  p-(B-B,)q  =  b,  {C—  <7,)  -c,{B-  B,) , 
aus  denen  sich  p  nnd  q  bestimmen  lassen.     Setzt  man  zur  Ab- 
kürzung 

_,  (   bt{C—C,)  —  c^{B  —  Bi)=d„ 

^)  \h(C-  C,)-  c,  {B  -  B,)  =  d„ 

so  sind  die  Werthe  von  p  und  q: 

d,{B—B^)  —  dt{B—B,) 


6) 


9~ 


(B-B,)  (C-C.)  -  (B-B,)  (C-C,)' 


■  {B-B,)  {C-  C.)  -  {B-B,)  (C-  C.) 
Die  Gleichungen  der  verlangten  Geraden  lauten  demnach 

7)  y  —  Bx  +  p,  z  —  Cx  +  qy 

wo  p  und  q  die  oben  angegebenen  Werthe  besitzen.    Die  Durch- 
schnitte dieser  und  der  beiden  anderen  Geraden  finden  sich  durch 
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Formeln ,  welche  mit  den  unter  Nr.  8)  und  9)  des  vorigen  Para- 
graphen entwickelten  tibereinstimmen,  in  denen  aber  P  =  5, 
Q  =  C  und  für  p  und  q  die  obigen  Ausdrücke  zu  setzen  sind. 

Weit  einfacher  wird  die  Lösung  unserer  Aufgabe ,  wenn  wir 
ein  in  Beziehung  auf  die  drei  gegebenen  Geraden  symmetrisch 
liegendes  Coordinatensystem  wählen.  Denken  wir  uns  zunächst 
durch  irgend  einen  Punkt  im  Räume  Parallelen  zu  den  drei  Ge- 
raden gelegt  und  diese  als  Coordinatenachsen  genommen,  jso  er- 
halten wir  als  Gleichungen  der  drei  Geraden 

dieses  Coordinatensystem  verschieben  wir  parallel   nach  einem 
Punkte ,  dessen  Coordinaten  sind 

4(«*+«3),        i(b,  +  b,),         iCci  +  c,)   ^ 
und  haben  so ,  wenn  die  neuen  Coordinaten  mit  x\  y\  z   bezeich- 
net werden 

y+\{\  +  h,)  =  b,,         2'  +  ^  (c,  +  e,)  =  e/, 

^'  +  \  («t  +  «s)  =«2  1  2:'  +  4  (q  +   Cf)  =  ^2, 

^'  +  i  («2  +  «b)  =«s,      y  +h  (Pi  +  ^s)  =  ^3; 

lassen  wir  endlich  die  nicht  mehr  nöthigen  Accente  weg  und  setzen 
zur  Abkürzung 

•5(«2  — «3)=A     hQ>i  —  ^z)  =  9y     4(^1  — ^«)  =  Ä) 
so  sind  die  Gleichungen  der  drei  gegebenen  Geraden : 
y  =  ^,  z  —  h, 

8)  }x=fj  ■    z  =  —  A, 

oc=  —  f,  yz==  —  g. 

Y'ig,  10.  Zu  demselben  Coordinaten- 

systeme  gelangt  man  auch  da- 
durch ,  dass  man  durch  jede 
der  gegebenen  Geraden  zwei 
Ebenen  parallel  zu  den  an- 
deren Geraden  legt,  den  Mit- 
telpunkt (Diagonalendurch- 
schnitt) des  von  diesen  sechs 
Ebenen  begrenztenParallelo- 
pipedes  zum  Coordinaten- 
anfang  nimmt  und  durch  ihn 
die    Coordinatenachsen    pa- 
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rallel  zu  den  gegebenen  Geraden  zieht.  Soll  nun  die  gesuchte 
Gerade  der  ersten  Geraden  parallel  liegen,  so  sind  ihre  Gleichungen  . 

soll  sie  femer  die  anderen  Geraden  schneiden,  so  ergeben  sich 
nach  §.  8  Nr.  9)  und  Nr.  10  (für  B  =  />=  0,C~.0^=0)  die  Be- 
dingungen 

—  h  =  q   und    —g=p'^ 
die  Gleichungen  der  verlangten  Geraden  sind  folglich 

9)  y=z  —  g  und   z  =  —  Ä, 

wie  man  geometrisch  leicht  verificiren  kann.  In  der  Figur  ist  die 
fragliche  Gerade  mit  MN  bezeichnet. 

§.  11. 
Transvenale  zu  vier  gegebenen  Geraden. 
Dass  die  Aufgabe  ,  eine  Gerade  zu  finden ,  welche  drei  ge- 
gebene Gerade  schneidet'  unbestimmt  ist,  erkennt  man  leicht  aus 
§.  9,  wenn  man  den  dort  gegebenen  Punkt  (fgh)  auf  einer  dritten 
Geraden  fortrücken  lässt ;  bestimmt  dagegen  ist  die  Aufgabe  ,  eine 
Gerade  zu  finden,  welche  vier  gegebene  Gerade  schneidet  *,  voraus- 
gesetzt, dass  kein  Paar  dieser  Geraden  in  einer  Ebene  liegt.  Sind 
fy:z=Bx  +  b,  z^=Cx  +  Cy 

y  =  B^x  +  b^,  z:=C^x  +  Ci, 

y=BtX  +  bt,  z  =  C^x  +  c^, 

y~B^x  +  b^,  z=Cj^x  +  Cs, 

die  Gleichungen  der  gegebenen  und 

2)  y  =  Px  +  p,  y^Qx  +  q 

die  der  gesuchten  Geraden,  so  müssen  die  vier  Unbekannten  -P,  p, 
0,  q  den  folgenden  vier  Gleichungen  genügen : 

p  —  b P—B  p  —  bi       P—Bi 


3) 


q  —  c       Q—C         q  —  Ci       Q—C,' 
p  —  b^_P—B^  p-^b^       P—B^ 


g—ct     Q—c^'       q—Cs     Q—c^' 

welche  zur  Bestimmung  jener  Grössen  hinreichen. .  Um  aber  den 
Weitläufigkeiten  zu  entgehen,  welche  die  Auflösung  der  vorstehen- 
den Gleichungen  mit  sich  bringt,  wollen  wir  die  Grössen/?  und  q 
vermeiden  und  zunächst  den  Punkt  x^y^z^  aufsuchen,  in  welchem 
die  verlangte  Gerade  die  erste  der  gegebenen  Geraden  schneidet. 
Da  der  genannte  Punkt  beiden  Geraden  zugleich  angehört,  so  gel- 
ten für  seine  Coordinaten  die  Gleichungen 

Anal.  Geom.  II.  3 
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4)  yo^=^^o  +  ^»  «o^C'äPo  +  c, 

5)  yo  =  ^^o  +  P»  Zo^QiXfo^qy 
woraus  man  durch  Elimination  von  y^  und  Zq  erhält 

6)  p  =  b  +  {B—P)xo,         q  =  c^(C^Q)x^. 

Die  Substitution  dieser  Ausdrücke  iu  die  drei  letzteu  Qleichungei» 
von  Nr.  3)  liefert  drei  Gleichungen  zur  Bestimmung  voä  P»  Q 
und  a'o ;  die  Substiti^tion  in  die  erste  jener  Gleichungen  ist  nicht 
mehr  nöthig,  d^nn  dass  die  gesuchte  Gerade  die  erste  Gerade 
schneidet,  ist  schon  dadurch  ausgedrückt,  dass  beide  den  Punkt 
^ot/o^o  gemein  haben  soUen.  Die  zweite  Gleichung  in  Nr,  3)  ^W 
nach  der  angedeuteten  Operation  ?ur  folgenden: 

[c,  —  c+{C,  —  C)xo]P—[b,  —  b  +  {B,—B)xo\Q 

=  B,{c,—c)—C,{b,—b)  +  {BC,  —  B,C)x,, 
und  von  ähnlicher  Gestalt  sind  die  aus  den  zwei  anderen  Glei- 
chungen entstehenden  neuen  Gleichung^q.   Zur  Abkürzung  sei  nun 
B,{c,—c)  —  C,{b,—b)=h,  BC,  —  B,Cz=^l,, 

B,(c,—c)-C^{b^—b)^l,,  BC,-B,C=L,, 

M^t—c)  -  C,(fea— 6)  =  /,,  BC^—B^C=W, 

b^  —  fe  =  iwj,     B^  —  B=^Mij     Ci  —  c=Wi,     Ci — C^=N^y 
fe, — b=m^y     Bft — B=M^,     c, — c=ii,,     C,  —  C=N^y 
bs — ^  =  ^3»     A — ^=^8>     ^8 — c=«8,     Ca — C=Ni] 
die  aufzulösenden  drei  Gleichungen  sind  dann  folgende : 
{n^  +  N^Xo)P—(m,  +  M^Xo)Q=h+L^Xo, 
(n,  +  N,Xo)P—  (m,  +  M^x;)Q  =  l^  +  L^xo, 
(n,+  N,Xo)P—im,  +  M,x,)Q  =  l,  +  L,x^^ 
Aus  den  beiden  ersten  ergeben  sich  für  P  und  Q  die  Ausdrücke 
.^N     .p_^  Qi  +  A^o)  (^«+-^t^o)  —  (J%  +  L^^a)  (»ii  +  itfia-e) 

^  (m,+  M^  Xo)  («1  +  ^1  ^o)  —  0^1+  ifcf,  OJo)  (n^  +  ^,a;o)  ' 

gN  (/i  +  A  OTo)  (;?^  +  iV,  arp)  —  (/^  +  Z,  arp)  (w^  +  i^^  x^ 

iPt  +^2  ^o)  (^A  +  ^1  ^o)  —  (^1  +^1  ^o)  («2  +  ^t  ^o) ' 
und  wenn  man  diese  in  die  letzte  der  obigen  drei  Gleichungen 
substituirt,  so  bleibt  folgende  nur  die  eine  Unbekaniite  Xq  enthal- 
tende Gleichung  übrig : 

i(«a+^8^o)  [ft+  A^o)  (m^+M^x^)—{l^+L^x^)  (mi+ilfiXo)] 
—  {m,-^M,x,)  [(/,+  L,x,)  (/2,  +iV^o)— (/«+^.^o)  («i  +Ai^o)l 
=  (/j  +  Xaa:o)[(w2+i»f,a:o)  («,+i^^la?o)— (»»i+^i^o)  («t+'^t^«)!' 
Nach  Ausführung  der  angedeuteten  Multiplikationen  kaim  mi^n 
alle  Glieder  auf  eine  Seite  bringen ,  dies  giebt  eine  Qubische  Glei- 
chung von  der  Form 


ind  zwar  ist  der  Coefficient  der  höchsten  Potenz 

Dieser  Ausdruck  zieht  sich  sehr  zusammen ,   wenn  man  beachtet, 
lass 

h  =  BC,—B,C=BiC^  —  C)  —  C{B,  —  B)  =  BN,  —  CM, 
3iid  ebenso 

L^=zBN^  —  CM^,  L^=zBN^  —  CM^ 

8t*j  es  findet  sich  nämlich  durch  Ausführung  der  Multiplicationen 
md  Vereinigung  der  mit  B  und  C  behafteten  Glieder 

d.  h.  v  =  0. 
»ie  Gleichung  lO)  ist  daher  nur  eine  quadratische  und  liefert  im 
.llgemeinen  zwei  Werthe  von  ar©;  die  Gleichungen  7)  und  8)  be- 
immen  nachher  die  Unbekannten  P  und  ö»  die  in  Nr.  6)  verzeich- 
eten  Gleichungen  endlich  liefern  p  und  q.  Hierin  liegt  in  der 
'hat  eine  vollständige  Lösung  der  Aufgabe,  doch  ist  nicht  zu 
iugnen,  dass  die  ganze  Rechnung  etwas  unbehilflicher  Natur  ist 
ad  namentlich  zu  einer  Construction  der  verlangten  Geraden 
änzlich  unbrauchbar  sein  würde.  Wir  geben  daher  eine  zweite 
eit  einfachere  Behandlung  des  Problemes. 

Die  in  Nr.  1)  erwähnten  Geraden  mögen  kurz  s,  *i ,  *2 ,  s^  und 
ie  gesuchte  Transversale  mag  t  heissen;  durch  jede  der  drei  Go- 
lden *i ,  *2 ,  «8  legen  wir  zwei  Ebenen  parallel  zu  den  beiden 
brigen  Geraden ,  nehmen  den  Mittelpunkt  des  von  den  entstan- 
enen  sechs  Ebenen  begrenzten  Parallelopipedes  zum  Ooordinaten- 
nfang  und  ziehen  durch  ihn  die  Coordinatenachsen  parallel  zu 
en  Geraden  *i ,  *,,  s^.  Wie  im  vorigen  Paragraphen  haben  wir  dann 
y=:g^  z  :=  h       als  Gleichungen  von  Si , 

11)  }x=f,  z  =  —  h    „  ,,  „    5j, 

X'==^       /,       2=       g    „  „  „    5s; 

5mer  seien-  wie  vorhin 

12)  y=:Bx  +  b^     z=iCx  +  c    die  Gleichungen  von  5, 

13)  y=^Px+p,     z=Qx  +  q      „  „  „     t 
>ie  Bedingung  für  den  Durchschnitt  von  t  mit  $  ist 

I.N  p-b_P-B 

ie  Bedingung  für  den  Durchschnitt  von  t  mit  «j 

3* 
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Wenn  ferner  ein  Durchschnitt  von  /  mit  s^  existiren  soll,  so  muss 
die  XZ' Projection  von  i durch  die  gleichnamige  Spur  von  s^  gehen ; 
dies  gieht 

16)  -h=^=Qf+q; 

endlich  schneiden  sich  i  und  5,,  wenn  die  a:y  -  Projection  von  t 
durch  die  a:y-Spur  von  s^  geht,  d.  h.  wenn 

17)  -g  =  —pf  +  p. 

Aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  folgen  die  Ausdrücke 

18)  i>=^,  Q^-^-^-^ 

und  durch  Substitution  derselben  verwandelt  sich  die  Gleichung 
15)  in  die  nachstehende 

19)  pq-=gh', 

auf  gleiche  Weise  ergiebt  sich  aus  Nr.  14),  wenn  man  das  vor- 
stehende Ergebniss  benutzt 

20)  {c—h-Cf)p+{h—g+Bf)  q  =  ^gh—h  (h+Cf)—c  {g^Bf). 
Die  Bestimmung  von  p  und  q  aus  den  Gleichungen  19)  und  20) 
unterliegt  jetzt  keiner  Schwierigkeit,  die  Formeln  in  18)  geben 
nachher  P  und  Q ,  womit  die  Aufgabe  gelöst  ist.  Besonderes  In- 
teresse gewährt  es  aber ,  die  geometrische  Bedeutung  der  letzten 
Gleichungen  aufzusuchen  und  daraus  eine  Construction  der  Trans- 
versale t  herzuleiten. 

Die  Gleichung  19)  sagt,  dass  die  yz-Spur  der  Geraden  /, 
nämlich  der  Punkt  p  q,  auf  einer  Hyperbel  liegt,  deren  Asymptoten 
die  Achsen  der  y  und  der  z  sind  und  deren  Potenz  dem  Produkte  gh 
gleich  kommt ;  die  Gleichung  20)  giebt  zu  erkennen,  dass  der  Punkt 
pq  einer  Geraden  angehört,  welche  von  der  y- Achse  das  Stück 

^^gh-b{h  +  Cf)-c(g-Bn 
c  —  h~Cf 
und  von  der  z   Achse  die  Strecke 

^^gh-h{h  +  Cf)-c{g-Bf)  . 
b  —  g  +  Bf 
abschneidet;  der  Punkt  pq  ist  demnach  der  Durchschnitt  jener 
Hyperbel  mit  dieser  Geraden.  Um  nun  die  Strecken  tn  und  n  zu 
construiren ,  legen  wir  durch  den  Punkt  —  /",  —  ^ ,  +  h  eine  Pa- 
rallele zu  s  und  suchen  ihre  yz-Spur;  die  Gleichungen  der  frag- 
lichen Parallelen  sind 
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y+g  =  B(x  +  f),  z~h:=zC(x  +  f) 

oder 

y  =  Bx—g  +  Bf,  z^^Cx  +  h  +  Cf 

mithin  die  Coordinaten  ihrer  yz-  Spur 

bi^  —  g  +  Bf,  c,^h+Cf', 

legen  wir  zweitens  durch  den  Punkt  +  ^  +  p,  —  Ä  eine  Parallele 
z«  Sy  so  erhalten  wir  für  die  Coordinaten  ihrer  yz-  Spur 

h^=^g  —  Bf,  e^  =  —  h—Cf, 

d.  i. 

^2  =  —  &i     und     (?,  =n=— e,. 
Vermöge  dieser  Werthe  können  die  für  m  und  n  angegebenen  Aus- 
drücke auf  folgende  Form  gebracht  werden 

^ JLgh        bCi — bfC 


C Cj 

b  —  b^^    b  —  b^    ' 
nun  stellt  aber  der  Ausdruck 

6  c,  —  6|  c 
c,  —  c 
das  Stück  dar,  welches  die  Verbindungslinie  der  Punkte  bc  und 
biCi  auf  der  ^- Achse  abschneidet  und  welches  kurz  m,   heissen 
möge ,  ebenso  bedeutet  der  Ausdruck 

6  c,  —  b^c 

b  —  b^ 

die  Strecke ,  welche  die  Verbindungslinie  der  Punkte  b  c  und  b^  c^ 

von  der  z  -  Achse  abschneidet  und  die  wir  kurz  w,  nennen ;  es  ist 

daher 

und  diese  Ausdrücke  sind  einfach  genug  für  eine  geometrische 
Construetion ;  letztere  besteht  nämlich  aus  folgenden  Operationen. 
Man  construirt  zunächst  die  vorhin  erwähnte  Hyperbel  zwi- 
schen den  Asymptoten  OY  und  OZ  mit  der  Potenz  ^A;  zu  der  ge- 
gebenen Geraden  Sy  deren  yz-Spur  die  Coordinaten  6,  c  besitzt 
und  Ä  heissen  mögei ,  legt  man  durch  den  Punkt  —  /",  —  ^f,  +  Ä 
(in  der  Figur  iT')  eine  Parallele  und  bestimmt  ihre  yz-Spur  ^j, 
deren  Coordinaten  b^  und  c,  sind ;  auf  gleiche  Weise  hat  man  durch 
den  Punkt  +  ^  +  g,—h  (in  der  Figur  G')  eine  Parallele  zu  s 
zubiegen  und  ihre  yz-^Spur  A^  aufzusuchen,  deren  Coordinaten 
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6,  und  c,  sind.  Die  Gerade  ii^i 
schneidet  von  der  y- Achse  ein 
Stück  ab,  welches  mit  m^  ei- 
nerlei ist,  ebenso  schneidet 
AJf  von  der   z- Achse  eine 
Strecke  =  Wj  ab;  das  erste 
Stück    vergrössert  man  um 
die  zur  Ordinate  2  (c  —  Cj) 
gehörende  Hyperbelabscisse, 
das  zweite  Stück  um  die  zw 
Abscisse  ^  (6  —  b^)  gehörige 
Hyperbelordinate,    und  er- 
hält hiermit  auf  der  y- Achse  die  Strecke  OM^^m,  sowie  auf  der 
2: -Achse  die  Strecke  0N=  n.    Die  Gerade  MN  schneidet  die  Hy- 
perbel in  zwei  Punkten  U^  F,   und  diese  sind  die  yz- Spuren  der 
beiden  Geraden ,  welche  den  Bedingungen  der  Aufgabe  genügen. 
Will  man  endlich  die  verlangten  Geraden  selber  construiren ,  so 
braucht  man  nur  durch  den  einen  oder  anderen  der  Punkte  U  und 
V  eine  Gerade  zu  legen,  welche  zwei  der  gegebenen  Geraden  etwa 
s  und  Si  schneidet. 

Wir  haben  bei  der  angegebenen  Construction  eine  Hyperbel 
benutzt ,  weil  sich  diese  sehr  ungezwungen  darbot ,  können  aber 
auch  auf  folgende  Weise  statt  der  Hyperbel  einen  Kreis  verwenden. 
Nachdem  m^  und  w,  wie  vorhin  bestimmt  worden  sind,  construiren 
wir  die  Ausdrücke 

9^        ....n        gh 


und 


Fig.  10*. 
J^ 


als  vierte  Proportionalen  und  leiten  daraus  nach  Formel  2l)  m  und 

n  ab,  wodurch  wir  wieder  zu  der  Ge- 
raden MN  gelangen.  Es  kommt  nun 
blos  darauf  an,  in  MN  den  Punkt  U 
(oder  F)  zu  finden,  dessen  Coordina- 
ten  OP  =  p  und  OQ  z=zq  der  Glei- 
chung pq  =  gh  genügen ;  setzen  wir 
die  bekannte  Strecke  MN  =  /,  die 
unbekannten  Stücke  MU  =^  u  und 
NU  =  v,  so  ist  in  den  ähnlichen  Drei- 


v.r 


fy 


M     P  0 

ecken  OMN,  PMU  und  QNU 
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lim--=v  :p  mithin  p^^  —  , 

l:n=u:q       „       ?  =  — , 

n  die  Stelle  der  Gleichung  p^  ==gh  tritt  daher  die  folgende 

uv  =  - —  oder  uv  =!z  fr. 
mn 

orin  k  zur  Abkürzung  dienen  möge  und  mittelst  der  Proportion 

22)  j/^  :  j/^  ^lik 

icht  constrnirt  werden  kann.     Ausserdem  haben  wir  u  -{•  v=zl 

id  durch  Verbindung  beider  Gleichungen 

^^w  +  v—w]' 

es  giebt  folgende  Construction.  Nachdem  k  mittelst  der  Propor- 
n  22)  bestimmt  ist ,  beschreibt  man  über  MN  als  Durchmesser 
len  Halbkreis,  trägt  in  diesen  von  M  aus  die  Linie  MS=2k 
1,  nimmt  NT=  NS  und  halbirt  die  Strecke  J!f  J  in  ü;  der  zweite 
mkt  V  liegt  von  N  aus  in  der  Entfernung  NV ^=^  MU. 

§.  12. 
Senkrechte  von  einem  Punkte  auf  eine  Gerade. 

Die  Coordinaten  eines  gegebenen  Punktes  mögen  /*,  g^  h  heis- 
Q  und 

1)  y==iBx  +  h,  z  —  Cx  +  c 

3  Gleichungen  der  gegebenen  Geraden.  Soll  nun  durch  den 
inkt  fgh  eine  Gerade  gezogen  werden,  welche  die  erste  Gerade 
okrecht  schneidet,  so  sind  die  in  den  Gleichungen  des  gesuchten 
irpendikels  etwa 

2)  y  =  Mx  +  m,  z^^  Nx  +  n 
rkommenden  vier  Unbekannten  (Jf ,  JV^,  m ,  w)  mittelst  folgender 
»dingungen  zu  bestimmen.     Weil  erstens  die  verlangte  Gerade 
rch  den  Punkt  fgh  gehen  soll,  ist 

3)  g  =  Mf+m,  h=^Nf+n', 

)il  ferner  das  Perpendikel  die  gegebene  Gerade  schneiden  soll, 
ISS  die  Bedingungsgleichung 

4)  {m  —  b){N—C)  =  {n  —  c){M—B) 

itt  finden;  endlich  gehört  zur  senkrechten  Lage  beider  Geraden 
gen  einander  die  Gleichung  (§.  8  Nr.  15) 
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l  +  BM+CN  |_ 

+  {B+M)  cos  {x y)  +  (C+  N)  cos  {x  z)  +  {BN+  CM)cos(y  z) J  ~'^' 
in  welcher  wir  zur  Abkürzung  die  Cosinus  der  Coordinatenwinkel 
(yz)y  {xz)^  (xy)  mit  «,  /3,  y  bezeichnen  und  die  gleichartigen 
Grössen  vereinigen,  so  dass  die  Gleichung  lautet 

5)  i^B  +  y  +  Ca)M+{C+ß  +  Ba)N  =  -{\'\-Bf  +  C^, 
Aus  den  Gleichungen  3)  erhalten  wir 

6)  m  =  g  —  Mf,  n  =  h—Nf, 

durch  deren  Substitution  die  Gleichung  4)  in  die  folgende  übergeht: 

7)  {Cf+c-h)M—{Bf+b  —  g)N=zB{c—h)  —  C{b-g). 
Die  Gleichungen  5)  und  7)  bestimmen  M  und  iV,  wobei  zur 

Abkürzung  gesetzt  werden  möge : 

F==:{Bf+b—g){B  +  Ca+y)  +  {Cf+c  —  h){C+Ba  +  ß), 
8)\g  =  [B{c—h)—C{b—g)]  {C+Ba+ß)  -  {Bf+b-g)  (1  +By+C^, 
\H=.[C{b-g)—B{c-h)]{B+Ca+y)-{Cf+c-h){\+By+C^'^ 
die  Werthe  der  vier  Unbekannten  sind  dann 

mithin  die  Gleichungen  der  gesuchten  Senkrechten : 

Wir  suchen  zweitens  die  Coordinaten  Xq^  yo>  *o  desjenigen 
Punktes  zu  bestimmen,  in  welchem  die  von  fg  h  ausgehende  Senk- 
rechte die  gegebene  Gerade  schneidet.  Da  der  fragliche  Durch- 
schnitt beiden  Geraden  gleichzeitig  angehört,  bo  gelten  für  seine 
Coordinaten  die  Beziehungen 

G  H 

10)     yo^Bx^  +  b,    yo—g^j{x^—f)y  -o— Ä  =  -^(a:o— /*); 

aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  erhalten  wir 
_       F{b-g)  +  Gf 


"""^  BF—G 


oder  auch 


J-  "       '  BF—G 

Vermöge  der  oben  angegebenen  Werthe  von  F  und  G  ist  aber 
BF—G=^{Bf+b—g){B{B+Ctt  +  Y)  +  l  +  BY  +  Cß} 

+  (C+Ba  +  ß)  {BiCf+c-h)—B(c—h)  +  C{b-g)} 
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und  nnter  der  Bemerkung ,  dass  der  Inhalt  der  letzten  Parenthese 
^C{Bf+b—g)i8t, 

BF—G 
=  {Bf+b—g)(l+B'+C'  +  2BY+^Cß  +  2BCa). 
Benutzen  wir  die  schon  in  §.  6  gebrauchte  Abkürzung 

12)  l>»=l  +  ^  +  C«+2^y  +  2Cy  +  2-»Ca, 

so  vereinfacht  sich  der  Werth  von  Xq  wesentlich ;  aus  den  Glei- 
chungen 9)  ergeben  sich  nachher  y^  und  Zq  ,  überhaupt  sind 

P  Q  ff 

13)  aro  =  /'— ^,     yo=^g—'^y     ^o  =  Ä— ^, 

lie  Coordinaten  des  Fusspunktes  der  vom  Punkte  fgh  auf  die  ge- 
gebene Gerade  herabgelassenen  Senkrechten. 

Endlich  möge  noch  die  Entfernung  p  der  Punkte  fgh  und 
'0^0 ^0  aufgesucht  werden;  hierzu  dient  die  Formel 

p'= i^o-ry + {yo-gy+  (zo-hy 

+  ^xo-  f)  (yo—9)Y  +  H^o~n  i-o—h)ß+Hyo—g)  {4-  Ä)«, 

n  welche  nur  die  obigen  Werthe  von  aro ,  yo  >  ^o  einzuführen  sind, 
if  an  findet  auf  diese  Weise 

_  yF*+  (P  +  JP+2FGY  +  2FEß  +  2GWi 

ür  die  Entfernung  des  Punktes  von  der  Geraden. 

Bei  rechtwinkligen  Coordinaten  hat  man  einfacher 
[if  =  i?  (5/- +  6-sr)  +  C  (C/-+ c-Ä) , 

15)  \G=C\B{c  —  h)  —  C{p  —  g)\  —  {Bf->t-b—g), 
\H--=B\C{p  —  g)~B{c—g)\  —(^Cf+c—h), 

ie  Gleichungen  der  Senkrechten  lauten  wiederum: 

16)  y-g  =  ^(x-f),  z-h=f(x-f), 
ie  Coordinaten  ihres  Fasspanktes  sind : 


17) 


nd  der  Abstand  des  Punktes  fgh  von  der  gegebenen  Geraden  ist 

^^^  P—     y  +  B'^C*    • 

dieser  Ausdruck  gestattet  noch  eine  Znsammenziehung;  bezeich- 
en  wir  nämlich  zur  Abkürzung  die  Ausdrücke 
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B(€—h)  —  C{b—g),      Bf+b^g,      Cf+c^h 
der  Reihe  nach  mit  a ,  b\  c\  so  dass  also  die  Gleichungen 

F=By  +  Cc,         G=Ca—b\         H~  —  Bd—c 
statt  finden,  so  erhalten  wir  zunächst 

=  6'*  +  c«  +  J?«a'*  +  ^  6'«  +  C«  a  *  +  C*  c« 
+  2(^C6'c  — (7a'6'  +  ^ac'); 
der  Parentheseninhalt  ist ,  wie  man  leicht  findet ,  einerlei  mit 

wodurch  wir  zur  Gleichung 

i^+  e*  +  Ä*=(l  +  ^+  C*)  («'»+  ft'*  +  c*) 
gelangen.    Hiernach  nimmt  die  Formel  18)  die  folgende  Gestalt  an 


^~^^    l  +  ^"  +  C* 


Fig.  II. 


d.  i.  nach  Wiedereinsetzung  der  Werthe  von  « ,  b'  und  c 

ly;   p--f^  i  +  ^+c«  • 

Zu  derselben  Formel  führt  noch  ein  anderer  y^^^ ,  der  von 
dem  Früheren  unabhängig  und  dem  Verfahren  der  descriptiven 
Geometrie  nachgebildet  ist;  letztere  würde  nämlich  den  gegebenen 

Punkt  fgh  mit  irgend  einem  Punkte 
P  der  gegebenen  Geraden  verbinden, 
die  durch  beide  Gerade  bestimmte 
Ebene  in  die  Bildebene  umlegen  und 
nachher  die  gesuchte  Senkrechte  pla- 
nimetrisch  construiren.  Dem  ent- 
spricht folgende  Kechnung.  Die 
rechtwinkligen  Coordinaten  des  auf 
der  gegebenen  Geraden  willkürlieh 
gewählten  Punktes  mögen  x^  y,  z  sein,  wobei  die  Gleichungen 

statt  finden,  die  Entfernung  der  Punkte  fgh  und  xyz  heisse  m,  so 
bestimmen  sich  zunächst  die  Winkel,  welche  w  mit  den  Achsen 
bildet,  durch  die  Formeln 
f-x 


cos  (ux)  = 


cos(uy)  = 


g—y 


cos  (u  z) 


h--z 


nennt  man  femer  die  gegebene  Gerade  kurz  s  und*(*a;),  (*y),  (sz) 
ihre  Winkel  mit  den  Achsen,  so  ist 
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cos  (u  s)  =  cos  (u  x)  cos  (s  x)  +  cos  (u  y)  cos  (s  y)  +  cos  (u  z)  cos  (s  z) 
und  durch  Substitution  der  vorigen  Werthe ,  sowie  der  Ausdrücke 
für  cos  (sx) ,  cos  {sy) ,  cos  {sz)  aus  §.  6  Nr.  9 : 

cos  (us)  = ^/       — N_ /___ ^ 

^  uj/l+B'+C^ 

Weiter  hat  man  , 

p^  =  u^  sin^  (u  s)  =^  u*  —  [u  cos  (u  s)  ]*, 

vermöge  des  obigen  Werthes  von  cos  (us)  und  unter  Rücksicht  auf 
die  Gleichung 

„'  =  (f-xy  +  {g—yf  +  (A  -  zf 
gestaltet  sich  die  Formel  für  />•  zur  folgenden 

laraus  wird  ,  indem  man  Alles  auf  gleichen  Nenner  bringt : 

\B{f—x)-{g-y)Y+[C{f-x)-{h^z)\-+[B{h^z)--C{g^y)Y 

)urch  Substitution  der  für  y  und  z  angegebenen  Werthe  und 
lachherige  Wurzelextraction  geht  diese  Formel  in  die  frühere 
Nr.  19)  über. 

Die  für  p  entwickelten  Formeln  dienen  auch  zur  Bestimmung 
les  Abstandes  zweier  parallelen  Geraden,  deren  Glei- 
hungen 

(      y=Bx  +  bj  z  =  Cx  +  c, 

^^)  \      y  =  Bx  +  bi,  z^Cx  +  c^, 

ein  mögen;  setzt  man  nämlich  fest,  dass  der  Punkt  fgh  auf  der 
weiten  Geraden  liegt ,  dass  also  die  Gleichungen 
g  =  Bf+b,,  k  =  Cf+c, 

tatt  finden,  so  ist  seine  Entfernung  von  der  ersten  Geraden  einerlei 
üt  dem  Abstände  der  Parallelen  von  einander.  Vermöge  der  an- 
egebenen  Werthe  von  g  und  h  wird  zunächst 

(F=.(b—b,){B  +  Ca  +  y)  +  (c  —  c,)iC  +  Ba  +  ß), 
l\)  j  Q==,[(c—c,)B—{b--b,)C]  (C+Ba+ß)^{b—b,)  (l+By+Cß), 
ff^[(p-b,)C^  {c~c,)B]  (^+(7a+y)-(c^-cO  {i+By+€ß), 
nd  dann  wie  früher 

_j/F*+G*  +  B*+^FGY  +  ^FEß+2Gffa 

^ür  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  ist 


23) 

nnd 
24) 
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F^(b—b,)B+{c~-c,)C, 

H=  {b--b,)BC—{c—c,)  (1  +^), 


4)  P- 


§.  13. 
Senkrechte  zn  zwei  gegebenen  Geraden. 

Dio  Gleichungen  zweier  gegebenen  Geraden  mögen  sein 

1)  y^^BiX  +  bi,  z  =  CiX  +  Ci, 

2)  y  —  B^x  +  b^,  z  =  C^x  +  Ct, 

und  die  Gleichungen  einer  dritten  Geraden,  welche  die  beiden  vo- 
rigen senkrecht  schneidet, 

3)  y  =  Mx  +  lUy  z=  Nx  +  n\ 

zur  Bestimmung  der  vier  Unbekannten  M,  m,  N,  n  haben  wir  dann 
folgende  Bedingungen.  Da  die  gesuchte  Gerade  mit  jeder  der  ge- 
gebenen Geraden  einen  rechten  Winkel  bilden  soll ,  so  gelten  die 
Gleichungen 

, +C.O  +  y)ilf +(C,  +  5,«  +  |J)iV=— (l  +  P,y +C,/J) 
.  +  C.a+y)ilf+(C.  +  5.«+/S)iV=-(H-P,y  +  C./J), 
worin  a,  ßy  y  wir  früher  die  Cosinus  der  Coordinatenwinkel  (yz\ 
(»rc),  ixy)  bezeichnen.  Damit  ferner  die  verlangte  Gerade  jede 
der  gegebenen  Gerade  schneide,  sind  noch  die  zwei  Bedingungen 

^)  \  (m -^b,)iN^  €,)--=  (n-c,)iM-B,) 

erforderlich.  Von  den  vier  aufgestellten  Gleichungen  bestimmen 
die  beiden  ersten  die  Unbekannten  M  und  N\  setzen  wir  nändich 
zur  Abkürzung 

+  (».-5.)  (j}_«y)-(C.-C,)  (y-«/J), 

+  (t'i-C,)  {a-ßy)  +  (B^C,-B,CO  (ß-afl 
«  =  (C,-C,)(I--^) 

+  (5,  - 5.)  (a-ßy)  —  {B,  C,  —  B^  C,)  (y-«/J), 
SO  erhalten  wir  aus  den  Gleichungen  4)  die  Werthe 

6)  M.-=^,         N-^-l 
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Um  zweitens  m  und  n  zu  finden ,  substituiren  wir  die  fiir  M  und  N 
angegebenen  Werthe  in  die  Gleichungen  5);  letztere  nehmen  da- 
durch die  folgende  Form  an : 

die  Auflösung  dieser  beiden  Gleichungen  ersten  Grades  hat  nicht 
die  mindeste  Schwierigkeit  und  mag  unterbleiben ,  weil  sich  die 
ganze  Aufgabe  noch  auf  andere  Weise  behandeln  Iftsst. 

Die  gemeinschaftliche  Normale  der  beiden  gegebenen  Gera- 
den ist  bestimmt ,  sobald  man  die  Ooordinaten  der  beiden  Punkte 
^iPiZi  und  002 y%z^  kennt,  in  denen  sie  die  gegebenen  Geraden 
schneidet ;  durch  Verbindung  der  Gleichung  3)  mit  den  Gleichun- 
gen J)  und  2)  ergeben  sich  für  jene  sechs  Coordinaten  die  Werthe : 

10)      a-,  =  -  ^_^    und  zugleich  o«,  =  —  ^^— ^ , 

tl)  Pt^B^x^  +  b^y  -t  —  CtX^  +  c^j 

)b8chon  Mj  iV,  w,  w,  dem  Vorigen  zufolge,  als  bekannt  gelten  kön- 
len,  so  würde  doch  die  Substitution  ihrer  Werthe  aus  dem  Grunde 
licht  unmittelbar  räthlich  sein ,  weil  namentlich  m  und  n ,  durch 
Ä,  py  C  ausgedrückt ,  etwas  complicirter  Form  sind ;  diese  Weit- 
äufigkeiten  umgehen  wir  durch  vorherige  Wegschaflung  von  m 
md  n.  Aus  der  ersten  Formel  in  Nr.  8)  und  der  ersten  Formel  in 
STr.  10)  erhalten  wir  nämlich  durch  Elimination  von  m 

(M—  B,)  x^  —  (M—  B^)  0-2  =  bi  —  6, , 
md  ebenso  aus  den  zweiten  Formeln  in  8)  und  10)  durch  Elimi- 
lation  von  n 

(N-Ci)x,  —  (N— €2)0-2=0,— c^] 
la  M  und  N  bekannt  sind ,  so  kommen  in  diesen  Gleichungen  nur 
lie  Unbekannten  a:,  und  a:,  vor,  wir  finden  als  deren  Werthe 
_ (fei-&2)  (I^—C2)  —  (€,—€2)  (M-r-B2) 
^t       (^M^B,)(N-C2)  —  (M~-B2)(N—C,y 

_  (b,  —b2)  (N—  C)  —  (r,  -C2)  jM—  B,) 
'^*  -  -  (M^  B,)  (N-C2)  -  (M^B2)  {N-CS 
!^ach  Entwickelung  des  gemeinschaftlichen  Nenners  und  Substi- 
ution  der  Werthe  von  M  und  N  (Nr.  6)  ergeben  sich  für  x,  und  a-j, 
owie  für  die  übrigen  Coordinaten  folgende  Ausdrücke 
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12)  i    '  M^iC,—B,C,)+»(B^— B,) +  €(€,  — C,y 

L  __  (^  -M  (^^t  +  »)_~  (^1  -c,)  i^B,  -  €) 

13)  \    '  '»(B,C,-B,C,)  +  P{B,-B,)  +  €(C,-C,y 

Es  hat  nun  auch  keine  Schwierigkeit,  den  Abstand  der  Punkte 
^iVi^i  ^^^  ^iVt^^  ^«  ^'  ^1®  Entfernung  der  beiden  gegebenen 
Geraden;  der  Grösse  und  Lage  nach  zu  bestimmen;  es  ist  nämlicli 
^=:=  {x,—x^f  +  (y,  --  y^f  +  (z,  -  z^f 

+ 2«  (yi  — y,)  («,  — 2^2)  +2/3  (a:i— a:,)  (^i— z») + 2y  (a:,— ar,)  (yi— y,). 
Da  die  Punkte  x^  y^  z^  und  x^  y,  z,  auf  der  gemeinschaftlichen  Nor- 
malen beider  Geraden  liegen ,  so  gelten  die  Gleichungen 
y^  =  Mx^  +  m ,  ^1  =  -^^1  +  w  > 

y,  =  Mx^  +  w ,  z,  =  iVo:,  +  n , 

woraus  folgt 

14)  y,  — y,  =  ^(a:i  —x^) ,        zj — z,  =  ivr(irj — ät,). 
Durch  Substitution  dieser  Ausdrücke  wird 

^=:z(xi--x^y{i  +  M*  +  N^  +  ^aMN+^ßN+^yM}; 
hier  haben  wir  zunächst  die  Werthe  von  M  und  N  einzusetzen  und 
nachher  die  Wurzel  zu  ziehen ;  zur  Abkürzung  sei 

Ä«=^*  +  ||«  +  ««-<2«il«— 2^cÄi»+2y^«, 
wir  erhalten  dann 

15)  e  =  ^^^^=^R. 

<*> 

Vermöge  der  eben  angegebenen  Werthe  von  Xi  und  x^  ist 
(»._fe^)(C.-C,)-(c.-c,)(i?.-^.) 

mithin  lautet  die  Formel  für  die  Entfernung  der  beiden  Geraden 
.ß.  (b,-h)  (C,-C,)  -  (c,—c,)  (B,-B,) 

^    ^~^(B,C,—B,C,}  +  »(B,—B,)  +  €(C,  —  C,)     • 
Die  lüchtung  von  e  bestimmt  sich ,  gemäss  §.  & ,  durch  die 
Gleichungen 

cos  iex)  =  ^.-^»-Ky.-yOy  +  (^'-i!)^, 
cos  (ey)  =  y.-y«  +  (^»-^.)"  +  (^.-^Oy, 
cos  (ez)  =  ^'-^t  +  (^«-^»)<^  +  (y«-yO«. 
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in  diesen  haben  wir  zunächst  y, — y,  und  Zj — z^  durch  ilf,  iV, 
ar,— x,  auszudrücken  (Nr.  14)  und  gleichzeitig  für  3f  und  N  ihre 
Werthe  zu  setzen;  dies  giebt 

cos(ex)  =  ^^*(^  +  «y  -|»/S), 

cos  (ey)  =  *^»  («-  9«  +  ^y) , 

CO«  (ez)  =  ^J^»  (- >  +  ^,3  +  ««), 
oder  endlich  vermöge  des  aus  Nr.  15)  genommenen  Werthes  von  e 


17) 


cos  (ey)  = 
cos  (ez)  = 


<?ly--ytt+tf 


B 


^ß-9  +  €a 


R 


Für  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  erhalten  ^,  Jl,  C 
die  einfachen  Werthe 

^  =  ^,C,  — ^,C^      i»  =  A  — ^.,       «  =  C,— (7,; 
ferner  ist 

J?  =  (5.  (7,-5. O'  +  (i?,  - -ß,)'  +  (C,  -  o» 

ins  den  Formeln  16)  nnd  17)  werden  dann  die  folgenden: 
,_    (6.-6,)  (C.  — CQ  -  (c, — c.)  (Z?.  -  B,) 
'ViB.C—B^CO*  +  (5.  — i?,)'  +  (C.-  C.)»' 


18)     «= 


19) 


CO«  {ex)  = 
CO«  (ey)  = 
cos  (ez)  = 


^(5,C,-Ä,C,)'  +  (5,  -5.)*  +  (C.-Cf 
Ct  —  C, 

yiB,c,—B,c,y  +  (ß,_Ä,)»+(c,_c.)'' 
—  (ß.  -  Ä«) 


y{ß,C^—B,C,f  +  (5.— ß,)»+(6'.-C,)'' 
im  Fall  sich  beide  Geraden  schneiden ,  ist 

(Pi  —  bt)  (C.  —  p,)  =  (c,  — c.)  (Ä,  -  ß.) 
md  mithin  6  =  0,  wie  es  sein  muss;  die  Formeki  17)  oder  19)  be- 
stimmen dann  die  Eichtung  derjenigen  Geraden,   welche  auf  der 
Bbene  der  beiden  sich  schneidenden  Geraden  senkrecht  steht. 


Drittes  CapiteL 
Die    ebene   Fläche. 


§.  14. 
Die  Gleichnng  der  Ebena 

Wenn  zwischen  den  drei  Coordinaten  eines  Punktes  nur  eine 
Gleichung  besteht ,  so  darf  man  zwei  der  Grössen  o: ,  y ,  2  willkür- 
lich wählen,  und  die  vorhandene  Gleichung  liefert  dann  von  selbst 
die  dritte,  d.  h.  geometrisch,  der  Punkt  P  im  Räume  ist  bestimmt, 
so  bald  eine  seiner  Projectionen  willkürlich  angenommen  wird. 
Ertheilen  wir  nun  z.  B.  den  Coordinat^  x  und  y  alle  möglichen 
Werthe,  so  betritt  die  a:y-Projection  P'  alle  möglichen  Stellender 
ory- Ebene,  diesen  entsprechen  successive  Lagen  des  Punktes  P, 
die  in  ihrer  stetigen  Aufeinanderfolge  eine  gewisse  Fläche  bilden. 
Demnach  wird  eine  Fläche  im  Allgemeinen  durch  eine  Gleichung 
charakterisirt,  welche  zwischen  den  drei  Coordinaten  jedes  ihrer 
Punkte  besteht  und  eben  deshalb  die  Gleichung  der  Fläche  heisst. 
Die  einfachste  Fläche  ist  die  Ebene ,  zu  ihrer  Gleichung  gelangt 
man  auf  folgendem  Wege. 

Eine  beliebige  Ebene  schneidet  im  Allgemeinen  jede  der  drei 

•p-      12  Coordinatenachsen  und  ist  ihrer 

.^  Lage  nach  durch  die  Strecken 

/  OA,  OB,  OC  bestimmt,  welche 

Cj  sie  auf  den  Achsen  abgrenzt; 

//    \^  man  kann  sich  nämlich,  wenn 

//         \^  die  Punkte  A,  B,  C  gegeben 

y/Sf-^-^P       \^  sind,  die  Ebene  dadurch  ent- 

/    /       ^"-""-^^^X.  standen  denken,  dass  eine  ver- 

/    .  i^-  -— j;^ — ^  änderliche  Gerade  ^t^sich  nm 

BJ::^^ "^  den  Punkt  A  dreht  und  zugleich 

^^  an  der  Geraden  BC  hingleitet 
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3ind  nun  x,  y,  z  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  P  der 
i)eweglichen  Geraden,  also  auch  der  Ebene  ABCy  und  setzen  wir 
■erner  OA  =  a,  OB:=zby  OC=c^  so  sind 

y  =  M(x — a)   und   z=:N(x  —  a) 
lie  Gleichungen  der  Geraden  A  U,    Für  die  Coordinaten  v  und  w 
hrer  yz  -  Spur,  d.  h.  des  Punktes  ü,  erhalten  wir  daraus 

v  =  —  Maz=: — ^ —  fl,       w  =  — Na^=- 


a  —  X  a  —  X    ' 

•ft  V  auf  der  Geraden  B  C  liegen  muss  ,  so  ist  bekanntlich 

O  C 

iithm  durch  Substitution  der  Werthe  von  v  und  rv 

')  7+M='- 

Dies  ist  die  Gleichung  einer  Ebene ,  welche  von  den  Coordi- 
itenachsen  die  Strecken  o-,  &,  c  abschneidet,  wobei  stillschwei- 
5nd  vorausgesetzt  wird ,  dass  keiner  dieser  Abschnitte  der  Null 
eich  ist,  dass  also  die  Ebene  nicht  durch  den  Coordinatenanfang 
iht 

SchafiEt  man  aus  der  obigen  Gleichung  die  Brüche  weg,  so  er- 
It  man  eine  neue  Gleichung  von  der  Form 

2)  Ax  +  By+Cz=iD, 

Q  welcher  auch  direct  gezeigt  werden  kann,  dass  sie  eine  Ebene 
{irakterisirt.  Es  bedarf  hierzu  nur  des  Nachweises ,  dass  eine 
irade,  welche  zwei  Punkte  mit  der  durch  vorstehende  Gleichung 
stimmten  Fläche  gemein  hat ,  ganz  in  sie  hinein  fällt.  Für  zwei 
f  der  Fläche  liegende  Punkte  x^y^z^  und  x^y^z^  hat  man  zunächst 
Ax^  +  By^  +  Cz^^=D, 
Ax^  +Byt  +  Cz^  =  D, 
s  welchen  Gleichungen  die  nachstehenden  folgen : 


3) 


Xji  "~~~  Xf  X^ '~~~'  x^ 

B  {pc^yx—x^y^  +  C{x^z^—x^z^  _  ^ 


rbindet  man  femer  die  Punkte  x^y^z^  und  x^y^z^  durch  eine 
jrade,  so  gelten  für  irgend  einen  dritten  Punkt  0:8^8^3  derselben 
3  Gleichungen  (§.  7,  Nr.  5) 


^  X^'-Xi  X^  —  X. 


Anal.  Geom.  II. 
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^.r,  +  " 


OTt  —  ^i 

und  man  zieht  daraus  die  Relation 

d.  i.  unter  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  3) 
Ax^  +  By^  +  Cz^^D. 
Jeder  beliebige  Punkt  0-3^3^3  der  von  Xiy^z^  nach  x^y^z^  gehen- 
den Geraden  liegt  demnach  auf  derselben  Fläche ,  wie  jene  zwei 
Punkte,  d.  h.  die  Verbindungsgerade  irgend  zweier  Punkte  der 
Fläche  fällt  ganz  in  die  letztere ,  was  bei  der  Ebene  und  nur  bei 
dieser  statt  findet. 

Setzt  man  in  Nr.  2)  eine  der  Coordinaten  Xy  y,  z  gleich  Null, 
so  wird  daraus  eine  Gleichung  zwischen  den  Coordinaten  solcher 
Punkte,  die  gleichzeitig  der  Ebene  und  einer  der  Coordinaten- 
ebenen  angehören ;  man  erhält  so  die  Gleichungen  derjenigen  Ge- 
raden,  in  welchen  die  Ebene  die  Coordinatenebenen  schneidet, 
d.  i.  die  Gleichungen  der  sogenannten  Spuren  der  Ebene.  Sie 
lauten  der  Reihe  nach  für  die  xy^  xz  und  yz-Spur: 

4)      Ax  +  By  =  D,     Ax+Cz=zD,     By  +  €z=iDy 
zwei  von  diesen  drei  Spuren  bestimmen  die  Ebene  gleichfalls,  weil 
hierdurch  die  vier  Grössen  A^  J5,  C,  D  bekannt  werden*). 

Lässt  man  in  der  Gleichung  der  Ebene  zwei  Coordinaten  zn 
Null  werden ,  so  erhält  man  ihren  Durchschnitt  mit  einer  der  Co- 
ordinatenachsen ;  für  y  =  0  und  z  =  0  ergiebt  sich  z.  B. 


*)  Die  descriptive  Geometrie,  welche  ihrer  Natur  nach  Punkte  im 
Räume  nicht  unmittelbar  auffassen  kann,  benutzt  die  Spuren  der  Ebene 
zur  graphischen  Darstellung  der  letzteren ;  will  man  daher  eine  Constroction 
der  descriptiven  Geometrie  mittelst  der  Rechnung  verfolgen  (z.  B.  um  die 
Uebereinstimmung  zwischen  der  descriptiven  und  analytischen  Behandlung 
einer  Aufgabe  nachzuweisen),  so  hat  man  jede  vorkommende  Ebene  nicht 
durch  eine  Gleichung  von  der  Form 

Ax-\^By\^Cz-=^D, 
sondern  durch  zwei  Spurengleichungen,  etwa 

Ax-^-ByTzzD  und   Ax-J^Cz^D 
auszudrücken.    Diese  Modification  des  Calcüls  ist  übrigens  so  leicht,  das« 
es  dazu  keiner  Beispiele  bedürfen  wird. 
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Ax  =  D  oder  a-  =  -— 

*•      A 

• 

ndhier  ist—  die  Strecke,  welche  die  Ebene  von  der  .r- Achse 
A 

bschneidet.     In  ähnlicher  Weise  sind  —   nnd   —   die  Abschnitte 

B  C 

if  den  Achsen  der  y  und  z ,  wie  man  auch  durch  Vergleichung 

it  Nr.  l)  bestätigen  kann. 

Diese  allgemeinen  Ergebnisse  erleiden  unter  Umständen  einige 

odificationen.    Ist  keine  der  Grössen  A^  ß,  </,  D  gleich  Null,  so 

inn  die  Gleichung  2)  durch  D  dividirt  und  unter  der  etwas  ein- 

cheren  Form 

5)  A'x  +  B'y+  C'z  =  l 

irgestellt  werden;  die  Gleichungen  der  Spuren  lauten  dann 

6)  ^'a:+^>  =  l,     A'x  +  C'z'-^\,     B'y+  C'z  =  \, 
id  die  auf  den  Achsen  gebildeten  Abschnitte  sind  die  reciproken 
'erthe  von  A\  B\  C,    Verschwindet  eine  der  Grössen  A,  Bj  C,  1) 
id  zwar  zunächst  i>,  so  geht  die  zur  Gleichung 

Ax  +  By  +  Cz^=^0 
^hörende  Ebene  durch  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten ,  weil 
e  Werthe  a:  =  0,  y  =  0,  zrr:=0  der  Gleichung  genügen;   nicht 
Iten  giebt  man  in  diesem  Falle  der  Gleichung  die  Form 

7)  z=::=A"x+  B''y. 

t  C  =  0 ,  80  wird  aus  der  allgemeinen  Gleichung  die  folgende 

Ax  +  By  =--!>,    {z  beliebig) 
ler 

A'x+  B'y  =  V, 

IX  auf  der  r- Achse  gebildete  Abschnitt  hat  die  Grösse  --  =  oo 

id  mithin  ist  die  Ebene  parallel  zur  Achse  der  z\  fm  B^=^0  er- 
ilt  man  entsprechend  eine  Ebene  parallel  zur  y  -  Achse,  für  ^  =  0 
ne  Parallelebene  zur  x  -  Achse.  In  dem  Falle,  wo  die  zwei  Coef- 
sienten  C  und  D  verschwinden ,  wird  die  Gleichung 

Ax  +  By  =  0 
arch  a:  =  0,  y=^0,    sowie  durch  jedes  beliebige  z  befriedigt, 
oraus  folgt,  dass  die  Ebene  die  2: -Achse  in  sich  enthält.    Liegt 
agegen  die  y- Achse  in  der  Ebene,  so  lautet  die  Gleichung  der 
Jtzteren  (^  =  0,  i>  — 0) 

4* 


—     52     — 


enthält  sie  die  a:- Achse,  so* ist  A  =  0  und  i>  =  0,  mithin 

By  +  Cz  =  0, 
Sind  zwei  der  Coefficienten  A^  B,  C  gleich  Null,  wie  z.  B.  in 

Ax  =  D, 
so  bleiben  y  und  z  beliebig,  mithin  ist  die  Ebene  parallel  der 

yz- Ebene  und  von  ihr  entfernt  um  --;  in  gleicher  Weise  würden 

A 

By  =  I)/         Cz  =  D 
Parallelebenen  zu  den  Ebenen  xz^  resp.  xy  bedeuten.    Für  D  =  0 
reduciren  sich  die  letzten   drei   Gleichungen   auf  a:  =  0 ,  y  =  0, 
z  =  0  und  charakterisiren  der  Reihe  nach  die  Coordinatenebenen 
yz^  xz,  xy. 

Sowie  jede  Gerade  eine  bestimmte  Richtung  hat,  welche  durch 
die  Winkel  zwischen  ihr  und  den  Coordinatenachsen  fixirt  wird, 
so  kann  auch  jeder  Ebene  eine  bestimmte  Stellung  zugeschrie- 
ben wetden ,  und  zwar  ergiebt  sich  diese  aus  der  Richtung  einer 
auf  der  Ebene  errichteten  Senkrechten.  Bezeichnen  wir  mit  p 
das  Perpendikel  OQ  vom  Coordinatenanfang  auf  die  Ebene  ABC 
(die  Entfernung  jenes  Punktes  von  dieser  Ebene) ,  so  ist  es  pas- 
send, die  Winkel  (pa:),  (py),  {pz)  die  Stellungswinkel  der  Ebene 

zu  nennen ;  sie  können 
auf  folgende  Weise 
aus  derGleichung  der- 
selben abgeleitet  wer- 
den. Wo  auch  der 
Punkt  i>  auf  der  Ebene 
J^  ABC  liegen  möge,  so 
fallt  seine  rechtwink- 
lige Projection  auf  die 
Normale  0  Q  doch  im- 
mer nach  Q ,  demgemäss  ist  p  die  rechtwinklige  Projection  des 
Radiusvector  0/>,  statt  dessen  auch  die  gebrochene  Linie  OLP'P 
auf  0  0  projicirt  werden  kann ;  man  hat  daher  die  Beziehung 

p  =  x  cos{px)  +  y  cos  (py)  +  z  cos  {p z) 
oder  auch  durch  Division  mit  p  und  umgekehrte  Anordnung 
gQ^  JP^)  ^    ,    cos  (py)  cos  (pz) 

P        "^■^—7""^  +  — 7-^='- 
Der  Vergleich  zwischen  dieser  und  der  früheren  Gleichung 
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A 

+  |y 

+ 

c 

I)  ^ 

=  1 

liefert  die  Kelationen 

1 

8) 

COS  (poc) 

p 

A 

cos  (p 

p 

^: 

B 

cos 

p 

C 

die  man  auch  unmittelbar  durch  Betrachtung  der  rechtwinkligen 
Dreiecke  AQO,  BQO,  CQO  erhalten  kann.  Die  vorstehenden  drei 
Gleichungen  enthalten  die  vier  Unbekannten/?,  cos  (poc),  cos  (py), 
cos  {pz)  ,  von  denen  die  drei  letzteren  für  den  Augenblick  kurz  g, 
iy,  J  heissen  mögen;  dazu  gesellt  sich  als  vierte  Gleichung  die 
zwischen  drei  Richtungswinkeln  jederzeit  bestehende  Relation 
(§.  4  Nr.  7) 

[  (l_a«)|«+(|_^)^«+(l_y«)J« 

worin  «,  |5,  y  die  Cosinus  der  Coordinatenwinkel  yz^  xz,  xy  be- 
deuten.   Mittelst  der  Gleichungen  8)  kann  man  |,  i;,  ^  durch  p  aus- 
drücken ,  diese  Werthe  in  Nr.  9)  substituiren ,  daraus  p  und  nach- 
^^^  $9  ^  9  S  bestimmen ;  setzt  man  zur  Abkürzung 
10)  ^=i-|-2aj3y— o'  — /3«  — y«, 

^^)   \       —2(a  —  ßY)BC—2(ß  —  ay)AC—ft(y  —  aß)AB, 
so  sind  die  Ergebnisse  der  angedeuteten  leichten  Rechnung : 

Dd 
P 


12) 


cos(px)=—,    cosipy)^-j,    cosipz)=—. 


Nicht  überflüssig  ist  es ,  die  speciellen  Formeln  Tür  die  Fälle 
anzumerken,  wo  die  beliebige  Ebene  einer  der  Coordinatenebenen 
parallel  liegt.    Ist  erstens  die  Ebene  parallel  der  y  :r  -  Ebene ,  also 

x  =  a 
ihre  Gleichung ,  so  haben  wir  ^  =  1,  5  =  0,  C  =  0,  2>  =i  a,  folg- 
lich, wenn  wir  die  Senkrechte  p  in  diesem  Falle  mit  p^  bezeichnen, 

13)  «,=  -4=,  cosip^x)=    .,  cos(j>^y)=0,  co5(p,z)=0. 

j/l—c^  yi—a^ 

Auf  ähnliche  Weise  finden  wir ,  wenn  die  Ebene  parallel  zur 
irz- Ebene  also  ihre  Gleichung 
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ibi  und  py  iliren  Abstand  vom  Coordinatenaufang  bezeichnet, 

endlich  für  den  dritten  Fall,  wo  die  Ebene  parallel  zur  ay- Ebene 
liegt,  ihre  Gleichung 

und  //,  ihre  Entfernung  vom  Coordinatenaufang  ist, 

15)  /;,-=  ,  co*{/)^.r)~0,  co*(p,y)--0,  cos(p^z)^~ 


In  Verbindung  mit  Nr.  J2)  führen  die  Gleichungen  13),  14) 
und  15)  zur  Keuntniss  der  Neigungswinkel  einer  beliebigen  Ebene 
gegen  die  Coordinatencbenen.  Bezeichnen  wir  die. Neigungswinkel 
der  Ebene  2)  gegen  die  Ebenen  yz^  xz  und  xy  der  Keihe  nach  mit 
O,,  öy,  ö,,  so  ist  ö,  einerlei  mit  dem  Winkel  zwischen  den  auf 
jenen  Ebenen  senkrechten  Geraden  p  undp,,  überhaupt 
ö.  -=  Z-  (/>;>.) ,  ö,  =-  /.  (/>P,) ,  e.  ---  L  ipp,) ; 
man  ßndet  nun  cos  ö, --  cos  (pp^)  nach  Formel  5)  in  §.  5  mittelst 
der  Substitutionen  r^-p^  r^=^p^^ 

I  --  :  cos  {px),  7]  =^  cos  (py),  J  —  cos  (/>c), 

li  -  =  ^««  (/V^) ,  »/i  -  =  cos  (p^yX  ?i  ^=  CO*  (/?,:) , 

wobei  gleichzeitig  die  Wcrthe  der  rechter  Hand  stehenden  Cosinus 
den  Gleichungen  12)  und  13)  zu  entnehmen  sind.  Auf  analoge 
Weise  bestimmen  sich  cos  Sy  und  cos  S^,  überhaupt  gelangt  mau 
durch  die  angedeutete  leichte  Rechnung  zu  den  folgenden  Formeln 
A(\~a*)~  B(Y  —  aß)  -   C(ß~ay) 


16) 


cos  0,  =  . 

cose  ,^ß(i^-ß')~C(a-ßY)^AiY-aß) 


,,,  ß  _  C(\-Y')-Aiß~ay)^B(a-ßy) 
Ej/l  —  f 

Bei  einem  rechtwinkligen  Coordinatensysteme  sind  die  Stel- 
lungswinkel ipx),  (py)i  (P^)  identisch  mit  den  Neigungswinkeln 
0, ,  0y ,  0, ,  und  es  ist  dann 

j/^+B'  +  C 


? 
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4 

cos  (p  X)  -  "  CÜS  0,  ~= ^ 

j/a^  +  B'+c* 

t8)       }      cos  (py)  --  cos  &.--  -_^ _---  , 

/J^  +  IP+C 

Q 

COS  {pz)  ^^  cos  ö,  :^  ■ 


§.  15. 
Bestimmung  der  Ebene  durch  drei  Punkte. 
Wenn  eine  p]bene,  deren  Gleichung 

1)  A\%  +  B'y  +  C'z^rzi 

sein  möge,  durch  drei  gegebene  Punkte  /*,f7i//,  .'ftöt^t^  Ai^a^a  gehen 
soll,  so  muss  ihre  Gleichung  von  den  Coordinaten  der  genannten 
Punkte  befriedigt  werden;  man  hat  daher  zur  Bestimmung  von 
A\  B\  C  die  drei  Gleichungen 

2)  \      Ä'f^  +  B'g,  +  C'h,=  \, 

Durch  Auflösung  derselben  erhält  man   für   A\  B\  C   folgende 
Werthe 


A'=^ 


ß':.^ 


C'^= 


A  (92  K — g^h) + h  i93  Äi  —  gi  ^3) + h  (gi  K  —g^  ^i) ' 
(fzgs—fagi)  +  if^gi  —fxgz)  +  (figz—f^gi) 


hi  (fig^—fsgt)  +  K  ifsgi  —ft  gs)  +  KWigt—tigiV 

die  Nenner  dieser  drei  Brüche  sind  gleich  und  hier  nur  in  ver- 
schiedenen Formen  angegeben  worden ,  um  die  regelmässige  Bil- 
dung der  Ausdrücke  hervortreten  zu  lassen.  Durch  Substitution 
der  obigen  Werthe  in  die  Gleichung  l)  und  bei  Wegschaffung  der 
Brüche  ergiebt  sich  nun  als  Gleichung  der  verlangten  Ebene : 

[{gtK—gzK)  +  {gzK—gih^)  +  igiK—gth)]^ 

+  [(Ä,/-3  -ÄsA)  +  {Kf,-hJ,)  +  (hj,-h,f,)]y 

+  [{f%gz—fzgt)  +  ifzgi  —  /i^a)  +  {figt—ftgt)]  ^ 
^fi  istK  ~gz  Ä,)  +  /;  (^3^1  —  gi  h)  +  f^  {g,  K—g^h,). 
In  speciellen  Fällen  vereinfacht  sich  diese  Gleichung  oft  be- 
deutend 5  ist  z.  B.  /*3  =  ö'a  =  ^8  ^=  ^  >  ^^  bleibt 


3) 
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4)    {gxK—gth,)x  +  {h,U—Kf,)y  +  (/"löf,— /if/O^^o 

als  Gleichung  der  Ebene ,  welche  durch  den  Anfangspunkt  der 
Coordinaten  und  ausserdem  durch  die  Punkte  /ifl^iAi,  ftQiK  g^^^- 
Für g^  —  hi=:ft  =  h^z=fj^=:g^  —  0  ergiebt  sich 

gfjÄaO:  +  hji  y  +  figtZ  =  figih 
oder 

/t     g%     K 

als  Gleichung  einer  Ebene,  welche  auf  den  Coordinatenachsen  der 
Keihe  nach  die  Strecken  /"j ,  ^,,  h^  abschneidet;  dieses  Resultat 
stimmt  in  der  Hauptsache  mit  der  Gleichung  l)  des  vorigen  Pa- 
ragraphen überein. 

Wenn  die  PnnTcte  A^/i^i»  t^gtK  ^^^  hg^K  "i  einer  Geraden 
liegen,  so  sind  unendlich  viel  Ebenen  durch  dieselben  möglich; 
dies  zeigen  auch  die  Gleichungen  2) ,  sobald  man  ihnen  die  folgen- 
den Formen  ertheilt 

U—fi  fz—fi 

^      h—h  h-h 

Unter  der  gemachten  Voraussetzung  ist  nämlich  nach  §.  7  Glei- 
chung 7) 

gz—gi_^gz—g%        K—K_hj,—h^ 

h       #1       #3       #2  h       /  i        /  3        h 

die  beiden  letzten  der  obigen  Gleichungen  werden  jetzt  identisch 
und  man  hat  nur  noch  zwei  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  drei 
Unbekannten  Ä\  B\  C\ 

Die  Gleichung  3)  lehrt  auch  die  Bedingung  kennen,  unter 
welcher  vier  gegebene  Punkte  Aö^jA,,  hgt^t^  hg^Ki  hg^K  i^i 
einer  Ebene  liegen.  Dazu  ist  nämlich  erforderlich,  dass  der  vierte 
Punkt  in  der  Ebene  liegt ,  welche  durch  die  ersten  drei  Punkte 
bestimmt  wird;  die  gesuchte  Bedingung  lautet  demnach: 

([{gth—g^ht)  +  (ö'sÄi  —gih)  +  {gih—g%K)\f^ 
+  [{hh  -  Kh)  +  (ÄaA  -  Ä,  A)  +  {hj,  —  h,r,)]g, 
+  [(f.gs  -  hg^)  +  (fsgi  -  h  gs)  +  {fig2  —  hgd]  K 
=hig%K—gzf^^+h{gzK—gih)+higiK—gtKy 
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§.   16. 
VersoMedene  Lagen  einefl  Punktes  gegen  eine  Ebene. 

Wenn  ein  Punkt  xyz  auf  der  durch  die  gegebenen  Grössen 
j  B,  Cy  D  bestimmten  Ebene  liegt,  so  ist 

1)      Ax  +  By  +  Cz  =  D  oder  D  —  {Ax  +  By+  Cz)=0, 
3i  jeder  anderen  Lage  des  Punktes  kann  diese  Gleichung  nicht 
ehr  besteben  und  es  muss  folglich  für  einen  ausserhalb  der  Ebene 
jfindlichen  Punkt  xyz  die  Differenz 

D  —  {Ax+  By+Cz) 
neu  von  Null  verschiedenen  positiven  oder  negativen  Werth  be- 
izen.   Um  zu  entscheiden,  in  welchen  Fällen  das  positive  und  in 
sieben  das  negative  Zeichen  zum  Vorschein  kommt,  stellen  wir 
e  folgende  Betrachtung  an. 

Ausserbalb  der  durch  die  Gleichung  l)  repräsentirten  Ebene 
inken  wir  uns  zwei  beliebige  Punkte  -P,  ,  P^  und  diese  durch  eine 
erade  verbunden;  nennen  wir  x^y^z^  und  x^y^z^  die  Coordinaten 
aer  Punkte ,  so  sind  nach  §.  7  II.  die  Gleichungen  der  Verbin- 
mgslinie 


2)  y^y!-yi^  +  ^»y--^'y»,,: 


x^ — x^  x^  —  x^  x^     x^  x^ — x^ 

lese  Gerade  schneidet  die  Ebene  in  einem  Punkte  Pq»  dessen 
)ordinaten  x^y^z^  durch  die  Bemerkung  gefunden  werden,  dass 
ir  Punkt  Pq  gleichzeitig  der  Ebene  und  der  Geraden  angehört, 
^s  folglich  seine  Coordinaten  jeder  der  drei.  Gleichungen  1)  und 
genügen  müssen;  schreiben  wir  also  in  den  letzteren  a'o,  y©»  ^o 
r  X,  y,  z,  so  haben  wir  drei  Gleichungen  zur  Bestimmung  der 
ei  Unbekannten  ä^o  >  yo  ?  ^o  5  für  die  erste,  die  zu  unserem  Zwecke 
lein  nöthig  ist ,  erhalten  wir 

_P  (^2— arQ  —  B  {x^y^  —x^Vt)  —  C  {x^z^—x^z^) 
^^      ""»-  A{x,-x,)  +  B{y,-y,)  +  C{z,-z,)  ^       ' 

insichtlicb  der  Lage  von  Pq  zu  P^  und  P^  sind  nun  zwei  Fälle 
5glich ;  befinden  sich  nämlich  Pj  und  P^  auf  einer  und  derselben 
lite  der  Ebene,  so  liegt  Pq  ausserhalb  der  Strecke  PfP^,  lie- 
n  aber  Pi  und  P2  auf  entgegengesetzten  Seiten  der  Ebene ,  so 
llt  i'o  z  wischen  die  Punkte  Pj  und  P,*  Ganz  Dasselbe  gilt  von 
n  Projectionen  der  Punkte  auf  eine  der  Coordinatenachsen. 
ählen  wir  zu  letzterer  die  x  -  Achse ,  nennen  der  Reihe  nach  Lq, 
,  Z,  die  Projectionen  von  Pq,  Pj,  A  auf  OJT,  so  ist  OLq^^x^, 
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OLi=  Xi,  0L^^=  x^ ;  bei  der  ersten  (gleichstimmigen)  Lage  von 
Pi  und  Pjj>  »Iso  auch  von  Zj  und  Zj,  haben  die  Strecken  L^L^  -~ 
^0  —  ^1  ^öd  ZoZ2=^-ao  —  x^  gleiche  Vorzeichen,  bei  der  zwei- 
ten Lage  entgegengesetzte  Vorzeichen,  und  es  folgt  daraus, 
dass  das  Product 

{Xq  Xi)  {Xq         X2) 

im  ersten  Falle  positiv,  im  zweiten  negativ  ist.  Ebenso  leicht 
bewahrheitet  sich  der  umgekehrte  Satz,  dass  das  positive  Vor- 
zeichen des  vorstehenden  Productes  die  gleichstimmige ,  das  ne- 
gative die  entgegengesetzte  Lage  der  Punkte  Pi  und  P,  bedingt. 
Vermöge  des  vorhin  angegebenen  Werthes  von  Xq  findet  man  nun, 
wenn  zur  Abkürzung 

uT  2         X^  X»  ^^~"  Xt 

gesetzt  wird, 

^.,  _{D  —  Ax,—Bfj,~Cz,){D  —  Ax^  —  By,~Cz,) 

und  daraus  ergiebt  sich,  dass  das  im  Zähler  stehende  Product  po- 
sitiv oder  negativ  ist,  je  nach  dem  die  Punkte  x^y^z^^  und  x^y^Zi 
auf  gleichen  oder  verschiedenen  Seiten  der  Ebene  liegen.  Dem 
zufolge  haben  die  beiden  Ausdrücke 

i>  — (^a^i  +  ^y, +  Cz,)  und  D  —  {Ax^  +  By^  +  Cz;) 
im  ersten  Falle  gleiche ,  im  zweiten  entgegengesetzte  Vorzeichen. 
Um  auch  über  letzteres  unzweideutig  zu  entscheiden,  wollen  wir 
die  in  der  Gleichung  der  Ebene  vorkommende  Grösse  D  immer  als 
positiv  betrachten ,  was  ohne  Beeinträchtigung  der  Allgemeinheit 
jederzeit  möglich  ist,  weil  im  Falle  eines  negativen  D  die  Glei- 
chung 1)  mit  ( —  i)  multiplicirt  werden  kann ;  für  den  Anfangs- 
punkt der  Coordinaten ,  als  Punkt  a:,  y^  z^  genommen ,  haben  wir 
dann  a^i  =  y^  =  Zj  ^^  0,  mithin 

D^{Ax^  +  By^  +  Czi)  =  D,  d.  h.  positiv, 
besitzt  nun  der  dem  zweiten  Punkte  x^y^z^  entsprechende  Ausdruck 

D~{Ax^  +  By^  +  Cz;) 
dasselbe,  also  positive  Vorzeichen,  so  liegt  der  Punkt  x^y^z^  auf 
derselben  Seite  der  Ebene,  wie  der  Coordinatenanfang ,  ist  aber 
die  obige  Differenz  negativ,  so  fällt  der  Punkt  x^y^z^  auf  die  ent- 
gegengesetzte *Seite.  Bei  Weglassung  der  ferner  nicht  nöthigcn 
Indices  können  wir  das  Endresultat  in  dem  Satze  zusammenfassen: 
je  nach  dem  der  Ausdruck 
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J)—(^Ax  +  By+Cz), 
worin  D  als  wesentlich  positiv  angesehen  wird,  positiv,  gleich  Null 
oder  negativ  ist,  liegt  der  Punkt  xyz  ausserhalb  der  durch  die 
Gleichung 

Ax  +  By  +  Cz  —  JD 
Charakter isirten  Ebene   auf  der  Seite  des   Coordinatenanfauges, 
oder  in  der  Ebene  selbst,  oder  ausser  ihr  auf  der  dem  Coordinaten- 
anfang  entgegengesetzten  Seite. 

§.   17. 
Die  Gerade  in  der  Ebene. 

Um  zu  entscheiden,  ob  eine  gegebene  Gerade  in  einer  gleich- 
falls gegebenen  Ebene  liegt  oder  nicht,  bedarf  es  nur  der  Unter- 
suchung ,  ob  irgend  zwei  Punkte  der  Geraden  in  die  Ebene  fallen 
oder  nicht ;  bei  der  Willkürlichkeit  dieser  Punkte  kann  man  sich 
jene  Untersuchung  dadurch  erleichtern,  dass  man  die  Spuren  der 
Geraden  betrachtet;  jenachdem  dieselben  in  die  Spuren  der 
Ebene  fallen  oder  nicht,  liegt  die  Gerade  in  der  Ebene  oder  ausser 
ihr.    Ist  nun 

1)  Ax  +  By+Cz:^^D 

die  Gleichung  der  Ebene ,  so  sind  der  Reihe  nach 

Ax  +  By:=:D,  Ax+  Czz^D, 

By+  Cz^D 
die  Gleichungen  ihrer  xy  ^  xz  und  yz-Spur;  bezeichnen  wir  fer- 
ner mit 

2)  y -:=  Äjo:  +  ft, ,  Z=iC^X  +  6-, 

die  Gleichungen  der  gegebenen  Geraden,  so  'haben  wir  als  Coor- 
dinaten  ihrer  in  gleicher  Ordnung  genommenen  Spuren 

""--er    ^^'^--cT'  ''^=-Br'=''~-B;'^ 

y'"  =  ^i,       z"~ci. 

Der  Punkt  x'y  liegt  nun  in  der  a:y- Spur  der  Ebene,  wenn 

femer  liegt  x*' z"  in  der  a:;r-Spur  der  Ebene,  wenn 

endlich  y" z"  in  der  yz-Spur  der  Ebene,  wenn 
5)  Bby^  +  Cq  =  />. 
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Finden  von  diesen  Gleichungen  zwei  statt,  so  ist  die  Gerade  in 
der  Ebene  enthalten  und  die  dritte  Gleichung  eine  Folge  der  bei- 
den anderen.  Durch  Subtraction  der  Gleichung  4)  von  5)  ergieU 
sich  noch 

6)  A  +  BBi  +  CCi=:0 

und  diese  Gleichung  kann  in  Verbindung  mit  Nr.  5)  zum  Ersatz 
für  die  früheren  Gleichungen  dienen  *,  durch  Elimination  von  C 
aus  5)  und  6)  erhält  man  nämlich  die  Gleichung  3)  ,  durch  Elimi- 
nation von  B  die  Gleichung  4).  Die  Gleichungen  5)  und  6)  ent- 
halten demnach  die  Bedingungen,  unter  welchen  die  Gerade  in 
der  Ebene  liegt. 

Dasselbe  Resultat  kann  man  leicht  auf  rein  analytischem 
Wege  finden ;  jeder  Punkt  der  Geraden  muss  nämlich  ein  Punkt 
der  Ebene  sein ,  es  ist  folglich  erlaubt ,  die  Werthe  von  y  und  z 
aus  Nr.  2)  in  Nr.  1)  zu  substituiren ,  die  letztere  Gleichung  erhält 
dadurch  die  Form 

{A  +  BB^  +  CC,)  x  +  Bh^  +  Cc,  =  D 
und  sie  muss  nun  für  a  1 1  e  o:  gelten ;  dies  ist  aber  nur  möglich  für 
•       7)  ^+ i?i?i  +  CC,  =0  und  i?6,  +  Cq=2>, 

welche  Bedingungen  mit  den  früheren  übereinstimmen. 

Hieran  knüpfen  sich  einige  Aufgaben ,  betreffend  die  Bestim- 
mung solcher  Ebenen ,  die  eine  oder  zwei  gegebene  Gerade  ent- 
halten sollen. 

a.  Ebene  durch  einen  Punkt  und  eine  gegebene 
Gerade.    Sind  /*,  gr ,  ä  die  Coordinaten  des  gegebenen  Punktes, 

8)  y  =  i?ia:  +  6i,         zz:=^C^x  +  c^ 
die  Gleichungen  der  gegebenen  Geraden,  endlich 

9)  A'x  +  B'y  +  C'z=l 

die  Gleichung  der  verlangten  Ebene ,  so  hat  man  zur  Bestimmung 
von  A\  B\  C  die  drei  Gleichungen 

A'f+B'g+C'h=:l, 
A'  +i?'Äi  +  C'Ci=0,         Ä'6, +  C'Ci  =  l 
aus  denen  jene  Unbekannten  leicht  zu  entwickeln  sind.     Etwas 
kürzer  ist  folgender  Weg;  man  subtrahirt  die  erste  der  Bedingungs- 
gleichungen von  der  Gleichung  der  Ebene  (Nr.  9),  dividirt  überall 
mit  A'  und  setzt  zur  Abkürzung 

j.  =  M,      j,  =  N, 

die  Gleichung  der  gesuchten  Ebene  ist  dann 
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10)  x—f+  Mit/—g)  +  N{z—h)^0. 

Durch  Division  mit  A'  ergiebt  sich  femer  aus  der  zweiten  Bedin- 
gung die  folgende 

i?iiR/+C,iV=  — 1; 
subtrahirt  man   endlich  die  erste   Bedingungsgleichung  von   der 
letzten  und  dividirt  wiederum  durch  A\  so  ist 

Die  letzten  zwei  Gleichungen  bestimmen  M  und  N;  nach  Weg- 
schaffung der  Brüche  erhält  man  aus  Nr.  10) 

^^)  \—{CJ+c,—h)(t/-^g)+iBJ+b,—g){z^h)  =  0 
als  Gleichung  der  gesuchten  Ebene.    Liegt  der  Punkt  fg  h  in  der 
gegebenen  Geraden ,  ist  also  gleichzeitig 

g  =  BJ+b,,         h^CJ+c, 
so  werden  die  beiden  für  M  und  N  angegebenen  Gleichungen  iden- 
tisch und  es  bleibt  daher  eine  dieser  Grössen  willkürlich ,  wie  es 
die  in  diesem  Falle  vorhandene  Unbestimmtheit  der  Aufgabe  er- 
fordert. 

ß.  Ebene  durch  zwei  Gerade.    Wenn  eine  Ebene,  deren 
Gleichung 

12)  A'x  +  B'y  +  C'zz=z\ 

heissen  möge ,  zwei  durch  die  Gleichungen 

f     y  =  B,x  +  h^,  z—C,x  +  c,, 

^^)  \    y=^B2X  +  b^,  z=zC^x  +  c^, 

gegebene  Gerade  in  sich  enthalten  soll,  so  müssen  die  Coefficien- 
ten  A\  B\  C  den  folgenden  vier  Gleichungen  genügen 
^'  +i?iJ5'  +  CiC'  =  0,         b^B'  +  c,C'^\, 
A'  +J5jÄ'  +  C,C  =0,         ft,i?'-f  c,C'  =  l. 
Man  kann  hier  zunächst  B*  und  C  aus  denjenigen  zwei  Gleichun- 
gen bestimmen ,  in  denen  A '  nicht  vorkommt  und  findet : 


die  beiden  übrigen  Gleichungen  liefern  nachher  zwei  Werthe  von 
A\  nämlich: 

^^^^B,(c,—c^)  —  C,(b^  —  b,) 
b^  Cj  —  ftj  Ci 

b^c^  —  b^c^ 
Da  A'  nur  einen  Werth  haben  kann,  so  ist  die  Aufgabe  unmög- 
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lieh,  wenn  die  beiden  für  A'  gefundenen  Ausdrücke  verscliieden 
sind ,  möglich  dagegen ,  sobald  jene  Ausdrücke  zusammenfallen. 
Das  Letztere  findet  statt  für 

^1  (^1  —  ^2)  —  0,  ib,  —  b,)  ^  ß,  {€,—€,)  —  C,  (ft,  — M 
oder 

14)  (ß.  -B.)  (r,  -r.)  ^  iC,-C,)  (ft,  — M 

d.  h.  wenn  die  Geraden  sich  entweder  schneiden  oder  parallel 
laufen.  Die  vorstehende  Bedingung  ist  identisch  mit  der  schon 
früher  (§.  8)  erwähnten,  nach  welcher  zwei  Gerade  in  einer  Ebene 
liegen  oder  nicht,  je  nach  dem  die  obige  Gleichung  erfüllt  oder 
nicht  erfüllt  ist.  Das  Bestehen  der  Gleichung  14)  vorausgesetzl, 
haben  wir  als  Gleichung  der  gesuchten  Ebene : 

15)  [B,{c,—c,)  -  C,  {b,  —  b2)]x—{€,—c^)y  +  {b,  —  b,)z 

=:=  b^C2  —  b^c^. 
Ist  ft,  c,  :r^  6,r, ,  was  geometrisch  bedeutet,  dass  die  Verbindungs- 
linie der  yz  -  Spuren  b^Ci  und  b^c^  durch  den  Coordinatenanfang 
geht,  so  verschwindet  die  rechte  Seite  der  obigen  Gleichung  und 
die  p]bene  beider  Geraden  geht  dann  gleichfalls  durch  den  An- 
fangspunkt der  Coordinaten. 

§.  18. 
Parallele  Lage  einer  Geraden  gegen  eine  Ebene. 

Wenn  eine  Ebene  und  ausserhalb  derselben  eine  Gerade  ge- 
geben sind,  so  kann  man  die  Frage,  ob  die  Gerade  die  Ebene 
schneidet  oder  ihr  parallel  ist,  dadurch  entscheiden,  dass  man 
durch  irgend  einen  Punkt  der  Ebene  eine  Parallele  zur  Geraden 
legt;  diese  Parallele  hat  mit  der  Ebene  entweder  nur  jenen  ein- 
zigen Punkt  oder  alle  Punkte  gemein ,  im  ersten  Falle  schneidet 
die  Gerade  die  Ebene ,  im  zweiten  Falle  ist  sie  ihr  parallel ,  weil 
sie  einer  in  der  Ebene  liegenden  Geraden  parallel  läuft.  Das  ge- 
nannte Kennzeichen  drücken  wir  auf  folgende  Weise  analytisch 
aus.    Die  Gleichung  der  Ebene  sei 

1)  Jx+  By+Cz  =  D, 
die  Gleichungen  der  Geraden  mögen  heissen 

2)  y  —  BiX  +  b^,         z=r=C,a;-f  r,; 

für  irgend  einen  Punkt  iroJ/o-o  <^er  gegebenen  Ebene  gilt  die  Glei- 
chung 

Axo  +  Byo+  Czo  =  D, 
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und  wenn  wir  sie  mit  der  Gleichung  I)  durch  Subtraction  verbin- 
den,  so  ist 

3)  A  Gr-.ro)  +  B  (y  —  y«)  +  C  {z—Zo)  =  0 

immer  noch  die  Gleichung  derselben  Ebene  nur  mit  der  Neben- 
bestimmung, dass  letztere  den  Punkt  o^Qi/f^ZQ  enthält.  Die  Glei- 
chungen einer  durch  diesen  Punkt  gehenden  Parallelen  zur  ge- 
gebenen Geraden  sind 

4)  y — yo~^i(^— ^o),         z  —  Zo^=Ci{x  —  oro) 

und  wenn  die  Parallele  ganz  in  der  Ebene  liegen  soll ,  so  müssen 
die  Coordinaten  jedes  ihrer  Punkte  sowohl  den  Gleichungen  4) 
als  der  Gleichung  3)  genügen ;  dies  giebt  für  jedes  beliebige  x 

{A  -f  BB,  +  CC,)  (x—cc^)  r.=  0 
was  nur  möglich  ist,  wenn  die  Gleichung 

5)  A-\'BB,  +  CC,=0 

statt  findet;  diese  ist  folglich  die  Bedingungsgleichung  für  die  pa- 
rallele Lage  der  Geraden  gegen  die  Ebene*). 

Hieran  knüpfen  sich  einige  Aufgaben  Über  die  Bestimmung 
einer  Ebene ,  welche  einer  oder  zwei  gegebenen  Geraden  parallel 
sein  soll. 

a.  Ebene  durch  zwei  Punkte  parallel  einer  Ge- 
raden. Die  gegebenen  Punkte  mögen  /*,  g^  A, ,  /iö'2^1  ^^^  ^i®  Glei- 
chungen der  gegebenen  Geraden 

6)  y  =  i?a:-f6,         z~-Cx  +  c 
heissen ;  die  Gleichung  der  gesuchten  Ebene  sei 

7)  Lx-^-  My+  Nz  =  \. 

Dass  die  Ebene  durch  jene  zwei  Punkte  geht,  wird  ausgedrückt 
durch  die  beiden  Gleichungen 

die  parallele  Lage  der  Ebene  und  der  Geraden  liefert  hierzu  noch 
die  Bedingung 

L  +  MB  +  NC  =  0, 


*)  Die  im  vorigen  Paragraphen  unter  Kr.  7)  verzeichneten  Bedingun- 
gen für  den  Fall ,  dass  die  Gerade  in  der  Ebene  liegt ,  erhalten  durch  das 
Obige  eine  sehr  einfache  Bedeutung.  Von  jenen  zwei  Bedingungsgleichun- 
gen sagt  nämlich  die  erste ,  dass  die  Gerade  der  Ebene  parallel  ist,  und  die 
zweite,  dass  die  y 2- Spur  der  Geraden  in  der  gleichnamigen  Spur  der  Ebene 
liegt,  dass  also  beide  Gebilde  einen  Punkt  gemein  haben;  diese  Bedingun- 
gen sind  zusammen  nur  von  einer  in  der  Ebene  enthaltenen  Geraden  erfüllt. 
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nnd  damit  hat  man  drei  Gleichangen  zur  Bestimmung  der  drei 
Unbekannten  L,  M  nnd  N.    Man  findet  für  sie  die  Wertfae 
g(*i— M  — g(gi— gt) 


L  — 


i9i—BA)  (Jh-Cf^)  —  {3t-Bfr)  {h,  —  Cf^Y 


8) 


-(A.-^)  +  C(/-.-A) 

y^  +(g.-g.)-g  (/•.-/-.) 

(ffi-Bfi)  (A.-C/i)  -(jfft—Bf,)  (Ä,  — C/-,) ' 
durch  Substitution   in  Nr.  7)    und  Wegschaffung  der  Brüche  er- 
giebt  sich 

[B{h,-h,)  —  C{g,-g,)]x 

=  {gi—Br,){h,-Cf,)  —  (g,-Bf,)(h,~Cr,) 
als  Gleichung  der  gesuchten  Ebene. 

ß.  Ebene  durch  eine  Gerade  parallel  einer  zwei- 
ten Geraden.  Die  beiden  gegebenen  Geraden  mögen  durch  die 
Gleichungen 

^)         \  y  =  B^x  +  b^,  z  =  C^x  +  c^, 

bestiiÄmt  sein ,  die  Gleichung  der  gesuchten  Ebene  heisse 

10)  Lx  +  My+  Nz=l. 

Soll  diese  Ebene  die  erste  Gerade  in  sich  enthalten,  so  müssen  die 
Bedingungen 

L+  B,M+  C,iV^=0,         b^M  +  c^N^l 
erfüllt  sein,  und  wenn  sie  ausserdem  der  zweiten  Geraden  parallel 
liegen  soll,  so  gehört  dazu 

L  +  B^M+C^N=0. 
Aus  diesen  drei  Gleichungen  ergeben  sich  für  die  Unbekannten 
X,  M,  N  die  Werthe 

^1  ^t ^2^ 


X  = 

N 


b,{C,  —  C,)  —  c,{ß,—B,y 

b,{C,  —  C,)-^c,{B,-B,y 
-{Bi-B,) 


b,(C,-C,)-c,{B,-B,y 
durch  Substitution  dieser  Ausdrücke  erhält  man  aus  Nr.  10) 

")      \  =b,{C,  —  C,)  —  c,{B^-B,) 

als  Gleichung  der  verlangten  Ebene. 
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y.    Ebene  durch  einen  Punkt  parallel  zwei  Gera- 
den.    Bezeichnen  wir  die  Coordinaten   des  gegebenen  Punktes 
mit  f,  g,  Ä,  die  Gleichungen  der  gegebenen  Geraden  und  der  ge- 
suchten Ebene  ganz  wie  vorhin,  so  haben  wir  zur  Bestimmung  der 
Unbekannten  Z,  M,  N  die  drei  Gleichungen 
Lf+Mg+Nh^l, 
L  +  B^M+C^N^O, 
L  +  B^M+C^N'-^O; 
die  Ermittelung  von  L^  M,  N  bietet  keine  Schwierigkeit  dar  und 
mag  unterbleiben ,  weil  sich  die  Rechnung  eleganter  auf  folgende 
Weise  führen  lässt..    Wir  ziehen  die  erste   Bedingungsgleichung 
von  der  Gleichung  der  Ebene  ab ,  dividiren  mit  L  und  setzen  zur 
Abkürzung 

z      ^'         z~^' 

die  Gleichung  der  Ebene  lautet  dann 

12)  a:  —  f+P(t/-g)  +  Q{z-h)  =  0. 

Die  übrigen  Bedingungsgleichungen  dividiren  wir  gleichfalls  mit 
L  und  haben  dann  zur  Bestimmung  von  P  und  Q  die  Gleichungen 

1+  B,P+C,0  =  0, 

1  +  B,P+C,Q  =  0', 
hieraus  ergeben  sich  die  Werthe 

P-—      ^i  —  ^i  n ^1  —  ^2 

B,C^—B^C,'      ^  B,C\-~B\C\' 

durch  Substitution  derselben  in  Nr.  12)  erhalten  wir  nach  Weg- 
schaffung der  Brüche 

13)  (B,C,—B,C,)  {x—n  +  {€,—€,)  (y-g)  —  (B,-B,)  (z-h)  =  0 
als  Gleichung  der  verlangten  Ebene. 


§.  19.        . 
Senkreehte  Lage  einer  Geraden  gegen  eine  Ebene. 
Wenn  eine  Ebene,  deren  Gleichung 

1)  Ax  +  By+  Cz  =  l) 
heissen  möge ,  normal  zu  einer  durch  die  Gleichungen 

2)  y^^B^x  +  bi,         z  =  CiX  +  Ci 
bestimmten  Geraden  liegen  soll,   so  müssen  die  Stellungswinkel 
der  Ebene  der  Eeihe  nach  dieselben  sein,  wie  die  Richtungswinkel 
der  Geraden ,  es  gelten  daher ,  wenn  die  vom  Coordinatenanfange 

Anal.  Geom.  II.  5 
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auf  die  Ebene  herabgelassene  Senkrechte  mit  p  und  die  Gerade 
mit  5i  bezeichnet  wrid ,  die  Gleichungen 

3)  cos(px)^=cos{s^x)^  co$(j)y)  =  cos(siy),  cos(pz)  =  cos{SiZ). 
Unter  Benutzung  der  schon  früher  gebrauchten  Abkürzungen 
cos{xy)=:y^         cos{xz)  =  ßj         cos  {t/z)  =  a, 

a*  =  l  +  2o/3y  — «*  — 13*  — y«, 
^=(1— a«)^  +  (l  — /3«)^+(l— y«)C« 

—  2  {et—  ßy)  B C  —  2  (ß—aY)AC  —  2  (y—  *x ß)  AB, 
D,\=  l  +  ^i*  +  C,'  +  2aB,C,  +  2ßC,  +  2yB, 
sind  die  Stellungswinkel  der  Ebene  durch  die  Formeln 

cos{px)  =  —,     cos{py)  =  —  ,     cos(pz)  =  —, 

und  die  Richtungswinkel  der  Geraden  durch  die  folgenden  Glei- 
chungen bestimmt: 

/      >       l  +  B,y  +  C,ß 

cos{stx)= -^ , 

,      X        B,+  y  +  C^a 

cos  (s,y)  = '- , 

/      X        C,  +  ß  +  B,a 

cos  {s,z)  =  -^ ^ '-  ; 

bildet  man  aus  diesen  Werthen  die  in  Nr.  3)  erwähnten  Gleichun- 
gen ,  so  kann  man  letztere  leicht  auf  folgende  Form  bringen : 
(I>,d^l  +  B,y+C,ß 
E  A 

^A  +  y+  fi«^  ^i  +  jS  +  ^i« 

B  C  ' 

und  sie  sind  die  analytischen  Bedingungen  für  die  gegenseitige 
senkrechte  Lage  der  Ebene  und  der  Geraden.  Zu  bemerken  ist 
übrigens,  dass  von  den  Gleichungen  3)  oder  den  damit  identischen 
drei  Gleichungen  in  Nr.  4)  bereits  zwei  ausreichen,  um  die  er- 
wähnte Lage  festzustellen ;  da  nämlich  die  Richtung  einer  Gera- 
den {p  oder  ^j)  schon  durch  zwei  Richtungswinkel  bestimmt  wird, 
so  ist  jede  der  Gleichungen  3)  eine  Folge  der  beiden  übrigen  und 
eben  desswegen  braucht  man  auch  von  den  Gleichungen  4)  nur 
zwei  beizubehalten.  Dies  geschieht  am  einfachsten  dadurch,  dass 
man  den  ersten  Quotienten  rechter  Hand  mit  den  beiden  übrigen 
Quotienten  vergleicht;  man  hat  so 

B  _B,  +  C,a  +  y  C  ^C,  +  B,a  +  ß 

^     A        l  +  ^,y+C,j3'         A        l  +  B,y+C,ß 


4) 
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oder  aach,  wenn  man  die  Brüche  wegschafTt  und  die  gleichartigen 
Grössen  vereinigt 

^)      I    {Aa  —  Cy)  B^  +  (A—  Cß)  C\  =C  —  Aß. 
Für  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  hat  man  einfacher 

7)  ^  =  B,,     ^^C^    oder  AB^  =  B,     AC.r^C, 
A  A 

Hieran  knüpfen  sich  die  folgenden  zwei  Aufgaben. 

a.  Durch  einen  gegebenen  Punkt  eine  Normal- 
ebene zu  einer  gegebenen  Geraden  zu  legen.  Die  Co- 
ordinaten  des  gegebenen  Punktes  mögen  /i  gf,  ä,  die  Gleichungen 
der  gegebenen  Geraden 

8)  y  =  ^,a:  +  6j,         2  =  C,a:  +  Cj 
sein ,  und  die  Gleichung  der  gesuchten  Ebene  heisse 

Ax  +  By  +  Cz=:D, 
Da  letztere  durch  den  Punkt  fgh  gehen  soll,  so  hat  man  erstlich 

At+  Bg+Ch  =  D 
und  durch  Subtraction  dieser  Gleichung  von  der  vorigen  ergiebt 
sich  nach  Division  mit  A 

9)  ''-f  +  7  {y-9)  +  ~  i'-h)  -  0; 

dies  ist  immer  noch  die  Gleichung  der  gesuchten  Ebene,  nur  unter 
Einrechnung  der  ersten  angegebenen  Bedingung.  Die  senkrechte 
Lage  der  Geraden  gegen  die  Ebene  verlangt  ferner  das  Statt- 
finden der   Gleichungen  5);  setzt  man  die  hierdurch  bestimmten 

B  C 

Werthe  von  —  und  —  in  die  Gleichung  9)  ein,  so  erhält  man  nach 

Wegschaffang  der  Brüche 

im    /  {}  +  B,y+C,ß){x-f) 

^^^    \^{B,  +  C,u  +  y){y-g)  +  {C,  +  B,a  +  ß){z-h)^0, 
und  einfaclier  bei  rechtwinkligen  Coordinaten 

11)  i^-f)  +  ^1  (y-^)  +  ^i  {z-h)  =  0 

als  Gleichiung  der  verlangten  Ebene. 

Die  hiermit  bestimmte  Ebene  schneidet  die  gegebene  Gerade 
in  einem  Punkte ,  dessen  Coordinaten  Xq^  t/o »  ^o  ^^^^  mittelst  der 
Bemerkung  finden  lassen,  dass  sie  den  Gleichungen  8)  und  10) 
gleichzeitig  genügen  müssen,  weil  der  Punkt  x^y^z^  sowohl  der 
Ebene  als  der  Geraden  angehört;  schreiben  wir  also  in  8)  und  10) 
^0»  yo>  ^0  ^ür  ar,  y,  z,  so  haben  wir  drei  Gleichungen  ersten  Gra- 

5* 
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des  zur  Bestimmung  der  gesuchten  Coordinaten.    Diese  Andeutung 
möge  genügen,  da  die  Rechnung  keine  Schwierigkeiten  darbietet. 
Endlich  bestimmt  sich  noch  die  Entfernung  der  Punkte  XqI/qZq  und 
fgh  mittelst  der  bekannten  Formel 
e«  =  (0^0-0«  +  (yo-gy  +  {zo-hy 

+  2{Xo—f)(yo—9)Y  +  ^{^o—f)  {zo—h)ß+fl{yo—9)  (^o-^)«, 
in  welche  man  die  auf  die  erwähnte  Weise  gefundenen  Werthe 
von  a?o ,  yo  ^^^  ^o  substituiren  kann. 

ß.  Senkrechte  von  einem  P.unkte  auf  eine  Gerade. 
Die  gegebene  Ebene  habe  zur  Gleichung 

12)  Ax  +  By+Cz=D, 

die  Coordinaten  des  gegebenen  Punktes  mögen  fy  g,  h  heissen 
und  durch  ihn  werde  senkrecht  zur  Ebene  eine  Gerade  gelegt, 
deren  Gleichungen  wir  mit 

13)  t/  =  BiX+  bi,  Z=:CiX  +  c^ 

bezeichnen.  Die  Bedingung ,  dass  diese  Gerade  durch  den  Punkt 
fgh  gehen  soll,  liefert  die  Gleichungen 

g=BJ+b„  h  =  CJ+c,, 

welche ,  mit  den  vorigen  verbunden, 

.  14)  y-g  =  B,{x-f),  Z  —  h  =  C,{x  —  f) 

als  Gleichungen  der  gesuchten  Normalen  geben.     Um  jdie  noch 
übrigen  Unbekannten  B^  und  C^  zu  bestimmen,  erinnern  wir  an 
die  Gleichungen  6) ,  welche  die  senkrechte  Lage  der  Geraden  ge- 
gen die  Ebene  ausdrücken ;  setzen  wir  zur  Abkürzung 
p=(l-a«)^  — (y-«/3)5  — (i5-ay)C, 

15)  \li={l-f)B-{a-ßy)C  -{y-aß)A, 
[«  =(I  -f)C-  iß-ay)  A  —  {a—ßy)  B, 

so  erhalten  wir  durch  Auflösung  der  Gleichungen  6)  die  Wertlie 
p  _  « 

mithin  sind  die  Gleichungen  der  verlangten  Normalen 

16)  y-g  =  ^{a:-f),  z-h  =  ^{x-f). 

Um  den  Durchschnitt  dieser  Geraden  mit  der  Ebene ,  d.  h. 
den  Fusspunkt  des. vom  Punkte  fgh  auf  die  Ebene  herabgelasse- 
nen Perpendikels  zu  finden ,  bemerken  wir ,  dass  die  Coordinaten 
jenes  Punktes,  welche  a:o ,  yo  >  ^o  heissen  mögen ,  den  Gleichungen 
12)  und  16)  zusammen  genügen  müssen;  durch  Auflösung  dersel- 
ben ergeben  sich  die  Werthe 
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17) 


Der  in  den  Quotienten  yorkommende  gemeinschaftliche  Nenner 
A^  +  B^  +  C€  ist  übrigens  einerlei  mit  der  anfangs  dieses  Pa- 
ragraphen erwähnten  Grösse  E*. 

Endlich  können  wir  noch  die  Entfernung  der  Punkte  fgh 
und  XoPoZo,  d.  h.  den  Abstand  des  Punktes  fgh  von  der  gegebenen 
Ebene  bestimmen ;  bezeichnen  wir  ihn  mit  q ,  so  ist 

^'=(^0— /)*  +  (yo— ^)*+(^o— Ä)* 

wo  noch  die  Werthe  von  Xo,  yo»  z^  aus  Nr.  17)  zu  substituiren 
sind.  Um  diese  Substitution  bequem  ausführen  zu  können,  setzen 
wir  zuerst,  wie  schon  erwähnt, 

A^+Bp  +  C€  =  E^, 
und 

D  —  {Af+Bg  +  Ch)  =  J', 
dies  giebt  bei  Absonderung  der  gemeinschaftlichen  Factoren 

q'  =  ^A^'+9'  +  ^  +  ^^9Y  +  ^^^ß+^P^^) 

wobei  für  den  Augenblick  der  Parentheseninhalt  2,  mithin  die 
Formel 

18)  ^=^,i: 

heissen  möge.  Wollte  man  nun,  wie  es  als  das  Nächstliegende  er- 
scheint ,  den  Ausdruck  H  dadurch  auf  seine  einfachste  Form  brin- 
gen, dass  man  die  Werthe  von  <5t,  |l,  tf  substituirte  und  die  gleich- 
artigen Grössen  vereinigte ,  so  würde  man  auf  eine  äusserst  weit- 
läufige Rechnung  eingehen  müssen,  welcher  sich  das  einfache 
Endresultat  nicht  leicht  absehen  Hesse.  Dagegen  führt  kurz  die 
Bemerkung  zum  Ziele ,  dstss  die  Grössen  E  und  H  zwar  von  Ä^  B^ 
C,  a,  j5,  y ,  nicht  aber  von  f^g^h  abhängig  sind ,  dass  sie  folglich 
für  eine  bestimmte  Ebene  dieselben  bleiben,  wo  auch  der  Punkt 
fgh  liegen  möge;  nehmen  wir  speciell  f=:g  =  h  =  0,  so  wird 
Jz=J)^  q^=p,  und  die  aus  Nr.  18)  entspringende  Gleichung 
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mnss  jetzt  mit  der  früheren  Gleichung  (§.  14,  Formel  12) 

übereinstimmen.  Die  Vergleichung  liefert  den  Werth  £=b^E^ 
und  aus  der  Formel  18)  ergiebt  sich  nun 

19)  ,=^^z(dI±ll±Mö. 

Mi 

Für  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  vereinfachen  sich 
alle  diese  Ergebnisse ;  die  Bedingungen  für  die  normale  Lage  der 
Geraden  gegen  die  Ebene  lauten  in  diesem  Falle 

und  bedeuten  geometrisch,  dass  die  Projectionen  der  Geraden 
senkrecht  auf  den  gleichnamigen  Spuren  der  Ebene  stehen ,  wie 
auch  aus  der  descriptiven  Geometrie  bekannt  ist;  die  Gleichungen 
der  Normalen  sind 

20)  y_j,  =  J(^_/'),        j-Ä^lcx-/-); 

die  Coordinaten  ihres  Durchschnittes  mit  der  Ebene : 
_         D-(Af+Bg  +  Ch) 

21)  \yo~9+ — jz^s^  +  c* — ^' 

•  _.  ,   I>-(Af+Bg+Ch)^ 
-•-*+        Z+F+C^       ^' 
und  der  Abstand  des  Punktes  von  der  Ebene: 

22)  ^D—(Af+Bg  +  Ch) 
^  J/J^  +  B^  +  C* 

Nehmen  wir,  wie  früher,  die  in  Nr.  19)  vorkommenden  Grössen 
ö  und  E,  welche  durch  Wurzelziehung  bestimmt  werden,  im  abso- 
luten Sinne  und  ebenso  die  in  Nr.  22)  vorkommende  Wurzel,  so 
ist  q  positiv  oder  negativ,  jenachdem  D  —  (Af+  Bg  -^  CK)  po- 
sitiv oder  negativ  ausfällt ;  das  Perpendikel  q  erhält  demnach  das 
positive  Vorzeichen,  wenn  sich  der  Punkt  fgh  auf  derselben  Seite 
der  Ebene  befindet,  wie  der  Coordinatenanfang,  das  negative  Zei- 
chen, wenn  fgh  und  der  Coordinatenanfang  zu  entgegengesetzten 
Seiten  der  Ebene  liegen. 
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y.  Die  im  vorigen  Abschnitte  entwickelten  Formeln  für  q  be- 
stimmen auch  den  gegenseitigen  Abstand  einer  Ebene  und 
einer  ihr  parallelen  Geraden.     Sind  nämlich 

y  =  B^x-\'h^,  z  —  C^x  +  c^, 

worin  B^  und  C^  der  Bedingung 

A  +  BB,  +  CC,  =  0 
genügen,   die  Gleichungen  der  parallelen  Geraden,  so  hat  man 
nur  festzusetzen,   dass  der  Punkt  fgh  dieser  Geraden  angehört, 
dass  also  die  Gleichungen 

g  =  BJ+b,,  h^CJ+c, 

statt  finden;  die  Entfernung  q  des  Punktes  von  der  Ebene  ist 
dann  einerlei  mit  dem  Abstände  der  Geraden  von  derselben  Ebene. 
Man  hat  nun  nach  Formel  19)  unter  Substitution  der  für  g  und  h 
angegebenen  Werthe 

^_B  —  [{A  +  BB,  +  CQf+Bb,  +  C€,]^ 

und  bei  Eücksicht  auf  die  parallele  Lage  der  Geraden  gegen  die 
Ebene 

23)  ^^i)-(^^  +  Co.)^ 

jS 
Bei  rechtwinkligen  Coordinaten  ist 

24)  _I>-(Bb,  +  Cc,) 

Die  Vorzeichen  von  q  befolgen  selbstverständlich  dieselbe  Regel 
wie  vorhin. 

§.  20. 
Beliebige  Lage  einer  Geraden  gegen  eine  Ebene. 

Eine  Ebene,  deren  Gleichung 

1)  Ax  +  By^Cz^==D 

sein  möge ,  hat  mit  einer  durch  die  Gleichungen 

2)  y=:BiX  +  bi,  z  =  C^x  +  c 
dargestellten  Geraden  im  Allgemeinen  einen  Punkt ,  den  Durch- 
schnitt beider  Gebilde ,  gemein ;  die  Coordinaten  Xq,  yo^  ^o  dessel- 
ben ergeben  sich  aus  der  Bemerkung,  dass  sie  den  Gleichungen  1) 
und  2)  zusammen  genügen  müssen ,  schreibt  man  also  in  letzteren 
^0?  yo»  ^0  ^^^  ^>  y>  ^>  ß^  ^**  ^^^  ^^^^  Gleichungen  zur  Bestimmung 
der  Unbekannten.  Man  findet  hiernach  für  die  Coordinaten  des 
Durchschnittspunktes  die  Werthe 
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3) 


yo^= 


2^0  ^= 


~  A  +  BB^+CC,' 

Ab^  +  C(hy  Ct  —  q  B,)  +  DB, 

A+BB,  +  CC^ 
Ac,  +  B  (c,  fij  — ftj  C,)  +  BC^ 


A  +  BB^  +  CC^ 

Im  Allgemeinen  sind  diese  Ausdrücke  endliche  Grössen ,  sie  kön- 
nen aber  unter  Umständen  unendlich  oder  unbestimmt  werden. 
Ist  erstens  der  gemeinschaftliche  Nenner  der  obigen  Brüche  gleich 
Null,  ohne  dass  aber  einer  der  Zähler  verschwindet ,  so  wird  jede 
der  Coordinaten  ä^q  ,  yo »  ^o  unendlich  gross ,  die  Gerade  hat  dann 
mit  der  Ebene  nur  einen  unendlich  entfernten  Punkt  gemein,  d.  h. 
sie  ist  ihr  parallel  (vergl.  §.  18);  verschwinden  der  Nenner  und 
alle  Zähler  der  vorigen  Brüche  gleichzeitig ,  so  erhalten  a^o ,  y© » *o 


die  unbestimmte  Form  — ,  d. 
0 


h.  jeder  Punkt  der  Geraden  ist  ein 


Punkt  der  Ebene  (vergl.  §.  17). 

Um  zweitens  den  Neigungswinkel  der  Geraden  gegen  die 
Ebene  zu  bestimmen,  denken  wir  uns  in  dem  Durchschnittspunkte 
-Po  beider  Gebilde  eine  Normale  Pq  T  auf  der  Ebene  errichtet;  der 
Neigungswinkel,  welcher  o  heissen  möge,  ist  dann  das  Complement 

des  Winkels  SPqT  zwischen  der  Gera- 
den und  der  Normalen,  mithin  sin  o 
=^  cos  SPqT,  Da  femer  die  Normale 
PqT  parallel  zu  der  Entfernung  der 
Ebene  vom  Coordinatenanfang  liegt,  so 
können  wir  L  SPqT  auch  als  den  Win- 
kel zwischen  OQ^=p  und  der  Geraden 
PqS=s  bezeichnen,  mithin 
y^  4)       sin  o  =  cos  {p  s) 

setzen.     Der  Winkel  (ps)   lässt  sich  als  Winkel  zwischen  zwei 
Vectoren  betrachten,    wenn  man  durch  den   Coordinatenanfang 
eine  Gerade  Si//s  zieht,  man  hat  dann  nach  Formel  5)  in  §.  5 
sin  <o  =  cos  {p  Si) 

=i  {(1 -«*)ll.  +  0 -l?)'?'?.  +  (1- /)f  & 

(a-ßy)  iv<:i+Vii)~{ß-«y)  (I&+Ii0 


5)^ 


d' 


und  zwar  ist  dabei 
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d*=l  +  2üfi5y  — o«— /J»-y*, 

6)  J  ^==zcos{px),       ri^='Cos{py),       i=cos{pz), 
li  =  ^0^  (*i  oc),       1^1  =  cos  (*,  y) ,       fj  ^  -  CO*  («j  2). 
Die  Werthe  der  hier  vorkommenden  Cosinus  sind  unmittelbar  be- 
kannt; nach  Nr.  12)  in  §.  14  hat  man 

t  —  dl  —il  y~91 

wo  i  die  obige  Bedeutung  hat  und 

'>>   I        — 2(a  — /?y)i9C— 2(/3  — ay)^C— 2(y  — aj3)^^ 
ist,  ferner  hat  man  nach  §.  6  Nr.  7) 


^^=  A 


und  darin 

8)      D,^  =  l+B*  +  C^^+2aBiC^  +  2yB,  +  ^ßC,. 
Substituirt  man  die  für  |,  i;,  f,  Jn  ^i  >  &   angegebenen  Werthe  in 
die  Formel  5)  und  fasst  die  gleichartigen  Glieder  zusammen,  so 
findet  man,  dass  die  Coefficienten  von 

AB^,     ACi,     BC^,     CB^,     B,     C 
verschwinden  und  dass  folgender  Ausdruck  übrig  bleibt : 


CCi 


{i-/-«(«-^y)-^(^-«y)}- 


■   6ED^ 
Der  Inhalt  jeder  der  drei  Parenthesen  ist  derselbe ,  nämlich 

l  +  2a/5y  — a*— (5«  — y*  =  ä*, 
die  obige  Formel  wird  daher  zur  folgenden 

Ä-^-  BB.  +  CC^  ^ 

^)  ^"^  =  -        ed7      ^' 

Als  specielle  Fälle  hiervon  ergeben  sich  die  Neigungswinkel  der 
Geraden  gegen  die  Coordinatenebenen;  sind  nämlich  oo,,  ooy,  w, 
die  Neigungswinkel  der  Geraden  gegen  die  Ebenen  yz,  xz,  xy, 
so  ist  im  ersten  Falle  ^  =  1,  ^  =  0,  C=0,  im  zweiten  ^  =  0, 
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j9=l,  C=0  und  im  dritten  .^  =  0,  ^  =  0,  C=  1,  man  erhält 
mittelst  dieser  Special  isirungen 


10) 


stn  w. 


D,j/T- 


stn  w. 


C,d 


A/l  — 13*' 


Bei  rechtwinkligen  Coordinaten  ist  einfacher 


11) 


12) 


Stn  0)=^ 


1 

sin  CO,  = 


stn  CO« 


5f«  CO,  = 


yi  +  Bj+c? 

Vl  +  B^  +  C^' 


jn  +  W+c} 

§.  21. 
Parallele  Lage  zweier  Ebenen. 

Aus  dem  bekannten  Satze,  dass  zwei  Ebenen  parallel  sind, 
wenn  sie  auf  einer  und  derselben  Geraden  senkrecht  stehen ,  folgt 
augenblicklich,  dass  Parallelebenen  als  Ebenen  von  gleicher  Stel- 
lung bezeichnet  werden  können.    Sind  nun 

1)  Äx-\'  By\'  Cz=iD, 

2)  A,x-\'B,y+C,z  =  D, 

die  Gleichungen  zweier  Ebenen  und  p ,  p^  deren  Abstände  vom 
Coordinatenanfang ,  so  wird  die  Bedingung  des  Parallelismus  die- 
ser Ebenen  durch  die  Gleichungen 

3)  L{px)=L(p,x),    L{py)  =  L{p,y),    L{pz)  =  L(p,z) 
ausgedrückt,  von  denen  übrigens  nur  zwei  nothwendig  sind,  weil 
zwei  Stellungswinkel  den  dritten  bestimmen.     Zufolge  der  For- 
meln 12)  in  §.  14  ist  weiter 

^      ^       A8  ,     .        Bö  .     .        C^ 

cos  (px)  =  —,    cos  {py)  =  —,    cos  {pz)  =  —, 


cos  {p,  a:)  =r  -1- ,     cos  (/>,  y)  =  -^ ,    cos  {p,  z)  = 
mithin  durch  Verbindung  mit  den  Gleichungen  3) 

Ai       Bi       Cj       £i 
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von  diesen  drei  Gleichungen  brauchen  wir  vermöge  der  vorherigen 
Bemerkung  nur  zwei  beizubehalten ,  demnach  sind  die  Bedingun- 
gen für  die  parallele  Lage  der  in  Rede  stehenden  Ebenen 

4^  di—^  —  E 

Auch  ohne  Kenntniss  der  Stellungswinkel  kann  man   zu  diesen 

Gleichungen  gelangen,  wenn  man  sich  an  den  Satz  erinnert,  dass 

zwei  Ebenen  parallel  liegen,   sobald   die  gleichnamigen   Spuren 

derselben  parallel  sind.    Zur  parallelen  Lage  der  xy- Spuren 

Ax  +  By^=r=D    und    AiX+  B^y^B^ 

gehört  nun  die  Bedingung 

A        A^     .      A        B 
-—  =  —  oder  —.  =  — , 
B        JDj  A^        jöj 

der  Parallelismus  der  a:z- Spuren 

Ax  •{-  Cz  =  B    und    A^x  +  C\z^^  i>, 

verlangt  ferner  das  Stattfinden  der  Gleichung 

d—dl    A      —  —  ^. 

mit  der  vorhergehenden  Bedingung  zusammen  giebt  dies  wieder 
die  in  Nr.  4)  verzeichneten  Gleichungen. 

Der  Abstand  q  der  beiden  Parallelebenen  ist  =p — p, 
oder  =p  +  Pij  jenachdem  die  Ebenen  auf  derselben  oder  auf 
entgegengesetzten  Seiten  vom  Coordinatenanfang  liegen;  nach 
Formel  12)  in  §.  14  erhalten  wir 

wobei  die  Vorzeichen  den  beiden  erwähnten  Lagen  entsprechen. 

Diese  Betrachtungen  führen  zur  Lösung  der  Aufgabe :  durch 
einen  gegebenen  Punkt  eine  Ebene  parallel  einer 
gegebenen  Ebene  zu  legen.  Nennen  wir  /",  g^  h  die  Co- 
ordinaten  des  gegebenen  Punktes 

Ax+  By+  Cz=B 
die  Gleichung  der  gegebenen ,  und 

6)  Ax  +  B,y+C,z  =  B^ 

die  der  gesuchten  Ebene ,  so  muss  erstens 

sein.  Wir  ziehen  diese  Gleichung  von  der  vorhergehenden  ab  und 
dividiren  den  Rest  durch  Ai ;  das  Ergebniss 
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7)  ;r-/+^(y-^)  +  |(z_Ä)  =  0 

ist  noch  immer  die  Gleichung  der  verlangten  Ebene  mit  Einschluss 
der  Bedingung,  dass  sie  durch  den  Punkt  fgh  geht.  Zur  parallelen 
Lage  beider  Ebenen  gehören  weiter  die  Gleichungen  4) ,  aus  de- 
nen folgt 

B^        B        ^  Cj        C 
— ^  =  —  und  —  =  — : 
A^        A  A,       Ä' 

nach  Substitution  dieser  Werthe  und  Multiplication  mit  A  ergiebt 

sich  aus  Nr.  7) 

8)  A{oc—f)  +  B{y—g)  +  C{z--h)=0 

als  Gleichung  der  verlangten  Parallelebene.  Ihr  Abstand  von  der 
gegebenen  Ebene  ist  einerlei  mit  der  Entfernung  des  Punktes  fgh 
von  derselben  Ebene. 


§.  22. 
Senkrechte  Lage  zweier  Ebenen. 
Lässt  man  von  irgend  einem  Punkte  P,  einer  Ebene  Äj  eine 
Senkrechte  p  auf  eine  andere  Ebene  <  herab ,  so  liegt  p  entweder 
in  der  Ebene  Äj  selbst  oder  schneidet  €;  im  ersten  Falle  sind  die 
beiden  Ebenen  senkrecht  zu  einander,  im  zweiten  nicht.  Um  die- 
ses geometrische  Kennzeichen  analytisch  auszudrücken ,  bezeich- 
nen wir  mit 

1)  Ax+  By  +  Cz=l) 
die  Gleichung  der  Ebene  €,  mit 

2)  A,x  +  B,y  +  C,z  =  I>, 

die  der  Ebene  Ä^ ,  und  mit  a^i ,  yi ,  Zj  die  Coordinaten  eines  der 
letzteren  Ebene  angehörigen  Punktes ,  für  welchen  also  die  Glei- 
chung 

3)  ^i^i  +  ^iyi  +  ^i^i  =  A 

besteht.  Nach  §.  19  Formel  16)  sind  die  Gleichungen  einer  vom 
Punkte  x^  y^  z^  auf  die  Ebene  <  herabgelassenen  Senkrechten 

wobei  zur  Abkürzung  gesetzt  war 

<Sl=(l-«»)^-(y-«|S)5-(/J-«y)C, 
?  =  (1  - /?)  Ä  -  (« - /Jy)  C  -  (y- «/3) ^, 
€  =  {l-f)C-{ß-ay)A-{a^ßY)B; 
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soll  nun  das  erwähnte  Perpendikel  in  der  Ebene  tf ,  enthalten  sein, 
so  gehören  dazu  die  Bedingungen 

B  c 

^1  (  yi  —  1^  ^i)  +  ^1  y^i  —  ^  ^1 J  =^  A. 

Von  diesen  Gleichungen  ist  die  zweite  Überflüssig,  weil  sie  sich 
aus  den  Gleichungen  3)  und  4)  ergiebt ,  wenn  man  die  letztere  mit 
Xi  multiplicirt  und  von  der  ersteren  abzieht;  zu  dem  nämlichen 
Resultate  fiihrt  auch  die  geometrische  Bemerkung,  dass  p  mit  Äj 
bereits  den  Punkt  o:,  yj  z,  gemein  hat,  ajso  nur  noch  parallel  mit  €| 
zu  sein  braucht,  um  ganz  in  diese  Ebene  zu  fallen.  Als  Bedingung 
für  die  senkrechte  Lage  der  beiden  Ebenen  bleibt  demnach  die 
eine  Gleichung  4)  oder 

5)  ^A,  +  pB,+€C^=0. 

Will  man  die  abgekürzten  Zeichen  <5t ,  §1 ,  €  vermeiden ,  so  ist  zu 
schreiben 

(\—a')AA^  +  {l—P)BB,  +  (1— y*)  CC, 

e>)  i  _(^y^„ß^jB,+A,B) 

=  0. 

Für  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  wird  ^  =  A,  pz=B, 
€=C,  mithin 

7)  AA^  +  BB,  +  CCi=0. 
Hieran  knüpfen  sich  folgende  Aufgaben. 

a.  Durch  zwei  gegebene  Punkte  eine  Normalebene 
zu  einer  gegebenen  Ebene  zu  legen.  Nennen  wir/*,,  ^, ,  ä„ 
fi)9ti  ^i  ^^®  Coordinaten  der  gegebenen  Punkte, 

Ax  +  By  +  Cz^=B 
die  Gleichung  der  gegebenen  und 

8)  Lx  +  My  +  Nz  =  \ 

die  der  gesuchten  Ebene ,  so  haben  wir  erstens ,  weil  die  Punkte 
fiQihi  und  fzQt^i  in  dieser  Ebene  liegen  sollen, 

und  wegen  der  senkrechten  Lage  der  beiden  Ebenen 

10)  ^L  +  pM+€N=0. 

Die  Bestimmung  der  Unbekannten  Z,  M,  N  erfordert  nun  die  Auf- 
lösung der  drei  Gleichungen  9)  und  10),  was  weiter  keine  Schwie- 
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rigkeit  hat.    Nach  Substitution  der  für  Z ,  M  und  N  gefundenen 
Werthe  kann  man  die  Gleichung  8)  auf  folgende  Form  bringen: 

Ist  das  Coordinatensystem  rechtwinklig ,  so  hat  man  nur  J^  B,  C 
für  <5t,  |J,  €  zu  schreiben. 

Die  beiden  Ebenen  schneiden  sich  in  einer  Geraden,  von  wel- 
cher alle  Punkte  beiden  Ebenen  gleichzeitig  angehören;  sind  also 
a;,  y,  2  die  Coordinaten  irgend  eines  Punktes  der  Durchschnitts- 
linie ,  so  müssen  diese  den  .Gleichungen 

Ax+  By  +  Cz=zD 
Fx  +  Gy+  Hz=£: 
zusammen  genügen ,  wobei  die  zweite  Gleichung  nur  eine  abge- 
kürzte Schreibweise  der  Gleichung  11)  sein  soll.  Die  Gleichungen 
der  Projectionen  der  Durchschnittslinie  finden  sich,  wenn  man  aus 
den  vorstehenden  Gleichungen  einmal  z  und  das  andere  Mal  y 
eliminirt;  sie  lauten 

J  {CF—AH)x  +  {CG  —  BH)y^CK—DH, 
^^)     I  IbF—AG)x  +  (BH~CG)z  =  BK—I>G. 
Auch  die  Richtungswinkel  dieser  Geraden  können  leicht  mit- 
telst der  Formeln  7)  in  §.  6  vermittelt  werden ,  sobald  man  den 
Gleichungen  12)  die  gewöhnliche  Form  der  Gleichungen  einer  Ge- 
raden ertheilt. 

ß.  Durch  eine  gegebene  Gerade  eine  Normalebene 
zu  einer  gegebenen  Ebene  zu  legen.  Die  Gleichungen 
der  gegebenen  Ebene,  der  Geraden  und  der  gesuchten  Ebene  mö- 
gen der  Reihe  nach  sein 

Ax+  By  +  Cz  =  D, 

y  =  B^x+  b^,  Z  =  CiX+  c^, 

Lx  +  My  +  Nz-^]; 

da  die  letztere  Ebene  die  Gerade  in  sich  enthalten  soll,  so  müssen 

zunächst  die  Bedingungen 

13)  L  +  B^M+C^N^O,  b,M+c,N=:l 
erfüllt  sein;  hierzu  kommt  als  Bedingungsgleichung  für  die  senk- 
rechte Lage  beider  Ebenen  gegen  einander : 

14)  ^L  +  pM+€N=:=0, 

Die  Gleichungen  13)  und  14)  bestimmen  die  Werthe  von  Z,  M  und 
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N,  nacR  Substitution  derselben  ergiebt  sich  als  Gleichung  der  ge- 
suchten Ebene : 

bei  rechtwinkligen  Coordinaten  wird  <5t  =  ^,  §1  -  -  i9,  C  =rr:  6'. 

Den  Durchschnitt  der  neuen  Ebene  mit  der  gegebenen  Ebene 
kann  man  auf  gleiche  Weise  wie  bei  der  vorigen  Aufgabe  ermit- 
teln; man  erhält  dann  die  Gleichungen  der  rechtwinkligen  Pro- 
jection  einer  gegebenen  Geraden  auf  eine  bestimmte  Ebene. 

y.  Durch  einen  gegebenen  Punkt  eine  Ebene  zu 
legen,  welche  einer  bestimmten  Geraden  parallel 
und  senkrecht  zu  einer  vorgeschriebenen  Ebene  ist. 
Die  Coordinaten  des  gegebenen  Punktes  mögen  /",  g,  h  heissen,  die 
Gleichungen  der  Geraden  und  der  Ebene  seien 

Ax  +  By+  Cz  =  I), 
endlich  bezeichne 

16)  Lx  +  My  +  Nz==\ 

die  Gleichung  der  gesuchten  Ebene.  Die  Bedingung,  dass  letztere 
den  Punkt  fgh  enthalten  soll,  wird  ausgedrückt  durch  die  Gleichung 

Lf+Mg  +  Nh^\', 
wir  ziehen  dieselbe  von  Nr.  16)  ab,  dividiren  mit  L  und  setzen 

-  =  i>,    ^  =  0;  es  bleibt 

17)  x  —  f-\'P{y—g)  +  Q{z—h)  =  {i 

und  dies  ist  immer  noch  die  Gleichung  der  verlangten  Ebene.  Die 
senkrechte  Lage  derselben  gegen ,  die  gegebene  Ebene  und  ihr 
Parallelismus  zur  gegebenen  Geraden  geben  die  weiteren  Glei- 
chungen 

^L  +  ili»f  +  «JV=0,         L  -I^ATIf  +  Cii\r=o, 
die  wir  gleichfalls  durch  L  dividiren.    Wir  haben  jetzt 
|li>+«ö  =  — ^,         B,P+C,Q^—h 
hieraus  finden  sich  P  und  jP,  durch  deren  Substitution  in  Nr.  17) 
die  Gleichung  der  verlangten  Ebene  zum  Vorschein  kommt,  nämlich 
18)  {^C,-HB,){x-f)-{SiC,-€) {y-g)-\-{S<B,-f){z-h)==Q. 
Eür  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  gehen ,  wie  bisher ,  <5t, 
|J,  «  in  Ä,  B,C  über. 

Der  Durchschnitt  der  neuen  mit  der  gegebenen  Ebene  kann 
wie  bei  den  vorigen  Aufgaben  bestimmt  werden. 
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§.  23. 
Ebenen  in  beliebigen  Lagen  zu  einander. 
Zwei  beliebige  durch  die  Gleichungen 

1)  Ax  +  By+  Cz  —  B, 

2)  A,x  +  B,y+C^z  =  I)i 

repräsentirte  Ebenen  haben  im  Allgemeinen  einen  geradlinigen 
Durchschnitt,  ftir  dessen  Punkte  jede  der  obigen  Gleichungen  gilt; 
versteht  man  demnach  unter  x,  y  und  z  in  beiden  Gleichungen 
Dasselbe ,  so  sind  letztere  die  Gleichungen  der  Durch schnittslinie 
selber.  Die  Gleichungen  ihrer  Projectionen  finden  sich  hieraus, 
wenn  man  einmal  z,  das  andere  Mal  t/  eliminirt;  sie  lauten 
f  (AC,  —  A,C)x+(BC,—B,C)y==DC,  —  I>,C, 

3)  I  {aB^—A^B)x  +  {CB,  —  C,B)z—DB^—D^B. 
Dasselbe  Resultat  kann  man  auch  durch  die  geometrische  Bemer- 
kung finden,  dass  die  Spuren  der  Durchschnittslinie  die  Durch- 
schnitte von  den  gleichnamigen  Spuren  der  beiden  Ebenen  sein 
müssen. 

Was  zweitens  den  Neigungswinkel  S  der  beiden  Ebenen  an- 
belangt, so  ist  derselbe  einerlei  mit  dem  Winkel  zwischen  den 
Senkrechten  p  und  jOj ,  welche  vom  Anfangspunkte  der  Coordi- 
naten  auf  die  Ebenen  herabgelassen  werden  können ;  bezeichnen 
wir,  wie  früher,  die  Cosinus  der  Coordinatenwinkel  yz,  xz^  xy 
mit  a,  /?,  y  und  die  Cosinus  der  Winkel  (pa:),  (py),  (p«),  (Pi^)) 
(Pi2/),  {PiZ)  der  Reihe  nach  mit  |,  i^,  f,  |i,  i?i,  &,  so  erhalten  wir 
cos  &  =  cos  {pPi)  mittelst  der  Formel  5)  in  §.  5,  nämlich 

worin  ä*  seine  gewöhnliche  durch  die  Formel 

angegebene  Bedeutung  hat.  In  die  obige  Gleichung  haben  wir 
noch  die  Werthe  der  sechs  Cosinus  J,  iy . . .  fj  zu  substituiren,  diese 
sind  nach  Nr.  12)  in  §.  14 

t  —  dl  -^^         y—91' 

^~  E  '       ^^  E'        ^~  E' 

y  _A^  _^id         y_Cid 

5l "77*")         Vi "TT"?  bl "ir-> 

XS|  jEV|  JL^ 

worin 
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£' =  (1  — o»)  ^  +  (1  - /P)  fi»  +  (1  — y«)  C« 

—  2{a—ßy)BC-2{ß—ay)AC—1{Y—aß)AB, 

—  2(a-/Jy)i?,C,— 2(/S-oy)^,6'.  — 2(y-a/J)^.2?,; 
bezeichneil  wir  dabei  zur  AbI(Urzuug  wie  folgt 

F*=z{l  —  a*)AA^  +  {l—ß^)BB;  +  (l—/)CC\ 

-  {«-ßy)  {BC\+ß,C)-{ß—aY)  (AC,+A,C)-(y-aß)  {AB,+A,B), 
10  gelangen  wir  zu  dem  Endresultate 

4)  -®  =  5- 

Für  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  erhalt  die  Formel  die 
einfachere  Gestalt 

o)  cos  ö  =     , 

j/{^+B*-\-C*){A*-\-B*  +  C*) 

ins  Nr.  4)  ergeben  sich  die  früheren  Formeln  für  die  Cosinus  der 
STeigungswinkel  der  ersten  Ebene  gegen  die  Coordinatenebenen, 
¥enn  man  die  zweite  Ebene  der  Reihe  nach  mit  jeder  der  Co- 
)rdinatenebenen  zusammenfallen  lässt.  Als  Bedingung  für  die  senk- 
rechte Lage  der  Ebenen  gegen  einander  erhält  man  aus  Nr.  4)  F*=:0 
ibereinstimmend  mit  der  Gleichung  6)  im  vorigen  Paragraphen. 

Noch  wollen  wir  kurz  die  verschiedenen  gegenseitigen  Lagen 
iron  drei  Ebenen  erörtern;  letztere  mögen  kurz  tfi,  tff)  ^s  heissen 
md  durch  die  Gleichungen 

Azx+  B^y+C^z^D^, 
gegeben  sein.    Im  Allgemeinen  schneidet  jede  dieser  Ebenen  die 
jeiden  anderen  und  es  bezeichne  g^  den  Durchschnitt  von  tf,  und 
^s>  9t  ^^^  ^0^  ^1  ^i^d  Cs,   endlich  g^  den  von  tf^  und  tf,;  die 
Tleichungen  dieser  drei  Geraden  sind 

{A^C,~A,C,)x  +  {B^C,—  B,C,)y=D^C,—D,CA 

(a^b,^a,b;)x+  {c,b,—c,b,)2=jD,b,—d,b,j  ^^'^ 

{A,C,  -A,C,)x+{B,C,  —  B,C,)y^D,C,—D,CA 
{A,B,-A,B,)x  +  {C,B,  —  C,B,)jz=I),B,-I),B,j^^'^ 
{A,C,  —  A,C,)x  +  (B,C,—  B,C,)y=B,C,  —  I),cA 
{A,B^-A^B,)x  +  {C,B^  —  C^B,)z=D,B,^D^B,]y^^) 
erner  schneiden  sich  diese  drei  Geraden,  wie  die  Ebenen  selbst, 
n  einem  Punkte  x^y^z^^   dessen  Coordinaten  allen  vorhandenen 
xleichungen  genügen ;  man  findet  hieraus : 

Anal.  Geom.  II.  ,  6 
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'       A,{B,C,-B,C,)  +A,{B,C,-B,C,)  +  M^i(^f-^^Q' 
^MCf^z—C,A)  +  l>t(C,A  —  C,J,)  +  I),{C,A,—C,A,) 
.     ^°       B,(C^A,  —  C,A,)  +  B,{C,A,-C,A,)  +  B,{C,A,—C,A,r 
^D,{A,B,—A,B,)+D,{A,B,—AB,)+I),{A,B,-AM 
^'       C,iA,B,-A,B,)  +C,{A,B,—A,B,)  +  C,{A,B,—AM' 
Die  Nenner  dieser  Brüche  sind  identisch  und  nur  in  drei  versehie- 
denen  Formen  dargestellt  worden,  um  den  symmetrischen  Bau  der 
Gleichungen  hervortreten  zu  lassen;   zur  Abkürzung  stellen  wir 
die'  letzteren  Formeln  in  folgender  Weise  dar : 

_Ao  _B^  _  Co 

^0  jy  )  I/o  jy   )  ^0  2^« 

Ausser  dem  besprochenen  allgemeinen  Falle  können  nun  fol- 
gende vier  specielle  Fälle  vorkommen. 

Sind  alle  drei  Ebenen  parallel,  so  hat  man 

A,:B^:C^  =  A^:  5,  :  (7,  =  ^,  :  ^,  :  C, 
folglich 

Bf C,  B^ Cj  B^        C| 

]5,  — C,'         B,~C,'         B,~Cf 
oder  * 

Bf  Cf  —  B^  Cf  =  -^8  ^1  —  -Bi  Cf  =  B^  C^  —  B^  C^  =  0 ; 
in  diesem  Falle  verschwindet  der  gemeinschaftliche  Nenner  N  und 
es  wird  o^o  =  QC,  ^o  ==  0©»  ^o  =  0©- 

Sind  nur  zwei  Ebenen  parallel,  etwa  tfj  ||  €,,  so  erhalten  die 
Quotienten 

^  Pt  ^ 

A         ^i         ^i 

einen  gemeinschaftlichen  Werth,  den  wir  x  nennen  wollen;  die 
Substitution  ^2  =  *^i  >  ^t  =  x  ^t  >  C,  =  xCj  verwandelt  die  Glei- 
chungen ftir  Qi  in  die  folgenden 

(A,C,  -  A,C,)x  +  {B,C,—B,C,)t/=  i  DtC^  —  D.C^, 

{A,Bf—A,B^)x  +  {C^B,  —  C^B,)z  =  ^BfB^—BfBr, 

ihr  Vergleich  mit  den  für  g^  geltenden  Gleichungen  zeigt ,  dass  <i 
und  ^2  von  tfs  ^^  ^^^  parallelen  Geraden  Qi  und  g^  geschnitten 
werden.  Mittelst  derselben  Substitution  ergiebt  sich  gleichzeitig 
iV=  0,  also  Xq  ==  00,  yo  =  <»,  z^  =  00. 


—    83    — 

Ist  nur  iV  =  0,  ohne  dass  irgend  zwei  der  drei  Ebenen  pa- 
rallel liegen,  so  finden  gleichzeitig  die  folgenden  Beziehungen  statt 


7) 


^t  ^8 *'8  ^t  •  -^8  ^1 -^1  ^8  ^1  ^t ^t  ^i 

Af  B^ — A^  Bf         ^8^1 — -^1^8         -^t  ^t — -^2  ^1 


i?t  ^8 ^8  ^1  ^8  ^1 ^1  ^8  ^1  ^1 ^t  ^l 

man  erkennt  hieraus ,  dass  sieh  die  Ebenen  in  drei  parallelen  Ge- 
raden schneiden;  zugleich  ist  oTp  =  oo,  yo  =  Q"^»  Zp  =  qo. 

Wenn  keiü  Pfcar  der  Ebenen  parallel  liegt,  wenn  fferüer  iV=0 
ist  und  einer  der  Zähler  Aq,  Bq,  Cq,  etwa  Aq  verschwindet,  so 
gelten  erstens  wieder  die  Gleichungen  6)  und  7);  aus  der  Glei- 
chung ^0  =  0  folgt  weiter 

DfC,—D,Cf  ^  D,C,—D,C,  ^  D,Cf—DfC,,^ 
Bf  C3  —  o  j  Cf        B^  Cj  —  Ä,  C3        i»|  Cf  —  Bf  Cj 
und  wenn  man  diese  Beziehungen  durch  die  Gleichungen  6)  und 
7)  dividirt 

DfCf—D^Cf  _  DfC^—D^Cf  _  D^Cf  —  DfCi 
Af  Cs  —  A^  Cf  A^  C|  —  A^  Cf  -'^i  ^t  —  -^  ^i 
DfC^—D^Cf  ^  DfC^—D^C^_  D^Cf—DfC, 
Af  B^  —  A^  Bf  Af  F|  — A^  Bf  A^  Bf  — Af  B^ 
d.  h.  nach  gehöriger  Reduction  ^0  =  0  und  Cq  =  0.  Sehreibt  man 
endlieh  statt  der  ersten  Gleichung  ^0  =  ^ 

I>fBf^D,Bf^DfB,  —  D,Bf^D,Bf  —  DfB, 
Cf  B^  —  Cj  Bf  Cf  Bi  —  C|  A3  Cj  ^,  —  Cf  B^ 
so  erkennt  man  aus  Nr.  6)  und  Nr.  8)  die  Identität  der  xy  -  Pro- 
jectionen  von  Qt,  Qty  Qti  sowie  aus  Nr.  7)  und  Nr.  9)  die  Identität 
der  or  z  -  Projectionen  dieser  Geraden.  Hieraus  zusammen  folgt, 
dass  sich  für  N=:0  und  ^^  =  0  die  drei  Ebenen  in  einer  und  der- 
selben Geraden  schneiden ;  zugleich  erhalten  Xq^  po,  Zq  den  unbe- 
stimmten  Werth  — ,  welcher  sich  im  vorliegenden  Falle  durch  die 

Bemerkung  erklärt,  dass  jeder  beliebige  Punkt  der  gemeinschaft- 
lichen Dnrchschnittslinie  der  Ebenen  als  ein  Durchschnittspnnkt 
der  letzteren  gelten  kann. 


^^ 


Viertes  CapiteL 
Transformation  der  Coordinaten. 


§.  24. 
Die  allgemeinen  Fnndamentalfonneln. 

Wenn  drei  in  einem  Punkte  zusammentreffende  Ebenen  auf  ein 
beliebiges  Coordinatensystem  bezogen ,  also  ihrer  Lage  nach  ge- 
geben sind,  so  können  dieselben  auch  als  neue  Coordinatenebenen 
genommen  werden  und  es  entsteht  dann  die  Frage  nach  den  neuen 
Coordinaten ,  welche  irgend  ein  Punkt  im  Räume  bei  seiner  Be- 
ziehung auf  das  zweite  Coordinatensystem  erhält.  Die  primitiven 
Coordinaten  des  Punktes  P  mögen  a-,  y,  z,  die  secundären  Coordi- 
naten desselben  x\  y\  z  heissen,  femer  nennen  wir  a,  6,  c  die  auf 
das  ursprüngliche  System  bezogenen  Coordinaten  des  neuen  Co- 
ordinatenanfanges ,  endlich  p^i  Pyt  Pt  die  auf  den  Ebenen  yz,  xzy 
xy  errichteten  Normalen,  durch  deren  Richtungen  sich  die  Stellun- 
gen der  entsprechenden  Ebenen  bestimmen. 

I.  Am  einfachsten  gestaltet  sich  die  Coordinatenverwandlung 
in  dem  Falle,  wo  die  neuen  Ebenen  parallel  zu  den  ursprünglichen 
liegen ,  also  auch  die  gleichnamigen  Achsen  beider  Systeme  pa- 
rallel sind;  wir  nehmen  dann  die  positiven  x  in  demselben  Sinne 
(d.  h.  nach  derselben  Gegend  des  Raumes  hin) ,  wie  die  positiven 
X ,  ebenso  +  y  im  Sinne  von  +  y  ^^^  +  ^'  i^  Sinne  von  +  z. 
Hieraus  folgt  unmittelbar,  dass  beide  Coordinatensysteme  zur  Con- 
gruenz  gebracht  werden  können,  wenn  man  die  yz -Ebene  in  der 
Richtung  der  positiven  x  parallel  mit  sich  selbst  um  a  verschiebt 
und  wenn  man  gleichzeitig  mit  der  a-z- Ebene  eine  ähnliche  Ver- 
schiebung um  6,  sowie  mit  der  a-y-  Ebene  eine  Verschiebung  um  c 
vornimmt.    Demgemass  hat  man  die  Gleichungen 

1)  x^=:za+x\         y:^b  +  y\  z  =  e  +  z\ 
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welche  ganz  allgemem  giltig  sind ,  wenn  man  immer  die  mög- 
lichen verschiedenen  Zeichen  der  darin  vorkommenden  Coordina- 
ten  berücksichtigt. 

n.  Wir  betrachten  zweitens  den  Fall,  wo  beide  Coordinaten- 
systeme  einen  gemeinschaftlichen  Anfangspunkt  besitzen,  ohne 
dass  aber  irgend  eine  der  nenen  Coordinatenachsen  mit  einer  des 
primitiven  Systemes  zusammenfHUt.  Wo  nun  auch  der  Punkt  xyz 
odeTx'yz'  liegen  möge,  so  ist  doch  sein  Radiusvector  r  immer 
derselbe ,  gleichgiltig ,  ob  man  ihn  auf  das  eine  oder  andere  Coor- 
dinatensystem  bezieht ;  eben  desswegen  ist  auch  die  rechtwinklige 
Projection  von  r  auf  irgend  eine  Gerade  s  in  beiden  Fällen  die 
nämliche ,  was  wir  durch  die  (wegen  r  -~  r)  identische  Gleichung 
r  cos  (r  s)  =  r  cos  (rs)  ausdrücken  können.  Projiciren  wir  statt 
r  die  aus  ar,  y,  z  bestehende  gebrochene  Linie ,  ebenso  statt  r  die 
aus  x\  y\  z  zusammengesetzte  gebrochene  Linie,  so  verwandelt 
sich  die  vorige  Gleichung  in  die  nachstehende : 

f         X  cos  (xs)  +  y  cos  (j/s)  +  z  cos  (zs) 

^)  1=0:'  cos  (x's)  +y'  cos  (ys)  +  z'  cos  (zs) , 

welche  als  die  Quelle  aller  folgenden  Formeln  zu  betrachten  ist. 

Zunächst  wollen  wir  die  beliebige  Gerade  s  der  Reihe  nach 
mit  den  auf  den  Ebenen  yz,  xz,  xy  errichteten  Senkrechten/?,, 
Pjy  p^  zusammenfallen  lassen.  Dabei  unterscheiden  wir  an  diesen 
Normalen  eine  positive  und  negative  Seite;  die  positive  Seite  von 
jö,  soll  nämlich  diejenige  sein,  welche  nach  der  positiven  Seite  der 
X  gerichtet  ist ,  in  gleicher  Weise  nehmen  wir  die  positiven  Seiten 
von  Py  und  p^  im  Sinne  der  positiven  y  resp.  z.  Dies  lässt  sich 
auch  so  ausdrücken:  wenn  man  von  einem  Punkte  T,  dessen  drei 
primitive  Coordinaten  positiv  sind,  welcher  also  innerhalb  des  von 
den  positiven  Theilen  der  Coordinatenebenen  gebildeten  Körper- 
winkcl  liegt,  Senkrechte  TU,  TV, 
T  W  auf  die  Coordinatenebenen  her- 
ablässt,  so  ist p^^=  UT positiv  in  der 
Richtung  von  U  nach  T,  und  dem 
entsprechend  p^  ^^  V T ,  p^^=z  W T. 
Ferner  soll  im  Folgenden  der  Win- 
kel zwischen  zwei  Geraden  immer 
als  der  Winkel  zwischen  deren  positi- 
ven Theilen  verstanden  und  von  if  bis 
180"  gezählt  werden.   Hiernach  ist 
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für5=/>,,         L{ys)  =  L{zs)  =  9(fi, 
„  s=p,\        L{xs)  =  L{zs)  =  9(f, 
„  s=p,,         L{xs)  =  L(ys)=9(fi, 
und  aus  der  Gleichung  2)  fliessen  jetzt  die  folgenden  Relationen 
X  cos  (xp^  =  x'  cos  {xp^  +  y  cos  (y  p^)  +  z  cos  (z'p,), 
3)  .  y  cos  (ypj)  =  x  cos  {x  p^  +  y  cos  (yp^)  +  z  cos  (zp^\ 
z  cos  (zp^)  =  X  cos  (x'p^  +  y  cos  (t/'p^)  +  z  cos  (z'p,). 
Für  den  Gebrauch  dieser  Transformationsformeln  ist  nur  zu  mer- 
ken ,  dass  erstens  die  linker  Hand  vorkommenden  Winkel  (xp^^ 
(j/pj) ,  (zp^  als  bekannt  anzusehen  sind,  weil  sie  aus  den  bekann- 
ten Coordinaten  winkeln  (a:y) ,  {xz)^  (jyz)  abgeleitet  werden  können 
(§.  14,  Nr.  13,  14,  15),   und   dass  zweitens  die  rechter  Hand  vor- 
kommenden neun  Winkel  gegeben  sein  müssen,  weil  durch  sie  die 
Lage  der  neuen  Goordinatenachsen  gegen  die  Normalen  p,^ ,  Py,  p, 
festgestellt  wird.     Uebrigens  bestehen  zwischen   den  genannten 
neun  Winkeln  noch  drei  Gleichungen,  nämlich  die  drei  Relationen, 
welche  überhaupt  für  je  drei  Richtungswinkel  gelten  (§.  4,  Nr.  7). 

Will  man  die  Anwendung  der  Normalen  i?» ,  j»y ,  /?,  vermeiden 
und  unmittelbar  die  Winkel  zwischen  den  secundären  und  primi- 
tiven Achsen  in  Rechnung  bringen ,  so  braucht  man  die  willkür- 
liche Gerade  s  nur  der  Reihe  nach  mit  den  ursprünglichen  Achsen 
der  Xy  y  und  z  zusammenfallen  zu  lassen.  Die  Gleichung  2)  lie- 
fert dann  die  folgenden  Beziehungen 
X  +  y  cos  (jyx)  +  z  cos  (zx) 

=  x'  cos  (xx)  +  y  cos  (yx)  +  z'  cos  {zx) , 
X  cos  (xy)  +  y  +  z  CO«  {zy) 

=  X  cos  (xy)  +  y  cos  (yy)  +  z  cos  (zy) , 
X  cos  (xz)  +  y  cos  {yz)  -{-  z 

=  x'  cos  (xz)  +  y  cos  (jyz)  +  z  cos  {zz) ; 
bezeichnen  wir,   wie  früher,  die  Cosinus  der  Coordinatenwinkel 
(yz),  (xz),  {xy)  mit  «,  /J,  y,  den  Ausdruck 

1 +  2a/Jy  — ©•— /?  — y* 
mit  Ä*,  und  setzen  wir  femer  abkürzend 

X  cos  (xx)  +  y  cos  {yx)  +  z  cos  {zx)  =  JT, 
X  cos  {xy)  +  y  cos  (j/y)  +  z  cos  {zy)  =  F, 
X  cos  {x'z)  +  y  cos  {yz)  +  ^'  cos  {zz)  =  Z, 
so  führt  die  Auflösung  der  vorigen  drei  Gleichungen  zu  den  fol- 
genden Transformationsformeln : 
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f (t-i^^-(Y-üß)r-(ß-ay)Z 


4) 


,=a: 


Y-(a-ßy)Z^(y-aß)X 


9 


_(l_y«)2-(/?- 


'on  den  hierin  vorkommenden  zwölf  Winkeln  sind  zunächst  {xy\ 
cz)  und  (t/z)  unmittelbar  bekannt;  jede  der  drei  Gruppen 
(xx),         (xy),         Cxz), 

(y'^),       (yV),       (^'«), 

(zx),         (zy),         (z'z), 
tthält  die  Richtungswinkel  einer  seeundären  Achse  gegen  die  primi- 
ren  Achsen,  zwischen  den  Winkeln  einer  Gruppe  besteht  also  jedes- 
tX  die  überhaupt  für  drei  Richtungswinkel  geltende  Gleichung,  und 
rmnach  dürfen  aus  jeder  Gruppe  nur  zwei  Winkel  gegeben  werden. 

UL  Wenn  das  neue  Coordinatensystem  dem  ursprünglichen 
»der  parallel  liegt,  noch  denselben  Anfangspunkt  besitzt,  so 
mn  man  sich  durch  den  Coordinatenanfang  0'  des  seeundären 
rstemes  ein  drittes  System  gelegt  denken,  dessen  Achsen  den 
imitiven  Coordinatenachsen  in  gleichem  Sinne  parallel  sind.  Die 
M>rdinaten  des  Punktes  xyz  in  Beziehung  auf  dieses  inter- 
sdiäre  System  mögen  x^^y^^  Zq  heissen;  es  ist  dann 

5)  x^=a  +  Xoy       y  =  b  +  yo,       z:=e  +  z^\ 

s  intermediäre  System  der  x^y^z^  hat  femer  mit  dem  System 
r  xyz  den  Coordinatenanfang  gemein  und  daher  sind  auf  dieses 
3  Formeln 3)  oder 4)  anwendbar,  indem  man  Xq,  y^,  Zq  für  Xy  y,  z 
lireibt.  Weil  femer  Xo//x,  yo/fy^  ^o/f^i  so  stimmen  die  Winkel 
'Xff) ,  {xyo)  etc.  mit  den  Winkeln  (x'x) ,  (xy)  etc.  überein  und 
bedarf  daher  überall,  wo  Winkel  vorkommen,  nicht  mehr  der 
dices.  Nach  Ermittelung  von  0:0,^0)  ^0  geben  nun  die  Formeln 
Xy  yy  z  ausgedrückt  durch  x\  y ,  z  ;  also  erstens,  wenn  man  die 
chtungen  der  neuen  Achsen  durch  die  Winkel  zwischen  ihnen 
d  den  Normiden  der  ursprünglichen  Coordinatenebenen  fixirt: 


6) 


.  ,  x'cos  (x'p^)  +  y  cos  (y>,)  +  z  cogjilp^ 

X  —  (*ir  ' z \ » 

cos(xp^ 

_^   ,   xcos(xpy)  +  ycos{yp;)  +  zcos{zp,) 

^-^+  cosijyp,)  ^      ' 

A  cosizp;)  ' 
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zweitens,  wenn  man  die  Winkel  zwischen  den  secundären  und 
primären  Achsen  in  Rechnung  bringt  und  die  bereits  in  II.  er- 
wähnten Abkürzungen  benutzt: 

r         _..  .    {l-„*)X-{r-aß)Y-{ß-«y)Z 


7) 


yz=b  + 


(1  -  jS»)  r-ia-ßY)Z-{Y-aß)X 


» 


i« 


Diese  ganz  allgemeinen  Formeln  können  auf  ähnliche  Weise  an- 
gewendet werden,  wie  die  entsprechenden  specielleren  Formeln 
der  analytischen  Geometrie  der  Ebene;  hat  man  nämlich  zwischen 
den  drei  Coordinaten  o*,  y^  z  eines  Punktes  eine  oder  zwei  Glei- 
chungen, wodurch  entweder  eine  Fläche  oder  eine  Linie  charak- 
terisirt  wird,  so  führt  die  Substitution  der  für  a:,  y,  z  angegebenen 
Werthe  zu  eben  so  viel  neuen  Gleichungen  zwischen  x\  y\  t, 
d.  h.  zu  den  Gleichungen  der  nämlichen  Gebilde,  bezogen  anf  das 
neue  Coordinatensystem.  Nicht  überflüssig  ist  hierbei  die  Bemer- 
kung, dass  die  Werthe  von  ir,  y,  z  nur  die  ersten  Potenzen  von 
x\  y\  z  und  keine  Produkte  von  zweien  oder  dreien  dieser  Grös- 
sen enthalten;  in  Folge  dieses  Umstandes  ist  jede  resultirende 
Gleichung  zwischen  x\  y\  z  immer  von  demselben  Grade  wie  die 
ursprüngliche  Gleichung  zwischen  x^  y  und  z, 

§.  25. 
Transformation  rechtwinkliger  Systeme. 
Die  überaus  häufige  und  meistens  bequeme  Anwendung  des 
rechtwinkligen   Coordinatensystems   erheischt  noch    eine   nähere 
Untersuchung  des  speciellen  Falles,   wo   die  Systeme  xyz  nnd 
xyz    rechtwinklig  sind  und   einen  gemeinschaftlichen  Anfangs- 
-  punkt   besitzen.     Es   ist   dann   a  :^:=  fe  =  c  =^  0 ,    L(xy)  =  L{xz) 
--  L  (yz)  =:=  90^,  und  überhaupt  für  jede  beliebige  Gerade  s 
L  {sp^)  =  L{sx),     L  (sp;)  --^  L{sy),     L  {sp,)  =  L(sz)', 
die  Formeln  6)  und  7)  des  vorigen  Paragraphen  geben  jetzt  über- 
einstimmend 

'  X  ^=^  X  cos  {xx)  +  y  cos  (yx)  +  z  cos  (z'x) , 
1)       ^  y  =  ^'  ^ö5  {xy)  +  y  cos  {yy)  +  z  cos  (zy) , 
z  =  X  cos  (x'z)  +  y  cos  {yz)  +  z*  cos  {zz). 
Zwischen  den  Cosinus  der   neun   vorkomnm&den  Winkel  finden 
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olgende  Beziehungen  statt;    erstens  hat  man  für  die  drei  Rich- 
tungswinkel von  jeder  der  neuen  Achsen 

ieos^  (a'.r)  +  cos*  (a/y)  +  cos*  (a'z)  -=  I , 
cos*  {yx)  +  cos*  [yy)  +  cos^  (yz)  —  I , 
cos*  (zx)  +  co!^  {zy)  +  co^  {zz)  --  1 ; . 
«reil  ferner  die  neuen  Coordinatenwinkel  {x'y)y  {xz)  und  {yz) 
-echte  Winkel  sein  sollen,  so  ist  nach  Formel  9)  in  §.  5 

{cos  (x'x)  cos  (yx)  +  cos  {xy)  cos  {yy)  +  cos  {xz)  cos  {yz)  =~-  0, 
cos  {x'x)  cos  {zx)  +  cos  {xy)  cos  {zy)  +  cos  {x'z)  cos  {zz)  =  0, 
cos  {yx)  cos  {zx)  +  cos  {yy)  cos  {zy)  +  cos  {yz)  cos  {zz)  =  0. 
Umgekehrt  kann  man  auch  von  dem  Systeme  x'y'z'  zu  dem  Sy- 
steme xyz  übergehen,  indem  man  jenes  als  das  primitive  und  die- 
ses als  das  secundäre  betrachtet;  hierzu  bedarf  es  keiner  neuen 
Rechnung ,  sondern  nur  einer  gegenseitigen  Vertauschung  von  x 
mit  x\  y  mit  y  und  z  mit  z  ;  die  resultirenden  Formeln  sind : 
'  X  ^=^x  cos  {xx)  +  y  cos  {yx')  +  z  cos  {zx') , 
4)        <    y  —^  cos  {xy)  +  y  cos  {yy)  +  z  cos  {zy) , 
z'  =x  cos  {x z)  +  y  cos  {y z')  +  z  cos  {z z') ; 
und  zwar  gelten  für  die  Richtungswinkel  der  Achsen  von  x,  y,  z 
gegen  die  Achsen  x\  y\  z  die  Gleichungen 

{co^  {xx)  +  cos*  {xy)  +  co^  {^^)  =^  I , 
cof^  {yx)  +  co^  {yy)  +  co^  {yz)  =  I , 
cos*  (zx)  +  co^  {zy)  +  cos*  (zz')  =  | , 
endlich,  weil  die  Winkel  (.ry),  {xz)  und  (yz)  rechte  Winkel  sind, 
cos {x x) cos (yx)'\' cos {x y) cos {y y)  +  cos (x z  ) cos {y z) -=  0, 
6)  \  cos  {xx)  cos  {zx')  +  cos  {x  y)  cos  {z  y)  +  cos  {x  z)  cos  {z  z')  =.~  0, 
cos  {yx')  cos  {zx)  +  cos  {yy)  cos  {zy)  +  cos  {yz')  cos  {z  z')~=  0. 
Um  kurz  sein  zu  können,   bezeichnen  wir  die  Cosinus  der  Rich- 
tungswinkel von  x'  gegen  die  Achsen  der  x^  y,  z  der  Reihe  nach 
mit  ff,  « ,  a",  und  dem  entsprechend  die  Cosinus  der  Richtungs- 
winkel von  y   und  z'  mit  jS,  /3',  ß"  und  y,  /,  y";   die  bisherigen 
Gleichungen  lauten  dann : 

{x=:^ax'  +  ßy    +  yz, 
y=zct'x'  +  ß'y  +  y'z, 
z=.a  X  +p    X  +y  z  ; 
„•  +  „'t  +  „"«  =1,  „(S+  «'|}'  +  «"(J"  =  0,  j 

/y  +  ZS' +/?"•=«.  «y+ «'/+«"/'-=  0,1  9) 

|y*  +  /' +  /'•  =  !;         i3)'  +  l3'y+ry"  =  0;J 
und  umgekehrt 


8) 
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x'  =  «a;  +  a'y  +  ei'  z, 

10)  {        y  =ßx  +  ßy  +  ß"z, 
z'  =YX+yy  +Y"t', 

11)  U'*+ß'*+y*=l,  aa"+ßß'+yr"  =  0,\   12) 
[„".+^".4.y"«=l;          «•«"+/?'/}" +  yy'=0. 

An  dieses  Forraelnsystem  knüpfen  sich  drei  wesentliche  Bemer- 
kungen. 

a.  Durch  die  Gleichungen  8)  und  9)  ist  ausgesprochen ,  dass 
die  beiden  Coordinatensysteme  rechtwinklig  sind;  das  Nämliche 
liegt  in  den  Gleichungen  11)  und  12)  ausgedrückt,  mithin  müssen 
diese  sich  aus  jenen  herleiten  lassen.  Es  ist  nichts  weniger  als 
überflüssig ,  dies  direct  nachzuweisen ,  weil  man  dabei  noch  einige 
andere  brauchbare  Relationen  gewinnt. 

Aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  in  Nr.  9)  findet  man  durch 
Entwickelung  von  a  und  «" 

>__ry-/?y"  .>_  ßr  -  ß'.r 

«-r/'-fV   '  ~ß'7"-ß"Y 

und  durch  Substitution  in  die  erste  der  Gleichungen  8) 

{iß'Y"-ß"ry+iß"r-ßY"y  +  ißr-ß'rY}  «* 
=iß'r"-ß"yy- 

Die  linke  Seite  der  vorstehenden  Gleichung  ist  identisch  mit  der 
Differenz 

(ßF+ß'*  +  ß"')(^+r*+r"*)-{ßr+ß'r+ß"Yy, 

deren  Betrag,  zufolge  der  übrigen  Gleichungen  in  Nr.  8),  die  Ein- 
heit ausmacht ;  die  vorige  Gleichung  vereinfacht  sich  demnach  zu 

'^=iß'Y"-ß"Yy^ 

und  daraus  folgen  nach  dem  Obigen  die  analogen  Gleichungen 

«"  =  (/J"  y  -  ßff,  «  "  =  ißf  -ß'Y)*' 

Aehnliche  Beziehungen  sind  leicht  für  ß,  ß\  ß"  und  y,  y',  y"  sn 
erhalten,  überhaupt  ergiebt  sich  folgendes  System  von  nenen 
Gleichungen : 

f  «=±(/jy'-/»"/),  /J=±(y'«"-/'«').  y=±(«T-«"A 

i3)l«=+{ß"Y-ßY"),  /s'=±(y"«-)'«"),  y'=+(«"^-«A 

[a"=+(ßy-ß'Y),  r=±(y«'-y'«).  y"=±(«^'- «'/»)• 

Aus  der  ersten  und  zweiten  der  Gleichungen  8)  ziehen  wir  femer 

(«'» +  «"»)  03'*+  ß"')  =  (l  -«^  (t-/P) 
oder 

tt*ß'*  +  «*ß"*  +  tt"*ß'*  +  a"»/r''  +l^  +  f^—i^ßF=  l:; 
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subsiituirt  man  für  nfß^  seinen  der  ersten  Gleichung  in  Nr.  9)  ent- 
nommenen Werth,  nämlich 

8o  wird  aus  der  vorigen  Gleichung 

«'+/j*+(«r— «"^7=1 

d.  i.  unter  Rücksicht  auf  die  dritte  Gleichung  in  Nr.  13) 

Auf  ähnliche  Weise,  wie  hier  die  erste  Gleichung  in  Nr.  II)  ab- 
geleitet wurde,  lassen  sich  die  übrigen  Gleichungen  derselben 
Gruppe  beweisen. 

Setzen  wir  in  der  soeben  entwickelten  Formel  für  «,  ß,  y  ihre 
nach  Nr.  13)  bestimmten  Werthe,  so  erhalten  wir 

iß'Y"-ß"yy+(y'<'"-y"<''y+i<''ß"-«"ßy--^i; 

die  linke  Seite  ist  identisch  mit 

(«'» +  /?'•  +  y'*)  («"* + ß"*  +  y"*)  -  («'«"  +  ß'ß"  +  yyj 

oder  vermöge  der  schon  bewiesenen  zweiten  und  dritten  Gleichung 
in  Nr.  11)  einerlei  mit 

i-(«v'+^'r +//');; 

nach  Substitution  dieses  Ausdruckes  geht  die  letzte  Gleichung  in 
die  dritte  Gleichung  der  Grruppe  12)  über;  auf  analoge  Weise  er- 
geben sich  die  übrigen  Gleichungen  derselben  Gruppe. 

h.  Eine  zweite  Bemerkung  bezieht  sich  auf  die  Frage,  ob  die 
Achsen  in  beiden  rechtwinkligen  Coordinatensystemen  in  derselben 
Ordnung  auf  einander  folgen  oder  nicht.  Denken  wir  uns  nämlich 
das  secundäre  System  so  weit  herumgewendet ,  dass  die  positive 
Seite  der  o;-  Achse  mit  der  positiven  Seite  der  a:'-  Achse  zusammen- 
fällt, so  können  wir  durch  Drehung  des  secundären  Systemes  um 
die  X  -  Achse  auch  den  positiven  Theil  der  y  -  Achse  mit  dem  po- 
sitiven Theile  der  y  -  Achse  zur  Co'incidenz  bringen ,  und  gleich- 
zeitig mnss  nun  die  z  -  Achse  in  die  z  -  Achse  zu  liegen  kommen. 
Dabei  sind  aber  zwei  Fälle  zu  unterscheiden;  nämlich  entweder 
föUtdie  positive  Seite  der  z -Achse  mit  der  positiven  Seite  der 
z '  Achse  zusammen,  oder  umgekehrt  ist  es  die  negative  Seite  der  * 
z'- Achse,  welche  auf  die  positive  Seite  der  z- Achse  zu  liegen 
kommt.  Im  ersten  Falle  lassen  sich  beide  Systeme  zur  Oongruenz 
bringen  und  mögen  homologe  Coordinatensysteme  heissen,  im 
zweiten  Falle  können  sie  nur  als  symmetrisch  -  gleiche  betrachtet 
werden,  was  durch  die  Bezeichnung  symmetrische  Coordi- 
natensysteme ausgedrückt  werden  soll. 
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Die  Formeln  7),  8),  9)  beziehen  sich,  wie  ans  ihrer  Herleitung 
unmittelbar  erhellt,  auf  beide  Arten  von  Goordinatensjstemen, 
dasselbe  gilt  von  den  abgeleiteten  Gleichungen  13) ,  letztere  ent- 
halten aber  das  Mittel  zur  analytischen  Sonderung  der  genannten 
Fälle,  und  zwar  sind  es  die  doppelten  Vorzeichen,  wodurch  die 
Unterscheidung  herbeigeführt  wird.    Setzen  wir 

a~cos(fi=\,  a  ~  o"  =  cos9(f=^  0, 

so  fällt  x'  mit  X  zusammen ,  d.  h.  es  wird 

nehmen  wir  gleichzeitig 
so  wird 

bei  zwei  homologen  Systemen  muss  nun  z  mit  z  zusammenfallen, 
also 

z  =z 
werden,  bei  zwei  symmetrischen  Systemen  dagegen  würde  sich 

y  =  o,       /  =  o,       /'r^— 1, 

z  = —  z 
ergeben  müssen.  In  der  That  liefert  die  letzte  Gleichung  in  Nr.  13) 
vermöge  der  für  a,  o',  j3,  ß'  angenommenen  Specialwerthe  y"  =  +  1, 
und  der  Vergleich  mit  dem  Vorigen  lehrt  nun,  dass  das  obere 
Zeichen  für  homologe,  das  untere  für  symmetrische  Coordinaten- 
Systeme  gilt.  Durch  die  nämlichen  Substitutionen  überzeugt  man 
sich  leicht,  dass  in  den  Gleichungen  13)  überhaupt  immer  die  po- 
sitiven Vorzeichen  den  homologen  und  die  negativen  den  symme- 
trischen Coordinatensystemen  entsprechen. 

c.  Da  zwischen  den  neun  Cosinus  er,  « ,  . . . .  y"  sechs  Glei- 
chungen bestehen ,  so  dürfen  nicht  mehr  als  drei  derselben  will- 
kürlich angenommen  werden  und  zwar  nur  solche,  die  nicht  gleich- 
zeitig in  einer  der  sechs  Gleichungen  8)  oder  1 1)  vorkommen.  Drei 
derartige  Grössen  sind  z.  B.  a,  ß\  y" \  die  Bestimmung  der  übrigen 
sechs  Grössen  geschieht  dann  auf  folgende  Weise. 

Von  der  Summe  der  ersten  und  zweiten  Gleichung  in  Nr.  8) 
subtrahiren  wir  die  dritte  Gleichung  in  Nr.  II),  ebenso  von  der 
Summe  der  ersten  und  dritten  Gleichung  in  Nr.  8)  die  zweite  Glei- 
chung in  10),   endlich   von   der  Summe  der  zweiten  und  dritten 


—     93    — 

ßleichiing  in  8)  die  erste  Gleichung  in  10) ;  wir  erhalten  so  die  Re- 
lationen 

14)  \      «*  +  y'  +  a''+y"»=l  +  jJ'', 

I      /»'•+/•+/»"+ /'*=!  +  «*. 
n  denen  rechter  Hand  nur  bekannte  Grössen  vorkommen.    Nach 
^T.  13)  haben  wir  femer  für- homologe  Systeme: 

15)  aß'  —  aß^=y\     /'«  — y«"  —  !?',     ß' y"  —  ß" Y  ^- et, 
lagegen  für  symmetrische  Systeme : 

aj3— a/3  =  — y,  y^-Y^'-—?^  P  y  — p  y  =  — «, 
o  dass  es  nur  einer  Aenderung  der  Vorzeichen  von  er,  j3',  y"  be- 
larf,  um  zwei  homologe  durch  zwei  symmetrische  Systeme  zu 
ersetzen.  Subtrahiren  und  addiren  wir  das  Doppelte  der  Glei- 
hungen  15)  zu  den  Gleichungen  14),  so  finden  wir 

(«-^7 +(/?+«')•  =  (1-/7, 
(«  +  ^7+(^-«')*  =  (i  +  yT; 

(a-y")«  +  («"  +  y)'  =  (l-/J')«, 

(«  +  /')•+ («"-y)*  =  (i+jS7; 
(/S'-yT  +  (y'  +  n' =  (!-«)•, 

(i3'  +  /T  +  ()''-i3'7=(l+/S)'; 
lie  linker  Hand  zuerst  stehenden  Ausdrücke  sind  bekannt,  die  vo- 
•igen  Gleichungen  führen  daher  zu  den  folgenden 
^+a'  =  ^(l-y7-(a-|?7, 

/?-«=/(r+77-('»+/ä7; 
«"  +  y  =  ^(»-^7- («-/')'. 
«"  -  y  -=  ?/('  +  ^7-("+7Ö'; 

/+^"==^(|_„)»_(|S'-y'7, 

/  -  ^"  =  K(i  +  «)'-(/s'+yT- 

tfan  übersieht  auf  der  Stelle,  wie  sich  hieraus  die  sechs  Unbe- 
cannten  /S,  «',  a",  y,  y',  j3"  durch  Addition  und  Subtraction  ableiten 
assen;  vorher  wollen  wir  aber  bemerken,  dass  die  unter  den 
Wurzelzeichen  stehenden  Quadratdifferenzen  in  Producte  zerleg- 
bar sind ;  setzen  wir  nämlich  zur  Abkürzung 

1  +  «  — i5'— y"  =  ^, 
X-a+ß'-y'  =  B, 

i  +  «  +  lS'+y"  =  A 
0  lauten  die  obigen  Gleichungen 
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18) 


ß  —  a=j/CD,     i,"  —  y  =  t/Fd,    y'  —  ß"  =  j/7D. 
Die  Werthe  der  Unbekannten  sind  hiernach  für  homologe  Sy- 
steme: 

ß=\(/ÄB+yCD),        y  =  \^/Jc-yBD\ 

[a"=^(j/CÄ+j/B3),-    ß-'  =  \{/CB-yÄD). 
Nach  der   früheren  Bemerkung  führt   die  Aendernng  der  Vor- 
zeichen von  «,  /J',  y"   8U  den  entsprechenden  Formeln  für  sym- 
metrische S78teme.    Setzen  wir  demgemäss  zur  Abkürzung: 
1-«  +  ^'  +  /'  =  ^,, 

l  +  «+^'-/'  =  C„ 
»-«-^'-y"  =  A, 

so    gelten    für    symmetrische    Coordinatensysteme    die 
Formeln : 

Hinsichtlich  der  Realität  der  sechs  Grössen  ft  y,  a\  y\  a",  jS" 
hemerken  wir  noch  Folgendes.  In  den  Gleichungen  18)  kommen 
alle  Combinationen  zu  je  zweien  ans  A^  B,  (7,  2>  vor ;  besitzen  nun 
irgend  zwei  dieser  Grössen  entgegengesetzte  Vorzeichen ,  so  wird 
eine  der  Unbekannten  jj,  y,  a\  y\  a\  ß"  imaginär,  mithin  das  be- 
treffende Coordinatensystem  unmöglich.  Zur  Realität  der  verlang- . 
ten  Transformation  gehört  also ,  dass  die  Grössen  A^  JP,  C,  D  das- 
selbe Vorzeichen  haben ,  und  zwar  kann  dieses  nur  das  positive 
Zeichen  sein,  weil  A  +  B  +  C+2>  =  +  4i8t;  dabei  bleibt  aber 
die  Möglichkeit,  dass  die  eine  oder  andere  der  genannten  Grössen 
verschwindet.  Die  Bedingung  für  die  Realität  der  ersten  Trans- 
formation besteht  also  darin ,  dass  keine  der  Grössen  A^  By  C,  D 
negativ  ist.  Eine  ähnliche  Bemerkung  gilt  für  die  zweite  Trans- 
formation mittelst  der  in  18)  und  19)  angegebenen  Werthe, 

§.  26. 
Anderes  Verfahren  zur  Transformation  reehtwiskliger  Systema 
Die  Coordinatenverwandlung  nach  den  im  vorigen  Paragra- 
phen entwickelten  Formeln  hat  in  manchen  Fällen,  bei  denen  es 
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lebt  auf  eine  s«hr  symmetrische  Bechnung  ankommt,  die  Unbe- 
[aemliehkeit ,  dass  ausser  den  gegebenen  drei  Ghrössen  (o,  ß\  y") 
loch  zehn  andere  (^,  B^  C,  2>,  /J,  y,  « ,  /,  «",  |J")  im  Ange  behal- 
ten werden  müssen,  and  es  ist  daher  nicht  überflüssig,  ein  anderes 
Formeins jstem  kennen  zn  lernen,  worin  ausser  den  primitiven 
und  secundären  Coordinaten  nur  noch  drei  Winkel  vorkommen, 
welche  die  Lage  des  neuen  Coordinatensjstems  gegen  das  ur- 
BprUngliche  feststellen.      ^ 

Die  £bene  xy  schneidet  die  Ebene  xy  m  einer  Geraden, 
die  wir  OX^  nennen  wollen  und  deren  Lage  durch  den  Winkel 
XOXi  bestimmt  wird,  den  sie  mit  der  positiven  Seite  der  o?- Achse 
einschliesst.  Wir  bezeichnen  diesen  Winkel  mit  if;  und  zählen 
denselben,  von  OJC  ausgehend,  Fig.  16. 

im  Sinne  deijenigen  (directen)  ^ ^ 

Drehung ,  mittelst  welcher  die  /^W^^ 

positive    Seite    der  a;- Achse  /  /     \    / 

durch  90^  hindurch  in  die  po-  /    /         1  /  / 

sitive  Seite  der  y-Achse,über-        /     /  1// 

geführt  werden  kann.    Femer     ^^zr~i  ''";:::^^^ß>i-->- ,        1  \ 

sei  &  der  Neigungswinkel  der  /^><Cl         \^^  -  /^  1 

«'y -Ebene    gegen    die    xy-        k^^^..^ ^"^^*"^^^^^!\^  ^^ 
Ebene ;  er  möge  in  demselben  -— ^^^^a^ 

Sinne  genommen  werden,  wie  eine  Drehung  von  der  positiven 
Seite  der  ^- Achse  nach  der  positiven  Seite  der  z- Achse,  so  dass 
also  in  dem  Falle,  wo  OX^  mit  OX  identisch  wäre,  die  Drehung 
um  d  bis  zur  Coincidenz  der  Ebene  xy  mit  der  Ebene  x'y  in 
gleicher  Richtung  mit  der  Drehung  geschehen  würde,  welche  OY 
iaOZ  überführt.  Endlich  bezeichne  9  den  Winkel  zwischen  OX^ 
und  der  positiven  Seite  der  a:'- Achse;  die  Drehungsrichtung  von 
9  sei  dieselbe ,  wie  von  1/; ,  so  dass  also  in  dem  Falle  d  =  0  der 
Winkel  q>  als  Fortsetzung  von  ^  erscheinen  würde  (Z.  JTO  JT'  =  if; 
+  9  für  ^  =  0).  Durch  die  Winkel  ^,  <a,  q>  ist  die  Lage  der  po- 
sitiven Seite  OX'  der  o;'- Achse  bestimmt;  die  positive  Seite  OY' 
der  y'- Achse  liege  von  OX'  aus  nach  derselben  Gegend  des 
Baumes  hin,  wie  OY  von  OX  aus  gerechnet.  Was  endlich  die 
Achse  der  z  betrifft,  so  ^erstreckt  sich  bei  zwei  homologen  Syste- 
men ihre  positive  Seite  OZ'  nach  derselben  Gegend  des  Rau- 
mes wie  OZ,  bei  symmetrischen  Systemen  nach  der  entgegen- 
gesetzten Seite.  *  • 
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Aus  diesen  Bestimmungen  erkennt  man  leicht,  dass  sich  das 
primitive  System  durch  drei  auf.  einander  folgende  Drehungen  in 
das  secundftre  überführen  lässt;  man  hat  erstens  das  primitive 
System  in  directem  Sinne  um  die  Achse  der  z  zu  drehen ,  bis  Ol 
mit  OXy  zusammenfällt,  mittelst  einer  zweiten  directen  Drehung 
um  die  (Jerade  OX^  bringt  man  die  Ebenen  xy  und  xy  zur  CoUn- 
cidenz,  zugleich  fällt  OZ  mit  OZ'  oder  mit  der  entgegengesetzten 
Seite  von  OZ'  zusammen,  jenachdem  die  Systeme  homolog  oder 
symmetrisch  sind ;  mittelst  einer  dritten  directen  Drehung  um  die 
gemeinschaftliche  z- Achse  bringt  man  endlich  OX^  nach  OX'  nnd 
zugleich  die  beiden  Systeme  entweder  zur  Congruenz  oder  zur 
symmetrisch  entgegengesetzten  Lage.  Diese  Bewegungen  werden 
durch  die  sphärischen  Dreiecke  anschaulich,  welche  entstehen, 
wenn  man  aus  dem  gemeinschaftlichen  Coordinaten anfange  0  als 
Mittelpunkt  mit  dem  Halbmesser  =  I  eine  Kugelfläche  beschreibt 
und  die  Coordinatenebenen  erweitert ,  bis  sie  die  Fläche  in  gröss- 
ten  Kreisen  schneiden.  Ist  nämlich  X  YZ  das  dem  primitiven  Co- 
Fig.  17.  Fig.  18. 


)X  I  1^^^  ">c.       \/ }X 

ordinatensysteme  entsprechende  sphärische  Dreieck,  X*  Y' Z'  der 
Kepräsentant  des  secundären  Systemes  und  X^  der  Durchschnitt 
von  XY  mit  X' Y\  so  ist  A^Xj  =  i/;,  L  YX^X'^=^,  X^X'  ^r^ 
nach  der  ersten  Drehung  hat  das  Dreieck  X  YZ  die  Lage  X,  T,  Z„ 
nach  der  zweiten  entweder  die  Lage  XyY^Z\  oder  bei  stattfinden- 
der Symmetrie  die  Lage  X^  F,  Z, ,  nach  der  dritten  Drehung  ist  es 
entweder  mit  X'  Y'  Z'  zusammengefallen  oder  ihm  symmetrisch 
entgegengesetzt. 

Die  genannten  Bewegungen  lassen  sich  analytisch  mittelst  des 
bekannten  Satzes  verfolgen ,  dass  zwischen  den  primitiven  nnd 
secundären  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  Punktes  nv  in  der 
Ebene  die  Gleichungen 
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u  =  u  cos  (o  —  V  sin  (o,  v^r=u  sin  m  +  v  cos  to 
statt  finden,  in  denen  o»  den  Winkel  bezeichnet ,  um  welchen  das 
primitive  System  uv  in  directem  Sinne  gedreht  werden  muss,  da- 
mit die  positive  Richtung  der  u  -  Achse  mit  der  positiven  Richtung 
der  u  -  Achse  und  ebenso  die  positive  Seite  der  v  -  Achse  mit  der 
positiven  Seite  der  &'- Achse  zusammenfalle.  Bei  der  ersten  Dre- 
hung bleiben  die  z  ungeändert,  weil  OZ  die  feste  Drehungsachse 
war;  dagegen  haben  wir,  wenn  die  Coordinaten  in  Beziehung  auf 
die  Achsen  OX^  und  OY^  mit  x^  und  t/i  bezeichnet  werden 

1)  x  =  Xi  cos  ^  —  yi  *w  1// ,     y  =  Xi  sin  ip  +  y*  cos  ij; ; 
nach  der  zweiten  Drehung  haben  die  Coordinatenachsen  die  La- 
gen O-Yj,  OF,,  0Z\  wobei  wir  homologe  Systeme  voraussetzen ; 
hier  ändern  sich  die  x^  nicht,  dagegen  verwandeln  sich  y^  und  z 
in  yf  und  z  ;  demnach  ist 

2)  y,  zzszy^cos^  —  z  sin^j     z  =  y^sine+  z  cos  ^-^ 

bei  der  dritten  Drehung  bleiben  die  z  ungestört,  dagegen  geht  or, 
in  x'  und  y^  in  y  über ,  dies  giebt : 

3)  x^  =  X  cos  g>  —  y  sin  9 ,     y,  =  a:'  sin  (p  +  y  cos  q>. 

Für  symmetrische  Systeme  würden  die  Gleichungen  von  ähnlicher 
Form  sein  und  sich  nur  dadurch  unterscheiden ,  dass  —  z'  an  der 
Stelle  von  z  stünde.   Nach  Elimination  von  a:^ ,  y, ,  y^  erhalten  wir 
nun  folgende  Formeln  zur  Coordinatenverwandlung 
X  =  x'  (cos  (p  cos  Tjß  —  sin  (p  sin  1/;  cos  &) 

—  y  (sin  (pcosTif  +  cos  q>  sin  tf;  cos  ^) 
+^  z    sin  1/;  sin  ^, 

4)  *       y  r=  X  (cos  (p  sin  if;  +  sin  q)  cos  tf;  cos  &) 

—  y  (sin  (p  sin  tf;  —  cos  q)  cos  if;  cos  d) 
+  /  cos  t/;  sin  ^, 

z  =x*  sin  q>  sin&  +  y  cos  tp  sin  ^  +^z*  cos  ^\ 
darin  beziehen  sich  die  oberen  Vorzeichen  auf  homologe ,  die  un- 
teren auf  symmetrische  Coordinatensysteme. 

•Durch  Vergleichung  der  Formeln  4)  mit  den  früheren  For- 
meln 7)  oder  1)  in  §.  25  ergeben  sich  die  Beziehungen 

a  =  cos  (x'x)  =  cos  fp  cos  H>  —  sin  q>  sin  tf;  cos  ^, 
ß  =  cos  (t/x)  =  —  sin  g>  cos  t/;  —  cos  (p  sin  ^  cos  O, 
y  =  cos  (zx)  =  +  sin  tjß  sin  ^; 
«'=  cos  (xy)  =  cos  (p  sin  tj;  +  *i>i  g>  co«t/;  cos^, 
ß  =  cos  (y  y)  =  —  sin  9  sin  t/;  +  cos  q>  cos  t(;  cos  ^, 
y  =  COS  (z  y)  =^  +  cos  t(;  sin  ^; 

Anal.  Geom.   II.  7 
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a"  =  cos  (xz)  =  sin  q>  sin  ^, 
/3"  =  cos  {t/z)  =  cos  q>  sin  ^, 
y"  =  cos  (z'z)  =  +  C05  ^. 
PI      ly  Man  kann  diese  Relationen  auch  mit- 

^ r:>>^Z'     *®^®*  ^®^  sphärischen   Trigonometrie 

vy^^^    .•';;^^^'''Z%\        \\       erhalten,  wie  wir  kurz  an  zwei  ho- 
\       . -V^  \     I  \      mologen  Systemen  mit  Bücksicht  auf 

Y>(  /  '-v   !      die  vorhin  benutzte  Figur  nachweisen 

/  V  \A  I      wollen.     In    dem    Dreiecke   XX^X' 

/     /  \.      ,  Ah       kennt   man    A^A^j  =  if;,    XjA^'^g), 

^\l        X*        y     ^  A       ^  ^^  2^'  =  180^  —  O,  mithin  ist  nach 
K\^,^^^  ^->^      y^X  der   Fundamentalformel  der   sphäri- 
Aj  sehen  Trigonometrie 

005  [X'  X)  =  cos  q>  cos  i/;  +  sin  (p  sin  t^  co«  (180"  —  d) ; 
in  dem  Dreiecke  XXi  Y'  findet  sich  aus  X X^  =  ^,  X,  F'  =r:=i  90^  +  y, 
t  ZJr,  F'  =  180°  — ^, 

ro5  (F'  JT)  =:=  CO«  (90°  +  9)  eo^i/;  +  m  (90^  +  g?)  «« if;  cos  (180^— d); 
im  Dreiecke  ZA^,  Z'  ist  ZZj  ^  if;,  X^  Z'  ~^,L  XX^  Z'  =  90°— ^, 
mithin 

cos  (Z'  ^  =  CO«  90°  C05  t/;  +  sin  90°  «m  t^  cos  (90®  —  O). 
Von  dem  Dreiecke  X^  X'  Y  kennt  man  Xy^X'  ~  gp,  Xj  F=  90°—  if^, 
L  YX^  A^'  =  ^,  man  hat  folglich 

cos  {X'  F)  ^=  CO«  y  CO«  (90°  —  t/;)  +  sin  q>  sin  (90°  —  '^)  cos  0; 
im  Dreiecke  X^YY'  ist  A', F'  =  90°  +  y,  Z, F=  90°  —  if;  und  der 
eingeschlossene  Winkel  =  9' ,  also 

cos  {Y'Y)^:^  cos  (90°+^)  cos  (90°— t/;)  +  sin  (90°  +  9)  «t«  (90°— t^)  cos9\ 
das  Dreieck  A',rZ'  enthält  Jr,Z'  =  90°,  A^,F=90°  — t/;  und 
i  YX^  Z'  =  90°  +  {>  und  giebt 

CO«  (Z'  F)  =:=  CO«  90°  CO«  (90°  ~  t^)  +  sin  9(Psin  (90° — if;)  co«  (90°+^). 
Weil    ferner    aus    naheliegenden   Qründen  L  X^Z' X'  ==  tp  und 
ZZ'  =  ^  ist,  so  hat  man  in  dem  Dreiecke  X'  Z' Z  die  bekaanten 
Stücke  ZZ'  =  ^,  Z'Z'  — 90°,  Z.  A" Z'Z  — 90  — 9),  mithin 
CO«  (X'  Z)  =  CO«  ^  CO«  90°  +  «i;j  ^  «m  90°  co«  (90®  —  g)) ; 
im  Dreiecke   F'Z'Z  kennt  man  F'Z'  — 90°,  ZZ'^==^,  L  TZ'Z 
==  LX'  Z'  X^z^  g)j  folglich  ist 

cos  (F'  Z)  ==  cos  ^  CO«  90°  +  sin  d'  sin  90°  cos  g> ; 
endlich  hat  man  unmittelbar  wegen  Z'  Z  =  d^ 
cos  (Z'  Z)  ^=z  cos  ^. 
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Diese  Formeln  stimmen  mit  den  vorigen  für  or,  /3,  y,  «',...  y" 
überein,  doch  würde  der  Nachweis  ihrer  Allgemeingiltigkeit  ein 
näheres  und  umständliches  Eingehen  auf  alle  möglichen  Comhi- 
nationen  spitzer  und  stumpfer  g>,  if;,  0  erfordern,  während  die 
erste  Herleitung  von  selbst  völlig  allgemein  ist. 

Dnrch  Substitution  der  Werthe  von  a,  /3, y"  in  die  Glei- 
chungen 10)  des  vorigen  Paragraphen  ergeben  sich  die  folgenden 
Formeln : 

x'  =:=  X  {cos  tp  cos  1^  —  sin  (p  sin  t/;  cos  ^) 
+  y  {cos  q>  sin  ^  +  sin  (p  cos  t/;  cos  &) 
+  z  sin  g>  sin  ^, 

5)  ^  .y  ^^^  —  ^  {sin  (p  cos  ij;  +  cos  q>  sin  ^  cos  &) 
—  y  {sin  (p  sin  ij;  —  cosg>  cos  t/;  cos  <&) 
+  z  cos  g>  sin  ^, 

z*  ■=  +  {x  sin  ^  sin  ^  —  y  cos  t^  sin  ^  +  z  cos  ^), 
welche  den  Uebergang  vom  secundären  zu  dem  primitiven  Sy- 
steme vermitteln. 

Wir  erwähnen  endlich  noch  einige  besonders  häufig  vor- 
kommende Specialfälle  der  Gleichungen  4).  Wenn  die  Durch- 
schnittslinie OJT,  der  Ebenen  xy  und  x' y  zugleich  die  o:- Achse 
.ist ,  so  hat  man  t^  =:=  0 ,  mithin 

i  x=  x'  cos <p  —  y  sin  g>y 

6)  <   y  =  •^'  sin  (p  cos^  +  y  cos  q>  cos^  +  z  sin  <&, 
j  z  =  j?'  sin  fp  sin  ^  +  y  cos  <p  sin  -^  +  ^'  ^^s  <&, 

Wird  die  Linie  OX^  zur  Achse  der  x'  genommen,  so  giebt  dies 
^  =  0,   also 

ix  =  X  cos  ^  —  y  sin  t^  cos  -^  +  ^  *'"  ^  *^"  ^» 
y  •=.  X  sin  'tjj  +  y  cos  i/;  cos  d'  +  z  cos  t/;  sin  ^, 
z  '=-y  sin  ^  +  z'  cos  %', 
Von  diesen  Formeln  wird  oft  in  dem  noch  specielleren  Falle  Ge- 
brauch gemacht,  wo  sämmtliche  Punkte  des  secundären  Systemes 
in  einer  Ebene  liegen,  welche  man  zur  a:'y -Ebene  wählt j  es  ist 
dann  z'=0,  mithin 

x:=x  cos  t/;  —  y  sin  t/;  cos  O, 
y  ^=.x'  sin  1/;  +  y  cos  i/;  cos  d', 
z  ^=y  sin  d' ; 
haben  beide  Systeme  nicht  denselben  Coordinatenanfang ,  so  be- 
zeichne man  die  ebenen  Coordinaten  von  0'  mit  a  und  b  und  setze 
dann  x  —  a  für  o: ,  sowie  y  —  b  für  y ,  wobei  aber  nicht  zu  über- 

7* 
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sehen  ist,  dass  a  und  h  der  primitiven  Gleichung  von  OX'  genü- 
gen müssen;   man  hat  jetzt : 

io*  =  a  +0?'  cos  Hf  —  y  cos  «d"  sin  if; 
y  =  fe  +  o:'  «Vj  ij;  +  y  cos  ^  cos  -^ 
z  =y  sin  &, 
Dieselben  Formeln  können  auch  unabhängig  von   dem  Vorigen 
durch  eine  einfache  geometrische  Betrachtung  gefunden  werden. 

Ist  nämlich  BX'  die  Horizontalspur 
der  Ebene  BC,  in  welcher  ein  Punkt 
P  liegt,  der  Winkel  zwischen  OJund 
BX'  gleich  t/;,  der  Neigungswinkel 
der  Ebene  BC  gegen  die  Ebene  xy 
gleich  ^,  ferner  0' X'  der  positive 
Theil  der  o:'- Achse  mit  0'  als  Anfang 
der  neuen  rechtwinkligen  Coordinaten, 
so  hat  man  in  der  ersten  Figur  O'L 
=  a:\L'P  =  y\ 
:  =  PP'  =  y  sin  ^,  Z'i>'  =  y  cos  ^. 

Ferner  ist  in  der  zweiten  Figur,  welche 
die  Horizontalprojection  der  ersten  ä&r- 
stellt ,  L  0' Z' ö  =  i  X' JP' Ä  =  if;  und 
a: —  a  =  L'Q — L'B  ^r=  x  cos  i\> — L'P\  sin  t? 
y—b  =  b'Q+BP'  =  X  sin if;  +  Z'jP'. cosr^f, 
woraus  man  vermöge  des  Werthes  von 
L' P*  die  obigen  Formeln  erhält.  Sind 
die  Winkel  t/;  und  ^  nicht  unmittelbar 
gegeben  und  ist  dagegen  nur  die  Glei- 
chung der  Ebene  BC  bekannt,  so  bedarf  es  erst  der  Ermittelung 
von  cos  t/;,  sin  i^,  cos  &,  sin  ^.  Sie  geschieht  auf  folgende  Weise. 
Die  Gleichung  der  Ebene  sei 

9)  Ax  +  By  +  Cz  —  D, 

mithin  die  Gleichung  ihrer  Horizontalspur : 

Ax  +  By  =  J)  oder  ^  =  —  ^  ^  +  ^  5 
man  hat  nun  erstlich 


folglich,  wenn  das  Wurzelzeichen  im  absoluten  Sinne  genommen 
und  A  stets  als  positiv  angesehen  wird, 
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cos  1/;  -- 


B 


sin  ijj  -z 


jprner  hat  mau  für  den  Neigungswinkel  ^ 

oithin  durch  Substitution  der  vier  angegebenen  Werthe 
B  ,  AC 


cos  ^  =- 


4^+B* 


10) 


y  =  b  + 


J/J'  +  B^ 
Ä 


]/{A'+B'){A'+B'+C*) 

BC 

/Z+Tß»^        /(Z"+>)  (-4*  +  B*+  C^) 


?.y^ 


y^ 


yj^+B" 


j/j'+B'  +  C* 
^obei  ZU:  berücksichtigen  ist,  dass  immer  die  Gleichung 

11)  Aa  +  Bb  =  I) 

rfüllt  sein  muss.  Nicht  selten  wählt  man  zum  neuen  Coordinaten- 
kufang  0'  den  Fusspunkt  des  Perpendikels  vom  ursprünglichen 
]!oordinatenanfang  0  auf  die  Horizontalspur  BX'  der  gegebenen 
ebene ;  für  diesen  Fall  sind  die  Werthe  von  a  und  b 

)ie  Formeln  10)  vermitteln  analytisch  dieselbe  Operation,  welche 
n  der  descriptiven  Geometrie  als  Umlegung  einer  Ebene  in  die 
lorizontalebene  bekannt  ist. 


Fünftes  Capitel. 
Die  Cylinderflächen. 


§.  27. 
Entstehung  und  Gleichung  der  Cylinderflächen. 

lYenn  eine  Gerade  so  bewegt  wird ,  dass  sie  einer  bestimmten 
Richtung  parallel  bleibt  und  gleichzeitig  eine  gegebene  einfach 
oder  doppelt  gekrümmte  Linie  fortwährend  schneidet,  so  entsteht 
eine  Fläche,  die  im  Allgemeinen  eine  Cylind  er  fläche  genannt 
wird;  die  bewegliche  Gerade  heisst  ihre  Erzeugungslinie  und 
die  Curve,  an  welcher  letztere  hingleitet,  die  Directrix  oder 
Leitlinie  der  Fläche.  Durch  die  Richtung  der  erzeugenden  Ge- 
raden und  durch  die  Directrix  ist  die  Natur  der  Fläche  völlig  be- 
stimmt und  man  kann  daher  die  Aufgabe  stellen,  aus  jenen  Daten 
die  Gleichung  der  Gjlinderfläche  abzuleiten. 

Wir  betrachten  zunächst  den  zwar  specielleren  aber  sehr  ge- 
wöhnlichen Fall ,  wo  die  Directrix  eine  ebene  krumme  Linie  ist, 

und  nehmen  ihre  Ebene  zur  Coordi- 
natenebene  xy.  Die  Directrix  lässt 
sich  dann  als  die  stetige  Folge  der 
a:y- Spuren  aller  erzeugenden  (Jera- 
den,  d.  h.  als  ary-Spur  der  Fläche 
selbst  ansehen.  Man  hat  nun  erstens 
für  jeden  Punkt  P  einer  zwar  ver- 
änderlichen, aber  einer  bestimmten 
Richtung  parallelen  Geraden  die  61ei- 

x  =  Az  +  a'ü,         y=  Bz  +  yo, 
worin  A  und  B  die  constanten  Richtungscoefficienten ,   Xq  und  y^ 
die  veränderlichen   Coordinaten   der  a-y-Spur  der  erzeugenden 
Geraden  darstellen ;  weil  femer  die  genannte  Spur  (Po)  »^^  ^^ 
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igebenen  Directrix  liegen  soll ,  so  müssen  jr^  und  i/o  einer  ge- 
benen  Gleichung,  nämlich  der  Gleichung  der  Directrix,  genügen, 
jlche  durch 

2)  F{xo,yo)^0 

.rgestellt  werden  möge.  Aus  den  yorhandenen  drei  Gleichungen 
giebt  sich  eine  einzige  Gleichung  zwischen  ocy  y^  z ,  nämlich  die 
eichung  der  Cylinderfläche ,  wenn  man  oc^  und  ^q  eliminirt;  das 
)sultat  dieser  Elimination  kann  in  der  Form 

3)  F{x'  —  Az,y^Bz)  =  0 

rgestellt  werden.  ^ 

Ist  zweitens  die  Directrix  eine  doppelt  gekrümmte  Curve,  so 
issen  zwei  ihrer  Projectionen  gegeben  sein ;  nehmen  wir  hierzu 
3  Projectionen  auf  die  xz  und  ^2 -Ebene,  so  haben  wir  zwei 
ieichungen  von  den  Formen 

4)  (p(ix:,z)^0,         1/;  (y,  z)  =^-=  0. 

ie  erzeugende  Gerade,  deren  Gleichungen  Wiederum 

5)  x=::=:Az  +  Xo,         y -- B z  +  y^ 

in  mögen,  schneidet  der  Voraussetzung  zufolge  die  Directrix  in 
lem  Punkte ,  dessen  Coordinaten  o-j ,  yj ,  Zj  heissen  mögen  und 
r  welche  die  vier  Gleichungen 

f     ^1  =  ^^1  +  ^01         yi  =  B^i  +  yoj 

sammen  gelten.  Durch  Elimination  von  ^i ,  ^i ,  Z|  folgt  hieraus 
ae  Gleichung  zwischen  Xq  und  ^oi  ^*  b*  ^^^  Gleichung  von  der 
f  -  Spur  der  Fläche.    Bezeichnen  wir  diese  Gleichung  durch 

7)  F(xo,yo)=0, 

ist  jetzt  die  Sache  wie  vorhin  und  es  ergiebt  sich  wiederum 

8)  F(x  —  Az,  y  —  Bz)  =  0 
i  Gleichung  der  Cylinderfläche. 

Beispielsweise  erwähnen  wir  diejenige  Cylinderfläche,  deren 
irectrix  irgend  eine  Curve  zweiten  Grades  ist;  als  Gleichung  der 
»Üinie  haben  wir  in  diesem  Falle 

9)  axo*  +  ßyo^  +  ^yocoyo  +  2dxo  +  2ayo  +  *  =  0 

thin  als  Gleichung  der  entsprechenden  Cylinderfläche  zweiten 

rades 

(  a{x—Azy+ß{y  —  Bzy  +  ^y{x—Az){y—Bz) 

^®)      \       +2ö{x—Az)  +  2b{i/—Bz)  +  7^^0. 
Am  einfachsten  gestaltet  sich  die  in  Nr.  8)  entwickelte  all- 
meine Gleichung  der   Cylinderfläche  in  dem    Falle,    wo    die 
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z  -  Achse  parallel  zur  Richtung  der  erzeugenden  Geraden  gelegt 
wird ;  man  hat  dann  -^  =  ^  =  0 ,  folglich 

11)  F{x,y):^^,     (z  beliebig) 

diese  Gleichung  unterscheidet  sich  im  Wesentlichen  nicht  von 
jener  der  ebenen  Directrix ;  in  der  That  erhellt  auch  unmittelbar 
von  selbst,  dass  unter  der  gemachten  Voraussetzung  jeder  Fnnkt 
auf  der  Cjlinderfläche  liegt,  dessen  a:y-Spur  der  Directrix  ange- 
hört und  dessen  z  beliebig  ist. 

Schnitte  der  Cylind  er  flächen.  Unter  den  verschie- 
denen Lagen,  die  eine  Ebene  gegen  eine  Cylinderfläche  haben 
kann ,  sind  folgende  hervorzuheben.  Die  Ebene  kann  erstens  pa- 
rallel zur  o:^- Ebene  sein;  man  hätte  dann  in  Nr.  II)  dem  z  einen 
Constanten  Werth  zu  ertheilen ,  da  aber  z  in  der  Gleichung  selber 
nicht  vorkommt,  so  bleibt  letztere  dadurch  ungeändert,  d.  h.  alle 
Parallelschnitte  der  Cjlinderfläche  sind  congruent,  was  auch  geo- 
metrisch unmittelbar  erhellt.  Die  Ebene  kann  zweitens  parallel 
zur  Richtung  der  erzeugenden  Geraden,  also  der  z  -  Achse  parallel 
sein;  ihre  Gleichung  lautet  unter  dieser  Voraussetzung 

.12)  :^  +  |.  =  i     (z  beliebig) 

und  wenn  wir  sie  mit  der  Gleichung  11)  zusammenhalten,  so  be- 
kommen wir  diejenigen  Punkte,  welche  die  Ebene  mit  der  Cylinder- 
fläche  gemein  hat.  Dabei  bleibt  z  immer  beliebig  und  es  besteht 
daher  die  Reihenfolge  der  gemeinsamen  Punlcte  jedenfalls  in  einer 
oder  mehreren  Geraden,  deren  xy-  Spuren  durch  die  Gleichungen 
11)  und  12)  oder  die  nicht  wesentlich  davon  verschiedenen 

bestimmt  werden.  Schneiden  sich  die  durch  vorstehende  Gleichun- 
gen ausgedrückten  Spuren  der  Cylinderfläche  und  der  Ebene  in 
einer  Partie  von  Punkten,  so  schneidet  die  Ebene  die  Cylinder- 
fläche in  eben  so  viel  Geraden,  welche  der  Richtung  der  Fläche 
parallel  sind;  berühren  sich  jene  Spuren  in  einem  Punkte,  so  be- 
ruht die  Ebene  die  Cylinderfläche  längs  einer  Geraden,  haben 
endlich  jene  Spuren  keinen  Punkt  gemein,  so  liegt  die  Ebene 
völlig  ausserhalb  der  Cylinderfläche.  Eine  ganz  beliebige  Ebene,  ^ 
deren  Gleichung 

13)  ^ja:  +  ^,y  +  C^z  —  D^ 

sein  möge ,  schneidet  im  Allgemeinen  die  Cylinderfläche  in  einer 
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krammen  Linie.  Die  Projectionen  der  letzteren  erhält  man  da- 
durch, dass  man  die  Gleichung  13)  mit  der  Gleichung  der  Cjlinder- 
fläche  zusammen  nimmt  und  eine  der  Coordinaten  o:,  y^  z  eliminirt; 
die  Elimination  von  z  giebt  die  Gleichung  der  a:y-Projection  der 
Durchschnittslinie,  die  Elimination  von  y  liefert  die  Gleichung  der 
«z-Projection,  die  Elimination  von  x  die  Gleichung  der  yz-Pro- 
jection.  Will  man  dagegen ,  wie  es  in  vielen  Fällen  wünschens- 
werth  ist ,  die  Gleichung  der  ebenen  Durchschnittslinie  selber  ha- 
ben, so  bedarf  es  einer  Transformation  der  Coordinaten,  und  zwar 
wählt  man  dabei  die  schneidende  Ebene  zur  Ebene  der  neuen  xy^ 
wie  dies  in  den  Formeln  8)  bis  12)  in  §.  26  geschehen  ist;  setzt 
man  die  für  x^  y^  z  dort  angegebenen  Werthe  in  die  Gleichung 
der  Cylinderfläche  ein,  so  erhält  man  augenblicklich  eine  Glei- 
chung zwischen  den  neuen  ebenen  Coordinaten  der  Durchschnitts- 
linie, d.  h.  die  Gleichung  der  letzteren.  Hiernach  findet  man  z.  B. 
sehr  leicht,  dass  jeder  Schnitt  einer  Cjlinderfläche  zweiten  Gra- 
des aus  einer  Curve  zweiten  Grades  besteht. 

Berührungsebenen,  Tangenten  und  Normalen  der 
Cylinderflächen.  In  dem  Vorigen  liegt  bereits  ein  Mittel  zur 
Auffindung  derjenigen  Ebene,  welche  eine  gegebene  Cylinder- 
fläche  in  einem  gegebenen  Punkte  P  berührt.  Man  zieht  nämlich 
die  durch  P  gehende  erzeugende  Gerade,  legt  durch  ihre  a:y-Spur 
eine  Tangente  an  die  gleichnamige  Spur  der  Fläche  und  con- 
struirt  die  Ebene,  welche  jene  Erzeugungslinie  und  diese  Tan- 
gente enthält;  die  hiermit  bestimmte  Ebene  berührt  die  Cjlinder- 
fläche  längs  jener  erzeugenden  Geraden.  Jede  durch  den  Be- 
rührungspunkt der  Tangentialebene  gehende  in  dieser  Ebene 
selbst  liegende  Gerade  heisst  eine  Tangente  der  Cylinderfläche ; 
die  auf  der  Berührungsebene  im  Berührungspunkte  errichtete 
Senkrechte  nennt  man  die  Normale  der  Fläche  im  Punkte  P. 

Nach  diesen  allgemeinen  Bemerkungen  wollen  wir  den  ellip- 
tischen Cylinder  genauer  betrachten. 

§.  28. 
Der  elliptische  Cylinder. 
Durchschneidet  man  einen  beliebigen   elliptischen   Cylinder 
mittelst  einer  auf  der  Richtung  der  erzeugenden  Geraden  senk- 
rechten Ebene,  so  ist  die  entstehende  Durchschnittslinie  eine  ge- 
schlossene Curve  zweiten  Gerades,  d.  h.  eine  Ellipse,  und  es  kann 
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daher  jeder  schiefe  elliptische  Cylinder  auch  als  gerader  ellipti- 
scher Cyliuder  augesehen  werden.  Denken  wir  uns  diesen  senk- 
rechten Querschnitt  als  Directrix  der  Fläche,  nennen  a  die  grosse, 
b  die  kleine  Haihachse  der  Ellipse ,  und  beziehen  die  Fläche  anf 
ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem ,  dessen  x  -  Achse  mit  a  und 
dessen  ^- Achse  mit  b  zusammenfällt,  so  ist  die  Gleichung  der 
Fläche 

t)  5+S""^'     (z  beliebig). 

Durch  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  legen  wir  femer 
eine  Ebene,  deren  Horizontalspur  mit  der  x  -  Achse  den  Winkel  ^ 
einschliessen  und  deren  Neigungswinkel  gegen  die  xy-  Ebene  =  % 
sein  möge;  ihr  Durchschnitt  mit  der  Fläche  ist  dann  eine  Curve, 
deren  Gleichung  in  ebenen  Coordinaten  durch  die  Substitutionen 

X  --x'  cos  %lf  —  y  sin  i(;  cos  ^, 

y  =zx'  sin  ^  +  y  cos  t(;  cos  ^, 

z  -j=  y  sin  '^, 
erhalten  wird.    Es  ergiebt  sich  auf  diese  Weise 

(cos*  tb  .   sin*}b\    „  .      a' — 6*  ,   , 

— l 1 75—1^+2 — ^Tj-cö^t;;  sturj)  cos^  ,x  y 


,  /sin*  ib  ,  COÄ*  ^\       .  «      /. 


also  im  Allgemeinen  immer  eine  Ellipse.  Von  Interesse  ist  dabei 
die  Untersuchung,  ob  die  fragliche  Ellipse  nicht  unter  Umständen 
zu  einem  Kreise  werden  könnte ,  in  welchem  Falle  die  Gleichung 
zu  der  Form 

gelangen  müsste.  Hierzu  würden  nun,  da  a  >  6  und  cos  ^  im  All- 
gemeinen von  Null  verschieden  ist,   die  folgenden  Bedingungen 

erforderlich  sein 

cos  tff  sin  i(;  =^  0, 
cos*  'tU  .  sin*  1/;       /^sin*  ru  .  cos*  1/;^      .  1 

hieraus  folgt  entweder 

a* 
cos  t(;  =  0  mithin  sin  rp  =  i  und  cos!^  -^  n^  -— , 

b 

oder 

f>* 

5m  if;  =  0        „       cos  1/;  =  1     „     cosr  ^  =  --• 

a 


—     107     — 

Die  erste  dieser  Gleichungen  ist  wegen  t-  >1  unmöglich,  dagegen 

liefert  die  andere  zwei  Beantwortungen  der  Frage,  nämlich 

cos  9  =  -{ und  cos  -^  = • 

a  a 

Jeder  elliptische  Cylinder  lässt  sich  also  auf  zwei  verschiedene 
Arten  in  Kreisen  durchschneiden  und  kann  daher  auf  doppelte 
Weise  als  schiefer  Kreiscylinder  betrachtet  werden.  Bemerkens- 
werth  ist  dabei ,  dass  der  Neigungswinkel  der  Kreisebene  gegen 
die  ary- Ebene  mit  dem  Winkel  übereinkommt,  unter  welchem  die 
Excentricität  der  Ellipse  vom  Endpunkte  der  kleinen  Halbachse 
aus  gesehen  erscheint. 

Nehmen  wir  die  Ebene  eines  der  Kreisschnitte  als  neue 
xy '  Ebene  und  den  Mittelpunkt  des  Kreises  zum  Anfangspunkte 
eines  rechtwinkligen  Coordinatensystemes,  so  ist  die  Gleichung  der 
Horizontalspur,  die  wir  jetzt  auch  als  Directrix  betrachten  können, 

^o*  +  yo'  =  r«; 
wir  bezeichnen  ferner  mit 

x=^Az  und  y^:=-.Bz 
die  Gleichungen  derjenigen  Geraden,   welche   durch  den  Kreis- 
mittelpunkt parallel  zu  den  erzeugenden  Geraden  liegt  (der  soge- 
nannten Cylinderachse)   und  haben  jetzt  als  Gleichung   des 
schiefen  Kreiscylinders  .oder  des  ursprünglich  elliptischen  Cylinders 

2)  {x—Azy  +  (y—Bzy  =  r\ 

Um  die  Natur  des  Durchschnittes  beurtheilen  zu  können, 
welchen  irgend  eine  Ebene 

3)  A^x  +  B,y  +  C^z  =  D^ 

mit  dem  vorigen  Cylinder  bildet,  erörtern  wir  zuerst  den  Fall,  wo 
die  genannte  Ebene  zur  Berührungsebene  wird.  Hierzu  gehört 
erstens,  dass  die  Ebene  parallel  zur  Eichtung  der  erzeugenden 
Geraden  (oder  der  Cylinderachse)  liegt,  was  durch  die  Bedingungs- 
gleichung 

4)  AA^  +  BB^  +  C^~0 

ausgedrückt  wird ;  zweitens  ist  erforderlich ,  dass  die  Horizontal- 
spur der  Ebene  die  Horizontalspur  der  CylinderflSche  berühre; 
die  Gleichungen  der  beiden  genannten  Spuren  sind 

Ax+By=D,         a^  +  t^  =  r*, 
und  die  Bedingung  der  tangentialen  Lage  der  Geraden  gegen  den 
Kreis  wird  durch  die  Gleichung 
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5)  (^,»  +  5,»)r«  =  7),* 

ausgedrückt,  wie  man  u.  A.  durch  die  Bemerkung  finden  kann, 
dass  die  Entfernung  der  Geraden  vom  Coordinatenanfange  gleich 
dem  Radius  des  Kreises  sein  muss.  Sind  nun  die  Bedingungen  4) 
und  5)  gleichzeitig  erfüllt,  so  berührt  die  Ebene  den  Cylinder 
längs  einer  Geraden ;  ist  nur  die  erste ,  nicht  aber  die  zweite  Be- 
dingung erfüllt,  so  hat  die  Ebene  mit  der  Cylinderfläche  entweder 
zwei  oder  gar  keine  Gerade  gemein ;  ist  endlich  auch  die  Bedin- 
gung 4)  nicht  erfüllt,  so  schneidet  die  Ebene  die  Cylinderfläche  in 
einer  Ellipse ,  die  im  speciellen  Falle  auch  zu  einem  Kreise  wer- 
den kann. 

Die  Gleichungen  4)  und  5)  dienen  zur  Lösung  der  Aufgabe, 
,  durch  einen  gegebenen  Punkt  x^  y,  z,  eine  Berührungsebene  an 
die  Cylinderfläche  zu  legen*.    Nennen  wir 

oder  kürzer 

6)  Ll  +  Mri-^Ni^l 

die  Gleichung  der  gesuchten  Ebene ,  so  haben  wir  erstens  als  Be- 
dingung, dass  sie  durch  den  Punkt  x^y^z^  geht 

Lx^  +  My^  +  Nz^  =  1, 
ferner  als  Bedingungen  der  Berührung  mit  der  Fläche 
AL  +  BM  +  N=0 
(Z«  +  M^)r'        =  1. 
Durch  Auflösung  dieser  Gleichungen  ergeben  sich  die  Werthe 

r(x,  —  Az,)  +  (y,—Bz,)j/{x,^Az,y+(y,  —  Bz,J^ 
r[{x,-Az,y+{y,-Bz,y] 

n.__r{y,  —  Bz,)  +  {x,—Az,)j/(x,—Az^y  +  (y^  —  Bz^Y-r' 

r[ia:,-Az,y+{y,-Bz,y] 
N=—{AL  +  BM). 
Man  erkennt  hieraus,  dass  keine  Berührungsebene   möglich  ist, 
wenn 

(cc,  —  Az,y+{y,  —  Bz,y<r^ 
d.  h.  wenn  sich  der  Punkt  x^  y^  z^  innerhalb  des  von  der  Cylinder- 
fläche umschlossenen  Raumes  befindet,  dass  zweitens  eine  einzige 
Tangentialebene  existirt,  wenn 

{x.—Az.y+iy.  —  Bz.y^r^, 
in  welchem  Falle  der  Punkt  Xi  y^  z,  auf  der  Cylinderfläche  selber 
liegt,  und  dass  drittens  zwei  verschiedene  Berührungsebenen  mög- 
lich sind,  wenn 
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d.  h. ,  wenn  der  Punkt  x^  y,  t,  sich  in  dem  von  der  Fläche  ausge- 
schlossenen Räume  befindet.  Schreiben  wir  im  zweiten  Falle  ein- 
fach X,  y,  z  für  aTj ,  y, ,  rj ,  so  sind  die  obigen  Werthe 

^_x  —  Az        ^_y—Bz                    A{x  —  Äz)+B{^  —  Bz) 
L~ — - — ,      m—      -^      ,     iv— 

und  mithin  lautet  die  Gleichung  der  Berührungsebene 

7)  {x  —  Az)^+{y-Bz)ti-[A{x—Az)  +  B{y~Bz)]!;=r', 
wobei  nicht  zu  übersehen  ist,  dass  hier  x,  y,  z  unveränderlich  sind, 
wenn  |,  iy,  f  sich  ändern. 

Als  Gleichungen  derjenigen  Geraden,  welche  die  Berührungs- 
ebene im  Punkte  xyz  senkrecht  schneidet,  findet  man  noch 

([A{x-Az)  +  B{y  —  Bz)](^  —  x)  +  {x-Az){i-z)=^0, 
^)\[A{x-Az)  +  B{jy-.Bz)]{ri-y)  +  {y.-Bz){l;-z)=0; 
dies  sind  die  Gleichungen  der  im  Punkte  xyz  auf  der  Cylinder- 
fläche  errichteten  Normalen. 


Sechstes  Capitel. 
Die    Kegel  flächen. 


§.  29. 
Entstehimg  und  Gleichnng  der  Kegelflachen. 

Wenn  eine  Gerade  so  bewegt  wird,  dass  sie  einerseits  immer 
durch  einen  bestimmten  festen  Punkt  geht  und  andererseits  eine 
gegebene  einfach  oder  doppelt  gekrümmte  Linie  fortwährend 
schneidet,  so  entsteht  eine  sogenannte  Kegel  fläche;  der  feste 
Punkt  heisst  der  Mittelpunkt,  die  bewegliche  Gerade  die  Er- 
zeugungslinie und  die  feste  Curve  die  Directrix  oder  Leit- 
linie der  Fläche.  Man  muss  sich  dabei  die  erzeugende  Gerade 
in  ihrer  ganzen  unendlichen  Ausdehnung  vorstellen  und  es  hat  dies 
zur  Folge,  dass  jede  Kegelfläche  aus  zwei  unendlichen  symmetrisch 
gleichen  Theilen  besteht,  die  sich  im  Mittelpunkte  vereinigen. 
Lässt  man  den  Mittelpunkt  der  Fläche  unendlich  weit  von  der  Di- 
rectrix wegrücken,  so  degenerirt  die  Kegelfläche  in  eine  Cylinder- 
fläche  und  es  kann  daher  diese  als  specieller  Fall  von  jener  gelten. 
Wie  aus  der  Eutstehungsweise  der  Kegelfläche  hervorgeht, 
ist  letztere  bestimmt,  sobald  der  Mittelpunkt  und  die  Directrix 
ihrer  Lage  nach  gegeben  sind;   dies   giebt  Veranlassung  zu  der 

Aufgabe,  aus  den  genannten  Daten  die 
Gleichung  der  Kegelfläche  herzuleiten. 
Wir  betrachten  zunächst  den  zwar 
speciellen,  aber  sehr  gewöhnlichen 
Fall,  wo  die  Directrix  eine  ebene  Curve 
ist :  ihre  Ebene  nehmen  wir  zur  Ebene 
xy  und  bezeichnen  die  Coordinaten  des 
Mittelpunktes  mit  /*,  ^,  h.  Die  Glei- 
chungen irgend  einer  durch  den  Punkt 
fgh  gehenden  Geraden  können  jetzt 
unter  der  Form 
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X—f=M{z  —  h),  y  —  g=N{z  —  h) 

iargestellt  werden  und  dabei  sind  die  Coordinaten  Xq  and  ^o  ihrer 
cy-Spur  durch  die  Formeln 

Xo  —  f^  —Mh,  y^—g~  —  Nh 

estimmt.    Die  Elimination  von  M  und  N  giebt 

8  Gleichungen  der  Geraden,  welche  die  Punkte  fgh  und  XqI/q 
3rbindet.  Soll  diese  Gerade  mit  der  erzeugenden  Geraden  (in 
;end  einer  ihrer  Lagen  gedacht)  identisch  sein,  so  muss  der 
ankt  iCoyo  ^^^  Directrix  angehören,  deren  Gleichung  durch 

2)  F(a-o,yo)  =  0 

irgestellt  werden  möge.  Nach  Elimination  von  Xq  und  yQ  aus 
jn  Gleichungen  1)  und  2)  ergiebt  sich  nun  eine  einzige  Gleichung 
fischen  Xy  y,  z,  nämlich 

')       <^^.  ^o=« 

id  diese  ist  die  Gleichung  der  Kegelfläche. 

Eine  doppelt  gekrümmte  Directrix  stellen  wir  durch  zwei 
leichungen  dar ,  indem  wir  sie  auf  die  Ebenen  x  z  und  y  z  pro- 
iirt  denken ;  die  betrefiFenden  Gleichungen  mögen  sein 

4)  q>{x,z)--={i,         t(;(y,  z)  =  0. 

en  Gleichungen  der  erzeugenden  Geraden  geben  wir  wieder  die 
>rm 

id  nennen  ar,  y,  z,  den  Punkt,  in  welchem  sie  die  Directrix  schnei- 
et. Für  die  Coordinaten  dieses  Punktes  gelten  zusammen  die 
leichungen 

\  9>(^i,2^t)=0,  t(;(a:,,z,)  =  0; 

iminirt  man  aus  ihnen  iCi ,  y, ,  z, ,  so  bleibt  eine  Gleic^b'ing  zwi- 
hen  Xq  und  y^  übrig,  d.  h.  die  Gleichung  der  a:y-Spur  der 
äche.    Bezeichnen  wir  die  so  entstandene  Gleichung  mit 

ist  die  Sache  ganz  wie  vorhin  und  es  ergiebt  sich  wiederum 
3  Gleichung  der  Kegelfläche. 
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Um  die  Beclinung  zu  yereinfachen ,  kann  man  zunächst  die 
2 -Achse  durch  den  Mittelpunkt  der  Fläche  legen,  es  ist  dann 
f=9  —  0,  folglich 


verschiebt  man  nachher  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  in  den 
Mittelpunkt,  indem  man  z  für  h  —  z  setzt ,  so  wird  noch  einfacher 


f(^,  *J^)=o. 


Beispielsweise  betrachten  wir  den  schiefen  Kreiskegel.  Das 
Coordinatensystem  sei  rechtwinklig,  r  der  Halbmesser  der  Di- 
rectrix ,  die  Coordinaten  des  Kreismittelpunktes  mögen  p  und  q 
heissen,  der  Mittelpunkt  des  Kegels  liege  auf  der  r- Achse,  die 
Directrix  in  der  a:y- Ebene;  die  Gleichung  der  Leitlinie  ist  in 
diesem  Falle 

(^o-p)'+(yo-^)*  =  r*, 
mithin  die  Gleichung  der  Kegelfläche 

ü^mmt  man  den  Mittelpunkt  der  Fläche  zum  Coordinatenanfang, 
so  dass  nun  die  Directrix  in  der  Entfernung  h  parallel  zur  nenen 
a:y- Ebene  liegt,  so  ist  noch  einfacher 

(^-)"+  &'-0"=- 

die  Gleichung  der  Fläche. 

Schnitte  der  Kegelfläche.  Bei  der  Erörterung  der  ver- 
schiedenen Lagen  einer  Ebene  gegen  eine  Kegelfläche  unterschei- 
den wir  die  beiden  Hauptfälle,  ob  die  Ebene  durch  den  Mittel- 
punkt der  Kegelfläche  geht  oder  nicht.  Findet  das  Erste  statt,  so 
geben  die  a:y- Spuren  der  Fläche  und  der  Ebene  ein  leichtes 
Mittel  an  die  Hand ,  um  die  Natur  des  Durchschnittes  beider  Ge- 
bilde kennen  zu  lernen.  Es  kann  nämlich  die  Spur  der  Ebene  die 
Spur  der  Fläche  entweder  in  gewissen  Punkten  schneiden,  oder 
in  einem  Punkte  berühren ,  oder  keinen  Punkt  mit  ihr  gemein  ha- 
ben ;  im  ersten  C'alle  schneidet  die  Ebene  die  Fläche  in  eben  so 
viel  erzeugenden  Geraden,  im  zweiten  Falle  berührt  die  Ebene 
die  Fläche  längs  einer  erzeugenden  Geraden,  im  dritten  Falle  hat 
die  Ebene  ausser  dem  Mittelpunkte  der  Kegelfläche  keinen  wei- 
teren Punkt  mit  letzterer  gemein.    Wenn  dagegen  die  Ebene  nicht 
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durch  den  Mittelpunkt  der  Kegelfläche  geht,  so  wird  sie  diese  im 
Allgemeinen  in  irgend  einer  krummen  Linie  schneiden.  Die  Pro- 
jeetionen  der  letzteren  findet  maa  dadurch,  dass  man  die  Gleichung 
der  Kegelfläche  mit  der  Gleichung  der  Ebene  verbindet  und  eine 
der  Coordinaten  a:,  y,  z  eliminirt;  die  Elimination  von  z  giebt  die 
Gleichung  der  icy-Projection  der  Durchschnittslinie,  die  Elimina- 
tion von  y  liefert  die  Gleichung  x  z  -  Projection ,  die  Elimination 
von  X  die  Gleichung  der  yz- Projection.  Will  man  die  Gleichung 
der  ebenen  Durchschnittslinie  selber  haben,  so  bedarf  es  einer 
Transformation  der  Coordinaten,  und  zwar  wählt  man  dabei  die 
schneidende  Ebene  zur  Ebene  der  neuen  xy^  wie  dies  in  den  For- 
meln 8)  bis  12)  in  §.  26  angegeben  ist.  Nach  diesen  Bemerkungen 
findet  man  z.  B.  leicht,  dass  der  Schnitt  jeder  Kegelfläche,  deren 
Directrix  eine  Curve  zweiten  Grades  ist,  wiederum  eine  Linie 
desselben  Grades  darstellt. 

Berührungsebenen,  Tangenten  und  Normalen  der 
Kegel  flächen.  In  dem  Vorigen  liegt  bereits  das  Mittel  zur 
Construction  derjenigen  Ebene,  welche  eine  gegebene  Kegelfläche 
in  einem  bestimmten  Punkte  P  berührt.  Man  zieht  nämlich  die 
durch  P  gehende  erzeugende  Gerade,  legt  durch  ihre  a:y-Spur 
eine  Tangente  an  die  gleichnamige  Spur  der  Fläche  und  con- 
struirt  die  Ebene,  welche  jene  Erzeugungslinie  und  diese  Tan- 
gente enthält;  die  hiermit  bestimmte  Ebene  berührt  die  Kegel- 
fläche längs  der  genannten  erzeugenden  Geraden.  Jede  durch  den 
Berührungspunkt  gehende  in  dieser  Ebene  liegende  Gerade  heisst 
eine  Tangente  der  Fläche;  die  auf  der  Bertihrungsebene  im  Be- 
rührungspunkte errichtete  Senkrechte  nennt  man  die  Normale 
der  Fläche  in  diesem  Punkte. 


§.  30. 
Der  elliptische  KegeL  • 

Durchschneidet  man  einen  elliptischen  Kegel  mittelst  einer 
Ebene ,  welche  auf  der  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  der  Di- 
rectrix und  der  Fläche  senkrecht  steht,  also  normal  zur  sogenann- 
ten Kegelachse  ist ,  so  bildet  die  Schnittcurve  eine  geschlossene 
Linie  zweiten  Grades,  d.  h.  eine  Ellipse.  Diese  nehmen  wir  als 
neue  Directrix;  ihre  grössere  Halbachse  möge  «,  die  kleinere  &, 
die  Entfernung  des  Kegelmittelpunktes  von  der  Directrix  soll  c 

Anal.  Geom.   II.  8 
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beissen ,  die  Coordinateuachsen  der  a: ,  y ,  2  legen  wir  der  Reihe 
nach  in  a,  b,  c  und  haben  so  als  Gleichung  der  Directrix 

femer  als  Gleichungen  der  erzeugenden  Geraden 

X  =  —  -(Z-C),  y=—-(z—c), 

mithin  als  Gleichung  der  elliptischen  Kegelfläche 

Noch  einfacher  gestaltet  sich  das  Resultat,  wenn  wir  den  Anfangs- 
punkt der  Coordinaten  in  den  Mittelpunkt  der  Fläche  verlegen; 
die  Directrix  liegt  dann  in  der  Entfernung  c  parallel  zur  ary- Ebene 
und  hat 

-.  +  Jt  =  «.         ^=c 
zur  Gleichung ;  für  die  Gleichung  der  Fläche  erhalten  wir 

^)  (f)'+(9"=(7)"- 

Der  Durchschnitt  der  Fläche  mit  der  a:r- Ebene  besteht  aus  zwei 
Geraden ,  deren  Gleichungen  lauten 

der  Durchschnitt  der  Fläche  mit  der  yz- Ebene  besteht  gleichfalls 
aus  zwei  durch  die  Gleichungen 

'=■>■  a)'=G)' 

bestimmten  Geraden.    Man  erkennt  hieraus  die  geometrische  Be- 

c  c  .  c 

deutung  der  Verhältnisse  —  und   ~ ;  es  ist  nämlich  —  die  Cotan 


Fig.  23. 


b  a 

gente  des  Winkels  AOZ^  welchen 
die  arz-Spur  der  Fläche  mit  der 

z  -  Achse  einschliesst,  ebenso  -  die 

b 

Cotangente  des  Winkels  B02 
zwischen  der  yz-  Spur  der  Fläche 
und  derselben  Achse.  Bezeich- 
nen wir  die  genannten  Winkel 
mit  «  und  /3,  so  können  wir  der 
Gleichung  2)  die  Form 
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3)  a^  cof  a  +  t^  cof  ß  zrm^ 
ertheilen ,  welche  in  manchen  Fällen  bequemer  ist. 

Eine  durch  die  Gleichung 

4)  Ax+  By  +  Cz=zD 

charakterisirte  Ebene  schneidet  die  Kegelfläche  in  einer  Curve, 
deren  Horizontalprojection  durch  Elimination  von  z  gefunden  wird ; 
die  betreffende  Gleichung  lautet 

man  erkennt  hieraus ,  dass  die  Horizontalprojection  des  Schnittes, 
mithin  auch  letzterer  selbst,  eine  Linie  zweiten  Grades  ist.  Setzen 
wir  zunächst  2)  ^  0  voraus,  in  welchem  Falle  die  Ebene  nicht 
durch  den  Kegelmittelpunkt  (Coordinatenanfang)  geht,  so  ent- 
scheidet sich  die  Natur  des  Durchschnittes  nach  der  bekannten 
Regel,  dass  die  Gleichung 

^^ar*  +  .P^y«  +  2Cj  a:y  +  2Z>i  a:  +  2  ^,y  +  i?',  =0 
eine  Ellipse,  Hyperbel  oder  Parabel  charakterisirt,  jenachdem  der 
Ausdruck 

C,^  —  A,B, 
negativ ,  positiv  oder  gleich  Null  ist.    Durch  Anwendung  auf  die 
Gleichung  5)  folgt  der  Satz :  der  Durchschnitt  der  Ebene  mit  der 
Kegelfläche  ist 

eine  Ellipse     für  J?a^  +  B^l^<  C»  c«, 
„     Hyperbel  „    ^  a«  +  ^  ft«  >  C«  c*, 
„     Parabel     „    ^a«+ i^6«  =  C*c», 
immer  />  ^  0  vorausgesetzt.  —  Lassen  wir  zweitens  D  in  Null 
übergehen ,  so  reducirt  sich  im  ersten  Falle  die  Ellipse  auf  einen 
blossen  Punkt  und  die  Ebene  hat  dann  mit  der  Kegelfläche  nur 
den  Kegel mittelpunkt  gemein;   im  zweiten  Falle  degenerirt  die 
Hyperbel  zu  zwei  Geraden ,  im  dritten  Falle  verwandelt  sich  die 
Parabel  in  eine  Gerade  und  die  Ebene  berührt  die  Kegelfläche 
längs  dieser  Geraden.    Die  letzteren  Resultate  können  leicht  mit- 
telst der  Directrix  verificirt  werden.    Der  Durchschnitt  der  Ebene 

Ax^  By  +  Czz:=0 
mit  der  Ebene  der  Directrix  ist  nämlich  für  z  =:^  0 

Ax+  By+  Cc^:^i} 
d.  h.  eine  Gerade;  diese  hat  mit  der  Directrix 

8* 
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keinen  Punkt  gemein,  wenn  -<4*a*  + jP*ft*<C*c*;  sie  schneidet  die- 
selbe in  zwei  Punkten,  wenn  -<4*a*+ ^6*>C*c*,  sie  berührt  die 
Direetrix,  wenn  -<4*a*  + ^6*=C*c*;  hieraus  folgen  unmittelbar 
die  angegebenen  Eigenschaften  der  Ebene. 

Um  die  Gleichung  der  Durchschnittslinie  selber  zu  erhalten, 
nehmen  wir  die  Schnittebene  FGrH  zur  Ebene  x  y   eines  neuen 


Fig.  23. 


Coordinatensy Sternes ;  die  Strecke 
06?,   welche   die  Ebene  von  der 
y- Achse    abschneidet,    heisse  gf, 
der  Anfangspunkt  der  neuen  Co- 
ordinaten  sei  6?,    ferner  GF  die 
Achse   der  positiven  x  y  LGFO 
==  1/;    und    der   Neigungswinkel 
HJK  der  Ebene  gegen  die  xy- 
Ebene  =  ^.     Wir    liaben  jetzt 
nach  den  Formeln  8)  in  §.  26 
x=         X  cosH>  —  y  sin  if;  cos  O, 
y  =z  g  -{-  x'  sin 'tj;  +  y  cos  rj;  cos  ^, 
z  =  y  sin  d^ 

mithin  durch  Substitution  in  die  Gleichung  2)  und  bei  gehöriger 
Anordnung 


6) 


(a^  —  ft*)  sin  'tb  cos  tl;  cos  O-    ,   , 

+^- — z  — "^ 


Q  sin  lU    ,         q  cos  il;  cos  &    , 


+  &=»• 


Hieraus  lassen  sich  nach  bekannten  Methoden  die  Achsen  des 
Schnittes  ihrer  Lage  und  Grösse  nach  bestimmen,  wobei  wir  nicht 
weiter  verweilen  wollen.  Von  Interesse  ist  nur  noch  die  Frage, 
ob  die  durch  Nr.  6)  dargestellte  Curve  nicht  unter  Umständen  zu 
einem  Kreise  werden  kann.    Hierzu  würden  die  Bedingungen 


7) 
8) 


co^ii> 


sin^O' 


(ö* — Ä*)  cos  ^  cos  t/;  sin  t/;  ==  0 
gehören ,   von   denen  die  letzte  wegen  der  Voraussetzund  a  >  ft 
nur  durch 
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^  =  9(f   oder   tj;  r^  90^   oder    ^  =  (fi 
erfüllbar  ist.    Für  ^  :^  90^  liefert  die  Gleichung  7) 

(co$tl;\*       /^siniij\* 1 

also  ein  unmögliches  Resultat;  für  i/;  =  90P  wird  aus  Nr.  7) 

1         cos^d'      sin*^      ,  .    ^        c  l/b*  —  a* 

-75= — 5 ^—  oder  sm^z=z     \  , 

b'  a^  <*  bj/a!'  +  (^ 

mithin  -^  imaginär  (wegen  6  <  a) ;  endlich  für  ^  =  0  ergiebt  sich 

aus  Nr.  7) 

9)     ^  =  -^i ^   oder  ««*  =  -^p==. 

Giebt  man  dem  für  sin  ^  erhaltenen  Werthe  die  Form 


stn  &  =  ?^^ 


so  erscheint  5i>i  d  als  Product  zweier  ächten  Brüche,  mithin  ist  der 
Werth  von  sin  ^  ein  ächter  Bruch ,  folglich  O  immer  möglich  und 
zwar  zweideutig,  weil  man  dafür  eben  so  wohl  einen  spitzen,  als 
einen  stumpfen  Winkel  nehmen  kann.  Demnach  wird  der  ellip- 
tische Kegel  durch  zwei  Systeme  von  Ebenen  in  Kreisen  ge- 
schnitten ;  alle  diese  Ebenen  sind  der  x  -  Achse  parallel  und  bilden 
mit  der  xy  -  Ebene  gleiche  Winkel  entweder  nach  der  positiven 
oder  nach  der  negativen  Seite  der  z  hin.  Stellt  man  die  Gleichung 
einer  der  üc  -  Achse  parallelen  Ebene  in  der  Form 

10)  By  +  Cz=zD 

dar,  so  bestimmt  sich  ihr  Neigungswinkel  gegen  die  a;y- Ebene 
durch  die  Formel 

C05*  ^  =  ^  .   ^,  oder  sin^  ^  = 


durch  Substitution  des  letzteren  Ausdrucks  folgt  aus  Nr.  9) ,  dass 
die  Ebene  10)  die  Kegelfläche  in  einem  Kreise  schneidet,  wenn 
die  Bedingung 

B^      <^{a--b^) 

^  C^~b\a^  +  (^) 

erfüllt  ist. 

Wir  lösen  endlich  noch  die  Aufgabe,  ,  durch  einen  gegebenen 
Punkt  x^  yi  z^  eine  Berührungsebene  an  die  elliptische  Kegelfläche 
zulegen'.  Da  die  gesuchte  Ebene  jedenfalls  durch  den  Mittel- 
punkt der  Fläche  gehen  muss,  so  ist  ihre  Gleichung  von  der  Form 
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ferner  haben    wir,    weil    diese  Ebene    durch  den   Punkt  a:,y,z, 
gehen  soll 

endlieh  wegen  der  verlangten  Berührung 

Einfacher  werden  diese  Gleichungen ,  wenn  wir 

C  '  C 

setzen;  die  Gleichung  der  Berührungsebene  ist  dann 

12)  M^+Nfi-i-t^O 

und  darin  gelten  für  M  und  N  die  Bedingungen 

Aus  diesen  Gleichungen  findet  sich 


bW  +  a'yj' __' 

Demnach  sind  zwei  berührende  Ebenen,   eine   Tangentialebene, 
oder  keine  derartige  Ebene  möglich,  jenachdem 

> 

oder 


(?)•+ ei)"i(i)". 


d.  h.  jenachdem  der  Punkt  x^yiZi  ausserhalb,  auf  oder  innerhalb 
des  von  der  Kegelfläche  umschlossenen  Raumes  liegt.  Schreiben 
wir  im  zweiten  Falle  rc,  y,  z  für  a:, ,  y, ,  Zj ,  so  ist 


^ fci  y       ^ 


oder  symmetrischer 

die  Gleichung  der  durch  den  Punkt  xyz  der  Kegelfläche  gehen- 
den Bertihrungsebene. 

Hieraus  findet  man  leicht 

14)  |_.  =  _^(f_,),  ,_y==_g(t_,) 
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als  Gleichungen  der  im  Punkte  xyz  auf  der  Kegelfläche  errichte- 
ten Normalen. 

§.  31. 
Der  elliptische  Kegel  als  schiefer  KreiskegeL 

Nimmt  man  irgend  einen  Kreisschnitt  des  elliptischen  Kegels 
als  neue  Directrix,  so  kann  der  elliptische  Kegel  auch  als  schiefer 
Kreiskegel  angesehen  werden ,  wodurch  die  Formeln  eine  andere 
Gestalt  bekommen.  Die  Ebene  eines  Kreisschnittes  wählen  wir 
zur  a:y- Ebene  eines  neuen  rechtwinkligen  Coordinatensystemes, 
dessen  Anfang  im  Mittelpunkte  des  Kreisschnittes  liegen  möge; 
die  Gleichung  der  Directrix ,  welche  gleichzeitig  die  Horizontal- 
spur des  Kegels  bildet,  ist  jetzt 

Bezeichnen  wir  ferner  mit  a,  6,  c  die  Coordinaten  der  Kegel- 
spitze, so  sind  die  Gleichungen  der  erzeugenden  Geraden 

durch  Elimination  von  x^  und  y^  ergiebt  sich 

1)  {az—cxy+{bz  —  cyy=r^(z  —  cy 
als  Gleichung  der  Kegelfläche. 

Ihr  Durchschnitt  mit  einer  beliebigen  durch  die  Gleichung 

2)  Ax  +  By  +  Cz  ~  D 

repräsentirten  Ebene  ist  eine  Linie  zweiten  Grades ,  deren  Hori- 
zontalprojection  sich  durch  Elimination  von  z  aus  den  Gleichun- 
gen beider  Flächen  bestimmt;  die  Gleichung  der  erwähnten  Ho- 
rizontalprojection  ist  von  der  Form 

3)  A,ix^+B^y^+^C,xy  +  lD,x  +  ^E,y  +  F,  =  0 
und  darin 

C,=lAa+Cc)Ba+{Bh  +  Cc)Ab  —  ABf^. 
Vermöge  dieser  Werthe  erhält  man  nach  gehöriger  Reduction  *) 


*)   Bezeichnet  man  nämlich  zur  Abkürzung  AaArCc  mit  a  und  Bb 
'\'Cc  mit  ß,  so  findet  sich  zunächst 

Ci«  —  AiBi=r^  [A*(ß^Bby  +  B*  (a  — ^fl)*] 

—  (aß  — ABaby  •     ^ 

welcher  Ausdruck  nach  Substitution  der  Werthe  von  a  und  ß  die  oben  er- 
wähnte Form  annimmt. 
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C,«  — ^,J?i  =  (^+i5»)r*— (^a+^6  +  Cc)« 
und  hieraus  ergiebt  sich,  dass  der  Schnitt  eine  Ellipse,  Parabel 
oder  Hyperbel  ist,  jenachdem 

^  <  {Aa  +  Bb  +  Ccy 
^^  >  ^+^ 

Die  geometrische  Bedeutung  hiervon  wird  auf  folgende  Weise 
sichtbar.  Durch  den  Mittelpunkt  der  Kegelfläche  legen  wir  pa- 
rallel zur  schneidenden  Ebene  eine  Hilfsebene ;  die  Gleichung  der 
letzteren  ist 

A(x  —  a)  +  B(f/  —  b)  +  C(z  —  c)  =  0 
und  die  Gleichung  ihrer  Horizontalspur  {z  =^  0) 
Ax  +  By  =  Aa  +  Bb  +  Cc. 
Für  die  Entfernung  p  dieser  Geraden  vom    Goordinatenanfange 
ergiebt  sich 

^       {Aa  +  Bb  +  Ccy 
^~         j^  +  B^         ' 
demnach  ist  der  Kegelschnitt  eine  Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel, 
jenachdem  (im  absoluten  Sinne)  r^p,  r==p  oder  r>p  ist,  d.h. 
jenachdem  die  Horizontalspur  der  Hilfsebene  ausserhalb  der  Di- 
rectrix  liegt,  sie  berührt  oder  schneidet. 

Geht  die  schneidende  Ebene  durch  den  Mittelpunkt  der  Kegel- 
fläche ,  ist  also 

5)  Aa+  Bb  +  Cc  =  D, 

so  wird  die  im  ersten  der  in  Nr.  4)  genannten  Fälle,  d.  h.  die  für 

^  J'  +  B' 
entstehende  Ellipse  zu  einem  Punkte,  die  für 

^  +  5« 
vorhandene  Parabel  degenerirt  in  eine  Gerade ,  längs  welcher  die 
Ebene  den  Kegel  berührt,  endlich  degenerirt  die  der  Bedingung 

^  A'  +  B^ 
entsprechende  Hyperbel  in  zwei  durch  den  Mittelpunkt  der  Fläche 
gehende  Gerade. 

Um  die  Gleichung  des  Kegelschnittes  in  möglichst  einfacher 
Form  zu  erhalten,  legen  wir  die  bisher  beliebige  x  -  Achse  parallel 
zur  Horizontalspur  der  schneidenden  Ebene ,  so  dass  die  y  -  Achse 
mit  der  Senkrechten  vom  Goordinatenanfange  auf  jene  Spur  zu- 
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sammen fallt;  den  Fusspun^t  dieses  Perpcudikels  iiehmeu  wir  zum 
Anfangspunkte  eines  neuen  rechtwinkligen  Systeme»,  dessen 
X-  Achse  die  Horizontalspur  der  Schnittebene  ist ,  wobei  die  posi- 
tiven X  in  derselben  Richtung  wie  die  positiven  x  gezählt  werden 
mögen ;  die  y-  Achse  legen  wir  in  die  Schnittebene  und  ihre  posi- 
tive Seite  nach  der  positiven  Seite  der  2 -Achse  zu;  endlich  sei  k 
der  Abstand  des  neuen  von  dem  Fig.  24. 

früheren  Coordinatenanfange  und 
^  der  Neigungswinkel  der  xy- 
Ebene  gegen  die  xy  -  Ebene,  d.  h. 
der  Winkel  zwischen  den  Rich- 
tungen der  positiven  y  und  y'. 
Zufolge  dieser  Bestimmungen  ge- 
schieht der  Uebergang  von  dem 
ursprünglichen  zu  dem  jetzigen 
Coordinatensysteme  mittelst  der 
Substitutionen  (Nr.  8  in  §.  26 
für  t(;  =  0) 

x^^x\         y  =  k  +  ycos&,         2^^:=  y  sinO'^ 
die  Gleichung  l)  erhält  jetzt  die  Form 

6)     J'x*+B'y^  +  2C'xy+2D'x+^E'y+r  =  0 
und  darin  ist 

A'z=c*,     B'  =  (a*  — r*)  sin*  ^  +  {b  sin  ^  —  ccos  ^)*, 

C '  =^  —  acsind'j     Z> '  =  0 , 

E'z^c  [r*  sin*  &  —  k{bsin^  —  c  cos  d)] ,      F' ==(^  {^  —  f^)- 
Hieraus  folgt 

C*  —  A'B'  =  c*  [r*  sin*  &—{b  sin  &  —  c  cos  ^)*] 
und  dieser  Werth  giebt  zu  erkennen,  dass  der  Schnitt  zu  einer 
Ellipse ,  Parabel  oder  Hyperbel  wird ,  jenachdem 

r*=  (b  —  ccote)* 

ausfällt.  Dieses  Resultat  stimmt,  wie  lefcht  zu  sehen  ist,  mit  dem 
vorhin  erhaltenen  überein. 

Soll  der  Kegelschnitt  zu  einem  Kreise  werden,  so  müssen  die 
Bedingungen  A'  =B'  und  C  =0,  d.  h. 

c*  =  (a*  —  r*)  sin*  9  +  {b  sin  ^  —  c  cos  d)*^ 

ac  sin  ^  =  0, 

erfüllt  sein.     Die   zweite  dieser  Gleichungen  wird  durch   ^  =  0 

oder  ^  =  180^  erfüllt,  doch  giebt  dies  nichts  Anderes,  als  eine  zui: 
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Fig.  25.  Directrix    parallele    Ebene;    da 

ferner  c  nicht  :^^  0  sein  kann,  weil 
sonst  die  Kegelfläche  zu  einer 
Ebene  degeneriren  würde,  so 
bleibt  nur  noch  a  =  0  übrig,  wo- 
durch gesagt  ist,  dass  der  An- 
fangspunkt des  neuen  Coordina- 
^X'  tensystemes  mit  dem  Mittelpunkte 
der  Kegelfläche  in  einer  und  der- 
Y  selben    auf    der    Directrixebene 

senkrechten  Ebene  liegen  muss.  Die  erste  der  Bedingungsglei- 
chungen wird  jetzt 

c*  =  —  r*  sin^  O  +  (6  sin  ^  —  c  cos  e)* 
und  liefert ,  wenn  sin  &  und  cos  &  durch  tan  ^  ausgedrückt  werden 

Die  geometrische  Bedeutung  hiervon  ergiebt  sich ,  wenn  man  die 
beiden  Winkel  a  und  |3  <  a  in  Rechnung  bringt,  welche  die 
y 2- Spuren  AC  und  BC  der  Kegelfläche  mit  der  y- Achse  ein- 
schliessen;  man  hat  nämlich 

±-,       tanß 


tan  a  =  - 


*      f     i   o\        ton « +  ian  ß 

tan  («  +  ß)  = !--  = 

^    ^^^        l  — tan  a  tanß 


b  +  r 
2bc 


b^-c'  —  r^ 

folglich  a  +  ß^^&^::^  LYO'A'.  Die  yz-Spur  der  Schnittebene 
liegt  demnach  so,  dass  L  CB*A'  =  LCBA  ist;  der  hiermit  be- 
stimmte Kreisschnitt  des  schiefen  Kegels  heisst  dessen  Wechsel- 
schnitt. 

Soll  durch  einen  gegebenen  Punkt  a:,yiZj  eine  berührende 
Ebene  an  einen  Kreiskegel  gelegt  werden ,  so  bezeichne  man  die 
Gleichung  der  gesuchten  Ebene  vorläufig  mit 

8)  L^  +  Mri  +  Nj;==l; 

dass  sie  den  gegebenen  Punkt  Xi  y^  Zj  enthalten  muss ,  wird  aus- 
gedrückt durch 

Lx^  +  My^  +  iVzj  =  1, 
die  Berührung  der  verlangten  Ebene  mit  der  Fläche  liefert  ferner 
die  Bedingungen 


La  +  Mb  +  Nc  =  \, 


r2  = 


X«  +  ilf* 
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Eliminirt  man  N  an»  den  beiden  ersten  Bedingungsgleichnngen, 
60  hat  man 

(az,  — ca:,)  L  +  {pz^  —  cy^)  M~  z^  —  c, 

und  daraus  finden  sich  die  folgenden  Werthe  von  L  und  M^  in 
denen  zur  Abkürzung 

azj — ca:i=i#,         bz^  —  cy,  ==  «; 
gesetzt  worden  ist: 

ru  {z^ — c)  +  py/ti'+g»— r»(Z|-^^* 


rv  (Z|  —  c)  +  u  Yti^  + 1;*  —  r*  (r,  —  c)* 

,,       l  —  aL—bM 
c 
Demnach  hat  die  Aufgabe  zwei  Auflösungen,  eine  oder  keine  Auf- 
lösung, jenachdem 

d.  h.  jenachdem  der  Punkt  a:,  y,  Zj  ausserhalb  des  von  der  Kegel- 
fläche umschlossenen  Raumes,  auf  der  Fläche  oder  innerhalb  jeues 
Raumes  liegt.  Im  zweiten  Falle ,  wo  wir  x^  y,  z  für  a:, ,  y^ ,  z^ 
schreiben ,  lautet  die  Gleichung  der  Berührungsebene  bei  vollstän- 
diger Entwickelung 

9)     cu^  '\'  evtl  '\'  [^(^ — ^)  —  ^''  —  6r] {;=^cr*(z  —  c). 
Hieraus  ergeben  sich  noch  die  Gleichungen 


10) 


j cu . 

^-''~r»{z-c)  —  au  —  bv^^~''> 


als  Gleichungen  der  durch  den  Punkt  xyz  der  Kegelfläche  gehen- 
den Normalen. 


Siebentes  Capitel. 
Die  Umdrehungsflächen. 


§.  32. 
Entstehung  und  Gleichung  der  umdrehungsflächen. 

JDenkt  man  sich  irgend  eine  einfach  oder  doppelt  gekrümmte 
Linie  mit  einer  ihrer  Lage  nach  bestimmten  Geraden  verbunden, 
so  ist  immer  eine  solche  drehende  Bewegung  der  Curve  möglich, 
dass  jeder  ihrer  Punkte  einen  Kreis  beschreibt,  dessen  Mittelpunkt 
auf  der  festen  Geraden  liegt ;  die  rotirende  Curve  erzeugt  bei  die- 
ser Bewegung  eine  Fläche,  welche  eine  Rotations-  oder  Um- 
drehungsfläche genannt  wird;  die  unveränderliche  Gerade 
heisst  ihre  Achse. 

Aus  dieser  Entstehung  der  Fläche  geht  unmittelbar  hervor, 
dass  alle  auf  der  Drehungsachse  senkrechten  Schnitte  der  Fläche 
Kreise  sind,  deren  Halbmesser  im  Allgemeinen  verschieden  aus- 
fallen, jenachdem  die  Schnitte  durch  verschiedene  Punkte  der 
Achse  gelegt  werden.  Diese  Kreise  werden  die  Parallelkreise 
der  Fläche  genannt.  Ferner  ist  leicht  einzusehen,  dass  die  Fläche 
von  allen  Ebenen,  welche  die  Drehungsachse  in  sich  enthält,  in 
congruenten  Curven  geschnitten  wird;  diese  Linien  einfacher 
Krümmung,  durch  deren  Drehung  um  die  Achse  gleichfalls  die 
Rotationsfläche  erzeugt  werden  kann,  heissen  die  Meridiane 
der  Fläche. 

Um  die  allgemeine  Form  kennen  zu  lernen,  unter  welcher 
die  Gleichung  einer  Umdrehungsfläche  enthalten  ist,  denken  wir 
uns  durch  einen  beliebigen  Punkt  der  Drehungsachse  ein  recht- 
winkliges Coordinatensystem  gelegt  und  nennen  er,  jS,  y  die  Rich- 
tungswinkel der  Drehungsachse ;  ferner  sei  durch  einen  beliebigen 
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Punkt  xyz  der  Fläche  ein  Parallelkreis 
gelegt,  q  dessen  Halbmesser  und  p  der 
Abstand  seines  Mittelpunktes  vom  Coordi- 
natenanfang.  Die  Geraden  OM  =  p  und 
MP=  q  lassen  sich  nun  als  die  ebenen 
rechtwinkligen  Coordinaten  eines  Punktes 
der  Meridiancurve  betrachten  und  es  exi- 
stirt  daher  zwischen  p  und  q  eine  Glei- 
chung von  der  Form  ^^ 

oder,  wenn  statt  q  der  Radiusvector  OP~~^r  in  Rechnung  gebracht 
wird, 

daraus  folgt 

2)  r*^p'  +  \np)Y 
welche  Gleichung  überhaupt  unter  der  Form 

3)  r»=^(p) 

enthalten  ist.    Durch  Substitution  der  bekannten  Werthe 

r^  =  ^  +  y'  +  z\ 
p  =  X  cos  a  +  y  cos  ß  +  z  cos  y 
ergiebt  sich  nun  als  Gleichung  der  Rotationsfläche 

4)  oc^  +  y^  +  z^  =  F (x  cosa  +  y  cos  ß  +  z  cos y). 
Geht  die  Drehungsachse  nicht  durch  den  Coordinatenanfang ,  son- 
dern durch  einen  Punkt  abc^  so  bedarf  es  nur  einer  Verschiebung 
des  Coordinatensystemes  nach  diesem  Punkte;  man  erhält  dann 

f  (^a:-ar+(y-by  +  {z^cy 

^)     yz=  F  [{x  —  a)  cos  CC+  {y — b)  cos  ß  +  {z  —  c)  cos  y] 
als  allgemeinste  Gleichung  der  Rotationsflächen. 

Am  einfachsten  gestaltet  sich  diese  Gleichung,  wenn  man 
eine  der  Coordinatenachsen  mit  der  Drehungsachse  zusammen- 
fallen lässt ;  gewöhnlich  wählt  man  hierzu  entweder  die  x  -  Achse 
oder  die  z- Achse.  Im  ersten  Falle  ist  a  =  0,  ßz=yzz=  90®,  mit- 
hin nach  Nr.  4) 

x'  +  y'  +  z^  =  F{x), 

welcher  Gleichung  auch  die  Form 

y^  +  z'=Q{x) 

ertheilt  werden  kann;  im  zweiten  Falle  ergiebt  sich  analog   . 

x'  +  y'  +  z'-^-^Fiz) 
oder 

x'  +  y'=W{z). 
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Diese  Entwickelungen  liefern  unmittelbar  die  Gleichnng  der 
Rotationsfläche,  wenn  die  Gleichung  des  Meridianes  [g:=f[p)] 
bekannt  ist,  was  namentlich  in  dem  Falle  statt  findet ,  wo  die  roti- 
rende  Curve  eine  einfach  gekrümmte  ist  und  ihre  Ebene  die  Dre- 
hungsachse enthält.  Finden  diese  Umstände  nicht  gleichzeitig 
statt,  so  hat  man  den  folgenden  Weg  einzuschlagen,  wobei  der 
Einfachheit  wegen  vorausgesetzt  ist,  dass  die  2: -Achse  mit  der 
Drehungsachse  zusammenfallt.  Bei  der  primitiven  Lage  der  roti- 
renden  Curve  mögen  die  Coordinaten  irgend  eines  ihrer  Punkte 
mit  oCq,  i/oy  Zq  bezeichnet  werden,  die  Projectionen  der  Curve  auf 
die  beiden  Verticalebenen  sind  dann  bestimmt  durch  zwei  Glei- 
chungen von  den  Formen 

6)  xo  =  (p(zo),       yo  =  ^(2^o); 

dreht  sich  nun  die  Curve  um  die  z  -  Achse ,  so  erhält  der  Punkt 
Xoi/o^o  6^^®  ajadere  Lage,  und  zwar  mögen  ar,  y,  z  seine  neuen  Co- 
ordinaten in  dem  Falle  heissen,  wo  die  Drehung  den  Winkel  o 
von  der  positiven  Seite  der  x  -  Achse  nach  der  positiven  Seite  der 
y- Achse  hin  durchlaufen  hat.  Man  kann  diesen  Winkel  in  der 
Horizontalprojection  sichtbar  machen,  wenn  man  die  einander  glei- 
chen Vectoren  der  Punkte  0:0^0  ^^^  ^V  zieht,  o  ist  dann  der  Winkel 
zwischen  beiden  Vectoren.    Aus  sehr  einfachen  Gründen  hat  man 

a:^,  =  0?  C05  CO  +  y  Äfw  CO ,     yo  =  —  x  sinm  +  y  cos  co ,     «o  =  ^> 
mithin  nach  Nr.  6) 

7)  X  costo  +  y  sin co  =  9  (2) ,  —  x  sin  m  +  y  cos  00  =  tf;  (2); 
dies  sind  die  Gleichungen  der  rotirenden  Curve  in  irgend  einer 
ihrer  Lagen ,  wobei  der  Winkel  co  das  Intervall  von  0"  bis  360®  zu 
durchlaufen  hat ,  wenn  alle  möglichen  Lagen  der  Curve  zum  Vor- 
schein kommen  sollen.    Die  Elimination  von  00  giebt 

8)  «•  +  »•  =  [?>«]*  + kW]», 
als  Gleichung  der  erzeugten  Rotationsfläche. 

Beispiele  hierzu  liefern  die  Curven  zweiten  Grades,  deren 
entsprechende  Flächen  in  den  Fällen  sehr  einfache  Gleichungen 
erhalten,  wo  die  Drehung  um  eine  der  Hauptachsen  vor  sich  geht. 
Denken  wir  uns  die  Ebene  xz  als  die  Ebene  der  in  ihrer  ursprüng- 
lichen Lage  befindlichen  rotirenden  Curve ,  so  haben  wir  für  eine 
durch  den  Coordinatenanfang  gehende  Gerade 

Xq  —  —  Zq^       y^  —  0, 
c 

mithin  für  die  entstandene  Kegelfläche 
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9)  ^  +  ^=(^.)'oaer^  =  ^, 

dasselbe  Resultat  ergiebt  sich  aus  der  Gleichung  2)  in  §.  30,  wenn 
man  den  dort  erwähnten  elliptischen  Kegel  für  ft  =  a  zu  einem 
geraden  Kreiskegel  werden  lässt. 

Die  Gleichungen  einer  in  der  Ebene  x  z  befindlichen  Ellipse  sind 

wobei  die  Achsen  der  Ellipse  zu  Coordinatenachsen  genommen 
sind;  die  Gleichung  der  erzeugten  Umdrehungsfläche,  des  soge- 
nannten Kotationsellipsoides,  ist  folglich 

^  +  ^='^[»-(7)1 

oder  bei  besserer  Anordnung 

'»)        ^+^-='- 

Hierbei  müssen  wir  die  Fälle  a>c^  a^c  und  a  =  c  unterschei- 
den. Im  ersten  Falle  ist  die  Drehung  um  die  kleinere  Halbachse 
vor  sich  gegangen  und  das  Ellipsoid  heisst  in  diesem  Falle  ein 
abgeplattetes;  im  zweiten  Falle  ist  die  Drehungsachse  die 
grössere  Halbachse  und  das  Ellipsoid  ein  gestrecktes;  iin  letz- 
ten Falle  wird  die  rotirende  Curve  zu  einem  Kreise ,  mithin  das 
Rotationsellipsoid  zu  einer  Kugelfläche;  die  Gleichung  der 
letzteren  pflegt  man  gewöhnlich  unter  der  Form 

11)  a^  +  t/^  +  z^  =  r^ 

darzustellen,  wobei  r  =  c  =  a  den  constanten  Halbmesser  bedeutet. 
Für  eine  Hyperbel,  deren  Hauptachse  2  a  mit  der  x  -  Achse  und 
deren  Nebenachse  2c  mit  der  z- Achse  zusammenfällt,  hat  man 

(?)■-(?)■=' »^•"•=«^'+(?)"  "='■• 

mithin  als  Gleichung  der  erzeugten  Umdrehungsfläche 

a^  +  j^  =  «»[l  +  Qy] 
oder 

12)  —^, ^-1.  •      . 

Diese  Fläche  heisst  das  einfache  Rotationshyperboloid. 
Ist  dagegen  c  die  Haupt-  und  a  die  Nebenhalbachse  der  Meridian- 
curve ,  so  gelten  für  sie  die  Gleichungen 
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und  daraus  ergiebt  sieh  als  Gleichung  der  Umdrebungsfläche 


13) 


^+^•^2* 


t; 


letztere  heisst  das  getheilte  Rotationshyperboloid,  weil 
sie  aus  zwei  getrennten  Stücken  besteht. 

Für  eine  Parabel ,  deren  Achse  mit  der  Drehungsachse  und 
deren  Scheitel  mit  dem  Coordinatenanfang  zusammenfallt,  hat  man 

Xo  =  y^kzo,  I/o  =^  0, 

wobei  k  den  Halbparameter  der  Parabel  bezeichnet;  die  ent- 
sprechende Umdrehungsfläche  hat  zur  Gleichung 

14)  x'  +  t^^^kz 

und'  heisst  das  Rotationsparaboloid.  Giebt  man  der  Parabel 
die  umgekehrte  Lage ,  so  dass  ihre  Achse  mit  der  x  -  Achse  zu- 
sammenfallt, so  findet  sich 

Zo  =  j/2kxo  oder.a:o=^,       ^0  =  0, 
und 

Während  die  Gleichungen  der  vorigen  Umdrehungsflächen 
von  demselben  (zweiten)  Grade  waren,  wie  die  ihrer  Meridian- 
curven,  findet  bei  der  letzten  Fläche  diese  Uebereinstimmung  nicht 
mehr  statt;  sie  führt  deshalb  keinen  besonderen  Namen. 

Um  ein  Beispiel  für  den 
Fall  zu  haben,  wo  die  ro- 
tirende  Curve  nicht  in 
einer  Ebene  mit  der  Dre- 
hungsachse liegt,  denken 
wir  uns  von  zwei  sich 
kreuzenden  Geraden  die 
eine  um  die  andere  her- 
umgedreht. Die  feste 
Gerade  sei  wieder  'die 
z  -  Achse ,  die  kürzeste 
Entfernung  beider  Gera- 
den, in  der  ursprünglichen  Lage  der  letzteren  genommen,  sei  der 
Richtung  nach  zusammenfallend  mit  der  x  -  Achse  und  der  Grösse 
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nach  =  a,  endlich  heisse  y  der  constante  Neigun'gswinkel  PAP' 
=  90^  —  L  PAP"  der  beweglichen  Geraden  gegen  die  a:y- Ebene. 
Die  Gleichungen  der  rotirenden  Geraden  sind  jetzt  bei  deren  pri- 
mitiver Lage 

mithin  lautet  die  Gleichung  der  erzeugten  Fläche 

a:*  -f  ^*  =  a*  +  c*  coi^  y, 
oder  besser 

^  a*  {atanyY 

Der  Vergleich  mit  Nr.  12)  führt  zu  dem  bemerkenswerthon  Resul- 
tate, dass  die  entstandene  Umdrehungsfläche  ein  einfaches  Rota- 
tionshyperboloid ist,  welches  die  kürzeste  Entfernung  a  bei- 
der Geraden  zur  Haupthalbachse  und  a  tan  y  zur  Nebenachse  hat. 
Daraus  folgt  auch  umgekehrt ,  dass  sich  auf  jedem  einfachen  Ro- 
tationshyperboloide unendlich  viel  gerade  Linien  ziehen  lassen, 
jede  solche  Gerade  steht  senkrecht  auf  irgend  einem  Halbmesser 
des  kleinsten  Farallelkreises  und  ist  gegen  die  Ebene  des  letzteren 

um  einen  Winkel  y  geneigt,  der  sich  durch  die  Formel  ian  y  =  — 

bestimmt. 

§.  33. 

Schnitte,  Berührongsebenen  und  Kormalen  der 

Eotationsflächen. 

I.  Das  Verfahren  zur  Bestimmung  des  Durchschnittes  einer 
Umdrehungsfläche  mit  einer  Ebene  oder  beliebigen  anderen  Fläche 
ist  im  Allgemeinen  das  nämliche,  wie  bei  den  schon  besprochenen 
Gattungen  von  Flächen;  oliminirt  man  nämlich  aus  den  Gleichun- 
gen der  sich  schneidenden  Flächen  das  eine  Mal  z,  das  andere 
Mal  y,  so  erhält  man  im  ersten  Falle  die  Gleichung  der  ory-Pro- 
jection,  im  anderen  Falle  die  Gleichung  der  a:2-Projection  des 
Durchschnittes.  Bei  einem  ebenen  Schnitte  kann  auch  eine  Trans- 
formation der  Coordinatcn  vorgenommen  werden,  welche  die  Glei- 
chung des  Durchschnittes  selber  kennen  lehrt.  Ein  Paar  nicht  zu 
gewöhnliche  Beispiele  hierzu  sind  folgende. 

Durchschnitt  einer  Kugel  mit  einem  elliptischen 
Kegel.  Beschreibt  man  aus  dem  Mittelpunkte  eines  elliptischen 
oder  schiefen  Kreiskegels  eine  Kugelfläche,  so  ist  der  Durchschnitt 

Anal.  Geom.   U.  9 
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beider  Fläcbenr  ein  sogenannter  sphärischer  Kegelschnitt  (spl^ä- 
rische  Ellipse) ,  für  dessen  Punkte  die  beiden  Gleichungen 
a^*  +  y*  +  «*  =  '^  und  X*  coi*  a  +  y*  cot^  ß  —  z*  =  0 
zusammen  gelten  (Nr.  11  in  §.  32  und  Nr.  3  in  §.  30).     Als  Glei- 
chung der  Horizontalprojection  findet  sich  hieraus 

ic*  y*     _ 

{rsinoy'^{rsinßy~^' 
letztere  ist  folglich  eine  Ellipse  mit  den  Halbachsen  a  ^=r  sin  o 
und  b'  =  r  sin  ß.   Die  Verticalprojection  hat  zur  Gleichung 


r*  cot^  ß 


(r  cos  ßj 


r«  =  '> 


cot*  ß  —  cot*  a 
und  ist,  a  >  ß  vorausgesetzt ,  eine  Ellipse  mit  den  Halbachsen 
r  cot  ß 

ycoi*  ß  —  cot*  a 
Die  Projection  auf  die  Ebene  yz  bestimmt  sich  durch  die  Gleichung 


=  r  cos  ß. 


r*  cot* 


(r  cos  af 


cot*  ß  —  cot*  a 
und  ist  eine  Hyperbel ,  deren  Haupthalbachse  c"  =r^  r  cos  a  in  der 
Richtung  der  z  liegt  und  deren  Nebenhalbachse 
^„,  _  rcota 


ycot*ß  —  cot*a 

ist.    In  der  Figur  sind  die  drei  Projectionsebenen  auf  die  in  §.  2 
erwähnte  Weise  aus  einander  gelegt;  OA  und  OB  sind  die  Ver- 


Fig.  28. 


ticalspuren    des    elliptischen    Kegels, 
welche  mit  der  z- Achse   die  Winkel 
AOC=a  und  BOC=ß  bUden,  OC 
ist  der  Kugelhalbmesser,    OA'=^d^ 
OB'  =  h\OC"  ^  c\  OC"  =  c";  die 
in  der  Figur  nicht  angegebenen  Halb- 
achsen  a"   und   h'"  finden  sich  leicht 
aus  der  Bemerkung,  dass  die  Vertical- 
ellipse  durch  den  Punkt  A  und  die  Hy- 
perbel durch  den  Punkt  B  gehen  mnss. 
Durchschnitt    eines    Rotationsparaboloides  und 
eines  elliptischen  Kegels.    Unter  der  Voraussetzung,  dass 
die  Achsen  beider  Flächen  zusammenfallen,  sind  die  GleichungeB 
der  letzteren 
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ar*  +  y*  =  2A:2 ,         a:*  cot*  a  +  y*  cot*  /5  =  t«. 
Die  Horizontalprojection  des  Durchschnittes  hat  die  Gleichung 

(^  +  !/*)*  =  (2Ä  CO/  a)«a:«  +  (2Ä  co/  /5)«y* 
and  ist   die   sogenannte  Fusspunktencurve   einer  aus  den  Halb- 
achsen a  =2k  cot  a,  b'  =^k  cot  ß  construirten  Ellipse.   Als  Glei- 
chung der  Verticalprojection  des  Durchschnittes  ergiebt  sich 

(cot*  ß  —  cot*  a)a^  +  {z  —  k  cot*  ßY  =  k*  cot*  ß; 
sie  bedeutet  eine  Ellipse,  deren  Halbachsen 

a    =  ^         ,         c    ^=:ik  cot^  ß 

ycot*ß  —  cot*a 

sind  und  deren  Mittelpunkt  in  der  Höhe  k  cot*  ß  über  dem  Coordi- 

natenanfange  auf  der  2- Achse  liegt.    Die  Gleichung  der  seitlichen 

Verticalprojection  lautet 

(z  —  k  cot*  «)*  —  {cot*  ß  —  cot*  a)  i/*  ~  Ä«  cot*  a ; 

ihr  entspricht  eine  aus  den  Halbachsen 

c"  =  k  cot*  a ,         b'"  zn^  ■ 


kcot* 


j/cot*  ß  —  cqi*a 


Fig.  29. 


construirte  Hyperbel,  deren  Mittelpunkt 
in  der  Höhe  k  cot*  a  über  dem  Coordina- 
tenanfange  auf  der  z  -  Achse  liegt.  In  der 
FiguristO^'  =  a',  Oi?'  =  fe',  0B"  =  2c" 
und  der  Mittelpunkt  M  dieser  Linie  der 
Mittelpunkt  der  Verticalellipse ;  die  Haupt- 
halbachse a'  der  lezteren  lässt  sich  leicht 
mittelst  der  Bemerkung  finden,  dass  die 
Ellipse  durch  den  Punkt  A  geht.  Ferner 
ist  OA"  =  ^ c"  und  die  Mitte  N  dieser 
Linie  der  Mittelpunkt  der  Hyperbel;  die 
Nebenhalbachse  der  letzteren  kann  leicht 
ans  d'  hergeleitet  werden.  Man  wird  übrigens ,  wenn  es  auf  eine 
Zeichnung  ankommt,  am  zweckmässigsten  zuerst  die  beiden  Ver- 
ticalprojectionen  construiren  und  aus  diesen  die  Horizontalprojec- 
tion ableiten. 

n.  Legt  man  durch  einen  gegebenen  Punkt  P  einer  Rotations- 
fläche einen  Parallelkreis  und  einen  Meridian ,  construirt  man  fer- 
ner die  beiden  Geraden,  welche  jene  zwei  ebenen  Curven  in  P 
berühren,  und  legt  endlich  durch  diese  sich  schneidenden  Tan- 
genten eine  Ebene,  so  heisst  letztere  eine  Berührungs ebene  der 
Fläche   und  P  ihr  Berührungspunkt.     Ihre   Gleichung  wird   am 

9* 
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Fig.  30. 


kürzesten  auf  folgende  Weise  ge- 
funden. Der  Mittelpunkt  des  durch 
P  gelegten  Parallelkreises  sei  iV, 
sein  Halbmesser  ist  dann  NP= 
j/a^-i-  y^j  und  wenn  man  in  Pan 
den  Kreis  eine  Tangente  legt,  so 
schneidet  letztere  die  Ebene  ccz 
in  einem  Punkte  Z7,  dessen  Coor- 
dinaten 

sind;  dieselbe  Tangente  schneidet  die  yz- Ebene  in  einem  durch 
die  Coordinaten 

0.  y        '  * 

bestimmten  Punkte  F.  Ferner  sei  OiVP  der  durch  den  Punkt  P 
geführte  Meridianschnitt,  P  W  die  im  Punkte  P  an  den  Meridian 
gelegte  Tangente  und  0  fV=i  das  von  letzterer  auf  der  2- Achse 
abgeschnittene  Stück;  die  Strecke  i  ist  immer  bekannt  unU.aus  der 
bekannten  Meridiangleichung  leicht  zu  finden.  Legen  wir  nun 
durch  den  Punkt  W,  dessen  Coordinaten  0,  0,  i  sind ,  und  durch 
die  Punkte  U^  V  eine  Ebene,  so  finden  wir  als  Gleichung  derselben 


l) 


^^  +  yv  + 


a:*+y*a  __  i^  +  y* 


'; 


t^z    ^  t—z 

hiermit  ist  die  Berührungsebene  im  Punkte  xyz  soweit  bestimmt, 
dass  es  in  jedem  individuellen  Falle  nur  noch  der  Substitution  des 
Werthes  von  t  bedarf. 

Hieraus  ergeben  sich  auch  die  Gleichungen  der  den  Ver- 
ticalprojcctionen  einer  im  Punkte  xyz  auf  der  Berührungsebene 
errichteten  Senkrechten,  nämlich 


2)     I- 


X 


X  {t — z) 


a-'), 


y 


_y{t—z) 


(S-i); 


dies  sind  die  Gleichungen  der  Normalen  im  Punkte  xyz. 

Als  Beispiel  diene  das  Kotationsellipsoid ;  jeder  Meridian  des- 
selben ist  eine  aus  den  Halbachsen  a  und  c  construirte  Ellipse, 
und  nach  einem  bekannten  Satze  schneidet  die  Tangente  im  Punkte 

Hieraus  folgt 


P  von  der  2; -Achse  die  Strecke  /: 


ab. 
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^+y*      ^  +  / 


z 


t  —  z         c*  — ; 
oder  vermöge  der  Gleichung  der  Fläche  (Nr.  10  in  §.  32) 
a^  +  y*. 


t—z   ~c«  ^' 
demnach  lautet  die  Gleichung  der  Bertihrungsebene 

oder  in  besserer  Form 

3)  l^  +  a^^  +  lf^'- 

Die  Gleichungen  der  Normale  sind 

Wir  unterlassen  die  weitere  Ausführung  dieser  Betrachtun- 
gen, weil  die  hauptsächlichsten  der  vorhin  erwähnten  Rotations- 
flächen nur  specielle  Fälle  von  allgemeineren  Flächen  sind,  mit 
deren  Untersuchung  sich  die  nächsten  Capitel  beschäftigen. 


Achtes  Capitel. 
Die  Flächen 'zweiten  Grades. 


§.  34. 

Disoussion  der  allgemeinen  Gleichung  der  Flächen 

zweiten  Grades. 

Xu  den  drei  letzten  Capiteln  kamen  mehrere  Flächen  vor,  deren 
Gleichungen  vom  zweiten  Grade  sind,  doch  blieb  dabei  unentschie- 
den, ob  mit  jenen  Flächen  die  ganze  Reihe  der  möglichen  Flächen 
zweiten  Grades  bereits  erschöpft  ist  oder  nicht ;  das  Letztere  würde 
namentlich  dann  der  Fall  sein,  wenn  Flächen  zweiten  Grades 
existiren  sollten,  die  weder  Cylinder-,  noch  Kegel-,  noch  Umdre- 
hungsflächen sind.  Um  hierüber  zu  entscheiden,  betrachten  wir 
die  allgemeinste  Gleichung  zweiten  Grades  zwischen  drei  Coordi- 
naten,  nämlich 

+  2Gx  +  2Hy  +  '21z  +  K=0, 
und  untersuchen,  welche  verschiedenen  Flächen  dieselbe  reprä- 
sentirt.  Wir  werden  dabei  im  Allgemeinen  denselben  Weg  ein- 
schlagen ,  den  die  analytische  Geometrie  bei  der  Discussion  der 
Gleichung  zweiten  Grades  zwischen  zwei  Coordinaten  zu  befolgen 
pflegt. 

Aus  der  Lehre  von  der  Transformation  der  Coordinaten  ist 
bekannt,  dass  der  Grad  einer  Flächengleichung  bei  dem  Ueber- 
gange  zu  einem  neuen  Coordinatensysteme  ungeändert  bleibt;  wäre 
demnach  die  Gleichung  l)  auf  ein  beliebiges  schiefwinkliges  Co- 
ordinatensystem  bezogen,  so  würde  man  diesem  ein  rechtwinkliges 
System  der  a:'^'^'  substituiren  können  und  eine  neue  Gleichung 
von  der  Form 
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A'x^+  B'y^  +  CV«  +  2D'xy  +  ItE'xz  +  ^F'yz' 
+  2  G'x  +  2J5ry  +  2/V  +  ÜT'  =  0 
erhalten.    Letztere  ist  von  ganz  ähnlicher  Zusammensetzung,  wie 
die  ursprüngliche  Gleichung ,  wir  brauchen  daher  unsere  Discus- 
sion  vorläufig  nur  auf  den  Fall  zu  beziehen,  wo  das  zu  Grunde 
liegende  Coordinatensystem  ein  rechtwinkliges  ist. 

Irgend  einen  Punkt  xyz  der  zu  untersuchenden  Fläche  zwei- 
ten Grades  verbinden  wir  mit  einem  beliebig  im  Räume  gewählten 
Punkte  1 1/  f  durch  eine  Gerade  und  bezeichnen  mit  r  die  Entfer- 
nung der  Punkte  xyz  und  liyf,  ferner  durch  a,  /S,  y  die  Winkel, 
welche  r  mit  den  senkrecht  auf  einander  stehenden  Coordinaten- 
achsen  der  a?,  y  und  z  bildet;  für  die  Coordinaten  x^  y  ^  z  haben 
wir  nun  einerseits,  weil  der  Punkt  xyz  auf  der  erwähnten  Fläche 
liegt, 

{Aot^'\'By^  +  Cz*  +  ^Dxy  +  2Exz  +  2Fyz 
+  ^Gx  +  '2JJy+^Iz  +  £:=0, 
andererseits,  weil  der  Punkt  xyz  zu  der  Geraden  r  gehört, 

2)  a:  =  r  C05  «  +  I ,     y  ^=  r  cos  ß  +  rj ,     2  =  r  co5  y  +  f; 
Durch  Substitution  dieser  Werthe  in  die  Gleichung  I)  erhält  letz- 
tere die  Form 

3)  sr^  +  2mr  +  n^^-=0j 

wobei  s,  trij  n  zur  Abkürzung  für  folgende  Ausdrücke  dienen 
sz=  A  cos^  a  +  B  cos^  ß  +  C  cos^  y 
•^  21)  cos  acos  ß  +  "lEcos  a  cosy  +  2F  cos  ß  cos  y 
oder  auch  bei  etwas  anderer  Anordnung 

s=^{Acos  a  +  Dcos  ß  +  Ecos  y)  cos  a 

4)  \  +  {Dcos  a  +  Bcos  ß  +  F cos  y)  cos  ß 
+  {Ecos  a  +  Fcos  ß  +  C  cos  y)  cos  y, 
m^=  {A  cos a  +  B  cos ß  +  E cos  y)  | 

+  (Bcos  a  +  Bcosß  +  Fcos  y)  tj 
^)  1  +  {Ecos  a  +  Fcos  ß+  C  cosy)i 

+    Gcosa  +  Hcosß  +  Icosy  ^ 

n^AS'+Bri^+Cj:^ 
6)         i  +2B^fi  +  2EH+^^vt 

Betrachtet  man  |,  iy,  t  und  «,  /S,  y  als  gegebene  Grössen,  d.  h. 
geometrisch,  denkt  man  sich  durch  den  Punkt  |i^f  eine  Gerade  in 
bestimmter  Richtung  gezogen ,  so  sind  die  Werthe  von  ä,  m  und  n 
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bekannt,  unbekannt  dagegen  r,  o?,  y,  z,  d.  h.  diejenigen  Grössen, 
welche  den  Durchschnitt  jener  Geraden  mit  der  Fläche  bestim- 
men ;  in  diesem  Falle  führt  die  Gleichung  8)  zur  Kenntniss  von  r 
und  nachher,  geben  die  Gleichungen  2)  die  Coordinaten  des  Durch- 
schnittes. Die  Beachtung  des  Umstandes,  dass  die  Gleichung  3) 
eine  quadratische  ist,  mithin  höchstens  zwei  reelle  Wurzeln  be- 
sitzt, liefert  nun  augenblicklich  den  Fundamentalsatz:  eine  ge- 
rade Linie  kann  mit  einer  Fläche  zweiten  Grades 
nicht  mehr  als  zwei  Punkte  gemein  haben. 
Die  erwähnten  Werthe  von  r  sind 

—  m  +  l/m^  —  ns        .  — m  —  l/m*  —  ns 

r  = und   r,  = ; 

sie  fallen  reell  und  verschieden  aus ,  wenn  m*  —  ns  positiv  ist,  die 
Gerade  schneidet  dann  die  Fläche  in  zwei  Punkten ,  deren  Ver- 
bindungslinie eine  Sehne  der  Fläche  bildet;  für  m*  —  ns=0 
folgt  ri=r^  die  Sehne  wird  dann  zu  Null  und  die  Gerade  zur 
Tangente  an  der  Fläche;  ist  endlich  m*  —  ns  negativ,  so  liegt 
die  Gerade  ausserhalb  der  Fläche,  ohne  einen  Punkt  mit  der  letz- 
teren gemein  zu  haben. 

Ausser  den  genannten  Hauptföllen  bedarf  noch  ein  specieller 
Fall  näherer  Untersuchung.  Verbindet  man  zwei  beliebige  Punkte 
xyz  und  x^y^z^  der  Fläche  durch  eine  Gerade  und  wählt  auf  letz- 
terer den  Punkt  Jiy  J  willkürlich,  so  lassen  sich  daraus  «,  /3,  y  mit- 
telst der  Formeln 

X  —  X* 

cos  CY  -  -  

}/(x-x,y  +  {y-y,y  +  {z-z,y 

cos  P  -^       , — — -1  — -        ---z:, 

y(x-x,y  +  (y^y.y  +(z-  z,y 

z  —  z^ 
cos  y  -  -  — 

^(a:-.r,)'+(y-y,)* +(=-*.)' 
ableiten  und  dann  erhalten  5,  m,  n  von  selbst  solche  Werthe,  dass 
r  und  r,  reell  ausfallen;  dies  vorausgesetzt,  kann  man  auch  beur- 
theilen ,  welchen  Werth  m  annehmen  wird ,  wenn  man  den  Punkt 
li^f  auf  die  Mitte  der  Sehne  legt.  In  diesem  Falle  sind  nämlich 
r  und  r,  gleich  gross,  aber  von  entgegengesetzten  Vorzeichen  und 
es  muss  folglich  die  für  r  angegebene  Gleichung  eine  rein  quadra- 
tische, d.  h.  m  --  0  sein.  Führen  wir  zur  Abkürzung  die  Bezeich- 
nungen ein 
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a^rr=  J  COS  €i  +  D  COS  ß  -{-  E  cos  y, 
b=^D  cos  a  i-  B  cos  ß  -{^  F  cos  y, 

'^)  i      c-^E  cosrt  +  F  cosß  +  C  cosy, 

d=iG  cos  a  +  Hcos  ß  +  I  cos  y, 
)  ist,  vermöge  des  Werthes  von  m, 

8)  a^  +  bfi  +  ct  +  d  =  0 

ie  Bedingung  dafür,  dass  der  Punkt  Jiyf  auf  der  Mitte  der  in  der 
ichtung  aßy  gezogenen  Sehne  liegt. 

Lassen  wir  die  einmal  bestimmten  Werthe  von  a,  jS,  y  unge- 
adert ,  während  |,  iy,  f  sich  Hndern ,  so  erhalten  wir  eine  Schaar 
aralleler  Sehnen  und  deren  Mittelpunkte ;  für  die  Coordinaten  der 
tzteren  gilt  fortwährend  die  Gleichung  3) ,  sie  repräaentirt  also 
an  geometrischen  Ort  jener  Punkte.  Letzterer  ist  aber,  wie  man 
amittolbar  bemerkt,  eine  Ebene  und  man  kann  daher  den  wich- 
gen  Satz  aussprechen:  die  Mittelpunkte  aller  parallelen 
ahnen  einer  Fläche  zweiten  Grades  liegen  in  einer 
bene.  Jede  derartige  Ebene  mag  eine  Diametralebcne  der 
lache  heissen. 

Aus  den  Kichtungswinkeln  er,  j3,  y  der  parallelen  Sehnen  er- 

3ben  sich  unmittelbar  die  Stellungswinkel  der  zugehörigen  Dia- 

etralebcne,  wenn  man  die  Formeln  18)  in  §.  14  auf  die  Gleichung 

anwendet,  wobei  jene  Stellungswinkel  kurz  mit  a',  ß\  y    be- 

dchnet  werden  mögen;  man  erhält 


9) 


cos  OL   ^=  - 


cosß'=^ 


cos  y  = 


h 

c 


Brner  lässt  sich  der  Neigungswinkel  cd  der  parallelen  Sehnen 
igen  ihre  Diametralebene  bestimmen ;  er  ist  nämlich  das  Comple- 
ent  des  Winkels,  welchen  die  parallelen  Sehnen  mit  einer  auf 
!r  Diametralebene  errichteten  Senkrechten  einschliessen ;  zufolge 
eser  Bemerkung  hat  man 

cos  (90^ —  co)  =^  sin  on 
=  cos  a  cos  a  +  cos  ß  cos  ß'  +  cos  y  cos  y 

i.  _ 

a  cos  a  +  h  cos  p  +  c  cos  y 
Stn(0=:  —  *= , 
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oder  noch  einfacher ,  wenn  man  sich  an  die  Gleichungen  7)  und  4) 
erinnert, 

10)  sin  CO  =  —====• 

Von  besonderem  Interesse  ist  hier  die  Frage,  ob  die  Eichtung 
der  parallelen  Sehnen  so  gewählt  werden  könnte ,  dass  die  zuge- 
hörige Diametralebene  senkrecht  anf  den  Sehnen  steht  (man  be- 
greift im  Voraus ,  dass  eine  solche  Diametralebene  sich  besonders 
gut  zu  einer  neuen  Coordinatenebene  eignen  müsste) ,  was  unter 
den  Bedingungen 

}/a*  +  b^+(^  =  s 

der  Fall  sein  würde.  Durch  Substitution  dieser  Werthe  verwan- 
deln sich  die  Gleichungen  9)  in  die  folgenden 

**\  ^  «         ^  c 

11)  cos  «  =  —  ,  cos  p  =  —  ,  cos  y  =  — , 

s  ,       s  s 

oder  wegen  s  =  a  cos  «  +  6  cos  ß  +  c  cos  y 

{{a  cos  «  +  6  cos  ß  +  c  cos  y)  cos  a  =  a^ 
{a  cos  a  +  b  cos  ß  +  c  cos  y)  cos  jS  =  6, 
(a  cos  a  '\'  b  cos  ß  +  c  cos  y)  cos  y^=^c. 
Denkt  man  sich  die  Werthe  von  «,  6,  c  eingesetzt,  so  enthalten  die 
vorstehenden  drei  Gleichungen  die  drei  Unbekannten  «,  /5,  y,  welche 
ausserdem  noch  an  die  vierte  Bedingung 

13)  co^a  +  C0Ä*/3  +  C05*y=  1 

gebunden  sind.  Gleichwohl  ist  das  Problem  der  Bestimmung  von 
o,  ß^  y  desswegen  noch  nicht  unmöglich ,  denn  man  kann  sich  auf 
folgende  Weise  überzeugen,  dass  die  dritte  der  Gleichungen  12) 
eine  blose  Consequenz  der  beiden  vorhergehenden  und  mitbin 
tiberflüssig  ist.  Multiplicirt  man  die  erste  der  Gleichungen  12)  mit 
cos  «,  die  zweite  mit  cos  ß  und  addirt,  so  wird 

(a  cos  a-^b  cos  ß-^-  c  cos  y)  {cos^ a  +  cos^  j8)  =.  a  cos  a  +  b  cos  ß] 
hier  braucht  man  nur  cos*  a  +  cos^  ß  durch  1  —  cos*  y  zu  ersetzen, 
um  nach  gehöriger  Hebung  sofort  die  dritte  Gleichung  in  12)  zu 
erhalten.  Wollte  man  nun  die  Gleichungen  12)  und  13)  auf  ge- 
wöhnliche Weise  als  drei  Gleichungen  mit  drei  Unbekannten 
{cos  «,  cos  ßy  cos  y)  behandeln,  so  würde  die  Elimination  von  zweien 
der  letzteren  auf  eine  sehr  complicirte  Gleichung  von  hohem  Grade 
führen,  es  ist  daher  besser,  die  obigen  Gleichungen  so  zu  betrach- 
ten, als  ob  sie  vier  Unbekannte,  nämlich  a,  /3,  y,  s,  enthielten,  und 
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vor  der  Hand  s  zu  entwickeln,  woraus  sich  nachher  a,  ß,  y  leicht 

ableiten  lassen. 

Setzt  man  die  Werthe  von  a,  b,  c  in  die  Gleichungen  II)  ein 

und   vereinigt  nach  Wegschaffhng  der  Brüche  die  gleichartigen 

Grössen ,  so  gelangt  man  zu  den  folgenden  drei  Gleichungen 
(A  —  s)cos  a  +  D  cos  ß  +  E  cos  y  --=  0, 
Doosa  +  {B — s)  cos  ß -{  Fcosy=-  0, 
E  cosa  +  F  cos  ß+  (C — s)  cos  y  =  0; 

die  erste  Gleichung  dividiren  wir  durch  B  E  und  addiren  beider- 

cos  a     T         .  ,  , 
seits  —r=r\  <ii®s  gl®"* 
F 

cosa  ,  cosß  ,  cosy       cosu  C  .  .    DE\ 

aus  der  zweiten  Gleichung  ziehen  wir  durch  Division  mit  2>  F  und 

cosß 
Addition   von  -^: 

cosa 
"F 
und  durch  ein  ähnliches  Verfahren  aus  der  dritten  Gleichung 
cost 


i      cosß      cosy       cosß  f  DF\ 


cosa      cosß      cosy cosy  f  EF\ 

'f"^~e~'^T'—efV~'^^T'J' 

Zur  Abkürzung  setzen  wir 

L^A-—,      M=B-—,       N=C-—, 
cosa  .  cosß      cosy 

wo  Z,  M,  N  bekannte  Grössen  sind,  S  dagegen  unbekannt  ist ;  wir 
haben  jetzt  nach  dem  Vorigen 

-  i^N       ry       cosa.         ,.      ^       cosß,         ,^.     ^      cosy,         ,,. 

oder  * 

BES  ^       BFS  fFS 

16)       cosa^—-^,        cosß  =  ^—^,       cosy^j—^^ 

Aus  diesen  drei  Gleichungen  lassen  sich  zwei  andere  bilden, 
welche  unmittelbar  die  Auflösung  unseres  Problemes  liefern;  man 
erhält  nämlich  einerseits ,  wenn  man  die  obigen  Werthe  von  cos  a, 
cos  /3,  cos  y  in  die  Formel  )3)  einsetzt  und  die  entstehende  Glei- 
chung auf  S  reducirt. 
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dividirt  man  femer  die  erste  der  Gleichungen  16)  durch  F,  die 
zweite  durch  E^  die  dritte  durch  D  und  addirt  die  Quotienten,  so 
ergieht  sich  auf  der  linken  Seite  wieder  S  und  es  ist  demnach 

S 


DE     S           DF     S            EF 
F   s  —  L    '      E  s—M'^    D 

oder 

18) 

r        DE     l            DF      l            El 

Diese  Gleichung  wird  erfüllt  sowohl  durch  S^-=0,  als  durch 
DE      \  DF      \  EF      l       _ 

ly)       ^  —  'Y'  s  —  L  E   s  —  M         D   s  —  N~' 

im  ersten  Falle  mtisste  nach  Nr.  15)  entweder  cos  «  =  cos  ß  -~  cosy 
=  -0  sein,  was  der  Gleichung  13)  widerspricht,  oder  es  müsste 
gleichzeitig  s  -=  L^  s  ^=^  M^  s  ^^  N  werden ,  was  nur  unter  der  be- 
sonderen Voraussetzung ,  dasa  Z,  M^  N  gleiche  Werthe  haben,  ge- 
schehen könnte;  versparen  wir  einstweilen  die  Untersuchung  die- 
ses Specialfalles ,  so  ist  im  Allgemeinen  S  von  Null  verschieden, 
mithin  bleibt  noch  die  Bedingung  19)  zu  erfüllen.  Diese  enthält 
die  einzige  Unbekannte  5;  hat  man  deren  Werth  durch  Auflösung 
der  Gleichung  ermittelt,  so  findet  sich  S  aus  Formel  17)  ,  nachher 
dienen  die  Gleichungen  16)  zur  Bestimmung  der  Winkel  a,  j5,  y. 
Man  erkennt  hieraus ,  dass  die  Frage  nach  der  Möglichkeit  einer 
senkrechten  Lage  der  parallelen  Sehnen  gegen  die  ihnen  ent- 
sprechende Diametralebene  in  letzter  Instanz  auf  die  Frage  nach 
den  reellen  Wurzeln  der  Gleichung  19)  zurückkommt;  letztere  be- 
darf deshalb  einer  genaueren  Untersuchung. 

§.  35. 
Fortsetzung. 

DÄch  Multiplication  mit  dem  Producte  der  Differenzen  5 — X, 
s  —  M  und  s  —  N  erhält  die  Gleichung  18)  die  Form 

{s-L){s-M){s-N)-^{s-M){s~N) 

-^{s-L){s-N)-^{s-L){s-M)^0*) 
und  nach  Division  mit  DEF 


*)  Führt  man  die  angedeuteten  Multiplicationen  aus  und  setzt  nach- 
her die  für  Z,  M,  N  angegebenen  Werthe  ein,  so  kann  man  die  obige  Glei- 
chung auch  in  die  folgende  verwandeln 


20) 


—     141     — 

{s—L){s—M){s  —  N) 
DEF 

(s—L){s—M)      (s—L)(8—N)      {s—M){s—N) 


/>«  E*  F*  ~^' 

Diese  Gleichung  ist  vom  dritten  Grade,  und  da  jede  cubische  Glei- 
chung mindestens  eine  reelle  Wurzel  besitzt,  so  folgt  daraus,  dass 
es  in  jeder  Fläche  zweiten  Grades  wenigstens  eine  Schaar  pa- 
ralleler Sehnen  giebt ,  die  von  ihrer  zugehörigen  Diametralebene 
normal  halbirt  werden.  Um  aber  zu  entscheiden,  ob  die  beiden 
übrigen  Wurzeln  reell  oder  imaginär  sind,  betrachten  wir  die 
Gleichung 

{s—L){s—M){s  —  N) 


21) 


DEF 
{s  —  L){s— M)      (s—L)  (s—N)      {s—M)  {s—N)  _ 
2>*  E^  F*  ~^' 

denken  uns  darin  s  und  t  als  veränderliche  Grössen  und  fragen, 
wie  viel  es  reelle  Werthe  von  s  giebt,  für  welche  t  verschwindet. 
Diese  Frage  lässt  sich  auch  unter  einen  geometrischen  Gesichts- 
punkt bringen,  wenn  man  s  als  Abscisse,  i  als  Ordinate  eines  Punk- 
tes in  der  Ebene  und  die  Gleichung  21)  als  Gleichung  einer  ebenen 
krummen  Linie  betrachtet;  man  hat  dann  zu  untersuchen,  wie 
viele  Punkte  diese  Curve*(eine  Parabel  dritten  Grades)  mit  der 
Abscissenachse  gemein  hat.  Dies  geschieht  auf  folgende  Weise. 
Das  Product  DEF  kann  eben  so  wohl  positiv,  als  negativ  sein, 
im  ersten  Falle  möge  dessen  reciproker  Werth  mit  -|-  x ,  im  zwei- 
ten Falle  mit  —  r  bezeichnet  werden ,  so  dass  x  in  beiden  Fällen 

den  absoluten  Werth  von  ^  „„  ausdrückt.    Die  Grössen  L,  iüf,  N 

JDEF 

sind  im  Allgemeinen  von  einander  verschieden,  es  giebt  also  unter 

ihnen  eine  kleinste ,  eine  mittlere  und  eine  grösste ,  und  um  einen 

bestimmten  Fall  vor  Augen  zu  haben,  wollen  wir  annehmen ,  dass 

L<M<N,  mithin  jede  der  Differenzen  L  —  M,  L  —  N,  M—N 

negativ  sei;  diese  Voraussetzung  beeinträchtigt  übrigens  die  All- 


(s  —  A){s  —  B){s—C) 
—  m(s  —  C)  —  Ei{s  —  B)  —  F^(s  —  A)  —  2DEF:=0. 
Diese  einfache  Form  der  ursprünglichen  Gleichung  würde  in  dem  Falle  be- 
quem sein,  wo  es  sich  bei  numerisch  gegebenen  A^  B,  ,,.,F  um  den  Zahlen- 
werth  von  *  handelte,  dagegen  gestattet  sie  keine  so  leichte  Entscheidung 
der  Frage  nach  der  Anzahl  der  reellen  Wurzeln. 
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gemeinheit  der  Untersuchung  nicht,  denn  man  wird  bald  bemer- 
ken, dass  die  nachherigen  Erörterungen  ganz  gleichfiSrmig  auf 
jede  andere  Rangordnung  der  Grössen  Z,  M^  N  passen.  Der  Glei- 
chung 20)  geben  wir  zunächst  die  Form 

22)  ;  =  . 

und  denken  uns  s  als  unendlich  wachsende  negativ«  Zahl;  die 
Quotienten 


s  —  V         s  —  M'         s—N 
haben  in  diesem  Falle  die  Null  zur  Ghrenae ,  und  das  Product 

{s—L)[s—M)(s  —  N) 
erhält  einen  unendlich  wachsenden,  aber  negativen  Werth,  weil 
bei  hinreichend  grossen  negativen  s  jeder  einzelne  Factor  dessel- 
ben negativ  wird.    Wir  drücken  dies  kurz  durch  die  Formel  aus: 

für  5  --  —  00  wird  ^  =  ( —  «>)  (+  x)  =  +  oo. 
Nehmen  wir  zweitens  s=L,  so  giebt  die  Gleichung  21)  unmittelbar 

{L-M){L-N) 

d.  h. ,   wenn  man  sich  an  das  über  di^  Differenzen   L  —  ^  und 

L  —  N  Gesagte  erinnert, 

für  s^=^  L  wird  i  negativ. 

Daran  schliessen  sich  ferner  die  Bemerkungen 

n.      .  :,                (M—L)(M—N)    ,    , 
für  5  =  iJf  wird  /=  —  ^^ ^-^ ^  d.  h.  positiv, 

(N—L)(N—M)    ,    , 
„    Ä  =  JV       „     /  =  —  "^ ^^ ^  d.  h.  negativ. 

Wir  denken  uns  zuletzt  s  als  unendlich  wachsende  positive  Zahl 
und  benutzen  dabei  wieder  die  Form  22) ;  auch  in  diesem  Falle 
haben  die  dort  erwähnten  Quotienten  die  Null  zur  Grenze,  da- 
gegen wächst  das  Product  {s  —  L)  {s-^M)  {s — N)  ins  positiv  Un- 
endliche ,  d.  h. 

für  5  =  +  Qo  wird  ^  =  (+  oo)  ( +  x)  =  +  oo. 
Nach  diesen  Ergebnissen  kann  man  sich  leicht  ein  Bild  von 
dem  Verlaufe  der  in  Rede  stehenden  Curve   entwerfen;   für  ein 
positives  2>J?F  hat  sie  die  in  Fig.  31  angedeutete  Gestalt,  fUr  ein 


20) 
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{s—L){8—M){s  —  N) 
DEF 
{s—L){s—M)       (8—L)(8—N)      {8—M)(8—N) 


D«  E*  F*  ~  ' 

Diese  Gleichung  ist  vom  dritten  Grade,  und  da  jede  cubische  Glei- 
chung mindestens  eine  reelle  Wurzel  besitzt,  so  folgt  daraus,  dass 
es  in  jeder  Fläche  zweiten  Grades  wenigstens  eine  Schaar  pa- 
ralleler Sehnen  giebt,  die  von  ihrer  zugehörigen  Diametralebene 
normal  halbirt  werden.  Um  aber  zu  entscheiden ,  ob  die  beiden 
übrigen  Wurzeln  reell  oder  imaginär  sind,  betrachten  wir  die 
Gleichung 

(s—L){s—M){s  —  N) 


21) 


DEF 


{s  —  L){s— M)      (s—L)  (s—N)      {s~M)  (s—N)  _ 
I^  E*  F*  ^' 

denken  uns  darin  s  und  t  als  veränderliche  Grössen  und  fragen, 
wie  viel  es  reelle  Werthe  von  s  giebt,  für  welche  t  verschwindet. 
Diese  Frage  lässt  sich  auch  unter  einen  geometrischen  Gesichts- 
punkt bringen,  wenn  man  s  als  Abscisse,  /  als  Ordinate  eines  Punk- 
tes in  der  Ebene  und  die  Gleichung  21)  als  Gleichung  einer  ebenen 
krummen  Linie  betrachtet;  man  hat  dann  zu  untersuchen,  wie 
viele  Punkte  diese  Curve'(eine  Parabel  dritten  Grades)  mit  der 
Abscissenachse  gemein  hat.  Dies  geschieht  auf  folgende  Weise. 
Das  Product  DEF  kann  eben  so  wohl  positiv,  als  negativ  sein, 
im  ersten  Falle  möge  dessen  reciproker  Werth  mit  +  x ,  im  zwei- 
ten Falle  mit  —  r  bezeichnet  werden ,  so  dass  x  in  beiden  Fällen 

den  absoluten  Werth  von  -— —  ausdrückt.    Die  Grössen  Z,  M.  N 

DEF  '      ' 

sind  im  Allgemeinen  von  einander  verschieden,  es  giebt  also  unter 

ihnen  eine  kleinste ,  eine  mittlere  und  eine  grösste ,  und  um  einen 

bestimmten  Fall  vor  Augen  zu  haben,  wollen  wir  annehmen,  dass 

Z  <  yif  <C  iV^,  mithin  jede  der  Differenzen  Z  —  M,  L  —  iV,  M —  N 

negativ  sei;  diese  Voraussetzung  beeinträchtigt  übrigens  die  AU- 


{s  —  A){s  —  B){s—C) 
—  ü^{8-'a)  —  Ei(s  —  B)  —  F^(s  —  A)  —  2DEF=0. 
Diese  einfache  Form  der  ursprünglichen  Gleichung  würde  in  dem  Falle  be- 
quem sein,  wo  es  sich  bei  numerisch  gegebenen  A^  B, .,,,  F  um  den  Zahlen- 
werth  von  s  handelte ,  dagegen  gestattet  sie  keine  so  leichte  Entscheidung 
der  Frage  nach  der  Anzahl  der  reellen  Wurzeln. 
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$t  —  L         E   Sg—M         D   St — N 
Durch  Sabtraction  der  zweiten   von  der  ersten   Gleichung  nnd 
nachherige  Mtdtiplication  mit  i>£f  folgt 

_  J        ^^'  ■P'iF"  E*F*         \ 

(*•  *'4(,,_i)  (s,-L)  +  (,.-iJf )  (*.-Ä )  "•"  {s,-N)  is,-N)f  ' 
da  $2 — ^1  ^^^  ^^^  verschieden  ist,  so  muss  der  Inhalt  der  Paren- 
these =  0  sein;  auf  analoge  Weise  kann  man  die  erste  der  vori- 
gen Gleichungen  mit  der  dritten ,  sowie  die  zweite  mit  der  dritten 
verbinden,  was  zusammen  die  folgenden  Beziehungen  giebt: 

/>«£«                       I^F*                        E*F*  _ 

k  "t"  n nFTTZ ir\  +  7Z ätäTT        v^  —  ^' 


23) 


*TZ ifTTI iuV  ■   TZ        Kr\  /-        w\  —   ' 


I^E*  J/T*  E*F* 

Die  Winkel,  welche  die  Hauptrichtungen  mit  den  Achsen  ein« 
schliessen,  bestimmen  sich  Nr.  16),  nämlich 

DES^  ^        DFSi  EFSi 

DES.  ^        DFS^  EFS^ 

DESj^  ^        DFS^  EFS^ 

'^^«^^;;=z'   ''*^'=i;=itf'   '''y^=7^N^ 

und  daraus  sind  die  Winkel  zwischen  den  Ilauptrichtnngcn  selber 
leicht  abzuleiten.  Bezeichnen  wir  die  gesuchten  Winkel  mit  {r^r^^ 
(^i^s),  (^t^a),  so  ist 

cos  (rj  r,)  =  cos  a^  cos  «,  +  cos  /S,  cos  /S,  +  cos  y,  cos  )•, , 
cos  (ri  Tg)  =  cos  «4  cos  «3  +  cos  /S,  CO«  ß^  +  co5  y,  C05  yj , 
C05  (r,  Tg)  =:  -  cos  a^  cos  «g  +  cos  ß^  cos  ß^  +  cos  y^  cos  y^ ; 
nach  Substitution  der   angegebenen  Cosinuswerthe   vereinfacLeu 
sich  diese  Ausdrücke  sehr,  sobald  man  die  Gleichungen  23)  beach- 
tet ;  es  bleibt  nämlich 

cos  (ri  r,)  =  0 ,  cos  (r,  Tj)  =  0 ,  cos  (r,  r,)  =  0, 

d.h.  L  (/•,  r,)  =  L  (r,  r,)  =  Z.  (r,  r,)  =  90». 
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Daraus  folgt  augenblicklich  der  scliöne  Satz:  die  drei  Haupt- 
ebenen einer  Fläche  zweiten  Grades  stehen  senk- 
recht auf  einander. 

Die  vorige  Untersuchung,  die  wir  bisher  völlig  allgemein  ge- 
halten haben,  kann  in  speciellen  Fällen,  namentlich  wenn  mehrere 
der  Grössen  J,  B,  C\  D  ...  A',  L,  .¥,  N  einander  gleich  werden, 
einige  Modificationen  erleiden;  so  verdient  z.  B.  der  Fall  L  =  M 
=  N  besondere  Aufmerksamkeit.  Vermöge  der  Bedeutung  von 
i,  M,  N  ist  dann 

.   DE  DF  EF 

A=M+—,         B^M+—,         C=M+—, 

mithin  nach  Nr.  7) 

(DE\ 
M  H — —  j  cos  a  +  D  cos  ß  +  E  cos  y 

%M  1     n  r  ( ^^^  et      cos  ß  ^  cos  y^ 

für  die  eingeklammerte  Summe  schreiben  wir,  wie  frülier,  S  und 
entwickeln  auf  gleiche  Weise  h  und  c;  dies  giebt 
(t  —  M'cosa+  DES,  h=:M cosß^  DFS,  c=:^Mrosy  +  KFS-, 
s  =  a  cos  a  +  b  cos  ß  +  c  cos  y 
=  M  {cos^  a  +  ro5*  ß  +  cos*  y) 
+  S  {DE  cosa+  DFcosß  -^  EF  cos  y) 
=zM+  DEFSK 
Von  den  aufzulösenden  drei  Gleichungen 

{A  —  s)  cos  a  +  D  cos  ß  +  E  cos  y  =z  0, 

D  cos  a  +  {B —  s)  cos  j3  +  Frosy  =  0, 

E  cos  a  +  Fcos  ß  +  {C-—s)  cos  y  =  0, 

verwandelt  sich  die  erste  nach  Substitution    der  Werthe  von   A 

und  s  in 

(DE  'X 

— DEFS^j  cos  a+  f)cos  ß+  E cos  y  —  0 

oder  durch  Division  mit  DE 

cos  a  ,  cos  ß      cos  y         „  „, 

d.i. 

S  —  FS*cosa  =  0. 
Behandelt  man  die  übrigen  Gleichungen  auf  dieselbe  Weise,   so 
hat  man  überhaupt  folgende  Relationen 
(i—FSeostt)S=zO,  {\—EScosß)S=-0,  {{ —DS cosy)S^=zO; 

Anal.   Geom.   II.  •  10 
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diei9&n  Gleichungen  kann  man  auf  zweierlei  Wfeiöe  gc^titlgen,  ent- 
weder durch 

24)      '•0»«=;^.   '•«*^=is'   '^''*y=:^' 

oder  durch 

25)  5  =  0. 

Ans  den  Gleichungen  24)  ergiebt  sich,  indem  man  c(uadrirt  und 
addili: 


oder 


2ö)  ^-  Tef  ' 

wodurch  5,  mithin  nach  Nr.  24)  auch  c^^  ß^  y  gefuriden  sind.  Diese 
Auflösung  stimmt  mit  derjenigen  überein,  welche  die  Formeln  18), 
17)  und  16)  liefern,  wenn  man  beachtet,  dass  die  Gleichung  18)  für 
X  =  Jlf  =  iV  nur  vom  ersten  Grade  ist.  Ausserdem  gentigen  der 
Aufgabe  auch  alle  die  Winkel ,  für  welche  die  Gleichung  25)  be- 
steht; zum  Unterschiede  von  den  vorigen  Winkeln  mögen  diesel- 
ben mit  a,  ]3',  /  bezeichnet  werden,  es  gilt  dann  für  sie  die 
Gleichung 

cos  et    .  cos  ß'  .  cos  y 
F     ^     E    ^    B 
Diese  Bt    ingung  kann  auf  unendlich  viele  Arten  befriedigt  werden, 
und  zwar  ist  dieselbe  wegen 

--  irrr  5  C05  a  ,  -—  z^  SCOS  ßy  —■    z=z  S  COS  y, 

FEI) 
.  einerlei  mit 

S  (cos  a  cos  a  +  cos  ß  cos  ß'  +  cos  y  cos  y)  =  0. 
Da  S  nicht  verschwindet,  so  muss  der  Parenthesehinhalt  gleich 
Null  sein  und  es  folgt  daraus ,  dass  nicfet  nur  die  zuerst  bestimmte 
Richtung  aßy,  sondern  auch  jede  darauf  senkrdclrte  RichttiÄg 
a  ß' y  eine  Hauptrichtung  ist.  Dieser  besondere  Fall  tritt  übri- 
gens bei  Rotations  flächen  zweiten  Grades  ein ,  wie  wir  kurz 
zeigen  wollen.    Ist 

die  Scheitelgleichung  eines  Meridians  für  die  rechtwinkligen  Co- 
ordinaten  p  und  q^  sind  ferner  A,  /«,  v  die  Richtungswinkel  dör  Dre- 
hungsachse, so  lautet  nach  §.  32  die  Gleichung  der  Rotati onsfläcbe 


-     147     — 

{a:—ay  +  (f/  —  by+(z~cy 
^^  [(a:—  a)  co9  i  +  (y —  h)  cos  ^i  +  {z  —  c)  cos  vf 
+  2Ä  [(.r  —  a)  cos  A  +  (y  —  b)  cos  |i,  +  (?  —  c)  cos  v] 
■+•  k  [{x  —  a)  cos  X  -i-  (y  —  b)  cos  fi  +  (z  —  c)  cos  v]* 
und  nachdem  man  sie  auf  die  normale  Form  einer  FlÄclienglei 
chang  zweiten  Grades  gebracht  hat,  ist 

.^^(1  +/c)cos^k—  I, 
Bt-  l]+k)cos^a—  1, 
C=  (I+ä:)coä'i/—  J, 

/)  =rT=  (l  4-  k)  cos  k  COS  fJl, 
^  =  (l  4-  Ä-)  COS  k  COS  V, 
?"  r—  (1  +  Ar)  cos  ^  COS  V, 

In  der  That  hat  man  vermöge  dieser  Werthe 

d.h. 

femer  ergiebt  sich  mittelst  der  Formeln  26)  und  24) 

cos  a  =  cos  k  ,      cos  ß  =r=:  COS  /l  ,      COS  y  =  COS  V ; 

wie  vorauszusehen  war ,  ist  hier  die  Richtung  der  Drehungsachse 
die  erste  Hauptrichtung,  ausserdem  sind  noch  alle  zu  letzterer 
senkrechten  Richtungen  gleichfalls  Hauptrichtungen,  was  geome- 
trisch unmittelbar  erhellt. 

Wäre  endlich  noch  specieller  A^-B^:^C  und  I)  -  -  E-.-F=^0^ 
so  würden  a,  6,  c  die  Werthe 

a=^  Ä  cos  a ,         b  ~~  A  cos  j3 ,         c^~  A  cos  y 
erhalten ,  woraus  weiter  folgt 

s~,A  —  B^^  C, 
Die  Gleichungen 

{A — s)  cos  a  +  B  cos  ß  +  Ecos  y  =—  0, 
B  cos  a  +  {B—s)cos  ß  +  Fcosy^=zO, 
E  cos  (X  +  Fcos  ß  +  (C —  s)  cos  y  =.—  0, 
werden  jetzt  von  allen  beliebigen  a,  j5,  y  erfüllt,  d.  h.  jede  Rich- 
tung kann  als  Hauptrichtung  angesehen  werden.    Dieser  Fall  tritt 
bei  der  Kugelfläche  ein,  deren  allgemeine  Gleichung 

{x  —  ay+  {y-^by  +  (z~cy^r^ 
durch  Auflösung  der  Quadrate  und  Multiplication  mit  einem  belie- 
bigen Factor  A  leicht  auf  die  vorausgesetzte  Form  zu  bringen  ist. 

10* 
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§.36. 
Schlags. 

Nachdem  wir  die  Ueberzeugung  gewonnen  haben,  dass  für 
jede  Fläche  zweiten  Gradeg  drei  auf  einander  senkrechte  Haupt- 
ebenen angegeben  werden  können ,  liegt  es  sehr  nahe ,  dieselben 
zu  Coordinatenebenen  zu  wählen.  Dabei  ist  aber  ein  Umstand  zu 
beachten;  die  Realität  jener  Ebenen  schliesst  die  Möglichkeit  niclit 
aus,  dass  ihr  Durchschnittspunkt  ins  Unendliche  falle  und  man 
kann  daher  nicht  ohne  Weiteres  den  Durchschnitt  aller  drei  Haupt- 
ebenen zum  Coordinatenanfang  machen*).  Wir  nehmen  daher 
einstweilen  nur  zwei  Hauptebenen  zu  Coordinatenebenen  und  le- 
gen den  Coordinatenanfang  beliebig  auf  den  geradlinigen  Durch- 
schnitt derselben,  so  dass  die  dritte  Coordinatenebene  der  dritten 
Hauptebene  parallel  liegt.  Ist  nun  in  dem  neuen  rechtwinkligen 
Coordinatensysteme ,  dessen  Coordinaten  x\  y\  z  heissen  mögen, 
die  Ebene  y  z  eine  Hauptebene ,  so  muss  jeder  in  dieser  Ebene 
liegende  Punkt  y  z  der  Mittelpunkt  einer  darauf  senkrechten  (zur 
X'  Achse)  parallelen  Sehne  sein,  d.  h.  jedem  Coordinatenpaare  yz 
müssen  zwei  gleich  grosse  und  dem  Zeichen  nach  entgegengesetzte 
X  entsprechen.  Hieraus  folgt,  dass  die  transformirte  Gleichung, 
welche  die  Form 

A'x^  +  5  V*  +  CV«  +  2i>  Vy  +  ^E'xz  +  2i?"yV 

+  2  C  V  +  ^H'y  +  ^I'z  +  Ä^'  =  0 
besitzen  würde,  rein  quadratisch  in  Beziehung  auf  a:'  sein  muss; 
sie  lautet  daher 

A'x^  +  B'y^  +  C'z^  +  2  F'yz  +  2  H'y  +  2 1'z  +  ÜT'  =  0. 

Ist  zweitens  die  Coordinatenebene  xz'  eine  Hauptebene,  so 
entsprechen  jedem  willkürlich  gewählten  Coordinatenpaare  x: 
zwei  gleiche  und  entgegengesetzte  ^/',  es  verschwinden  daher  aucb 
die  Coefficienten  aller  mit  der  ersten  Potenz  von  y  behafteten 
Glieder,  d.  h.  die  Gleichung  jeder  Fläche  zweiten  Gra- 
des kann  auf  die  Form 

27)  ^V«+  5y«+  CV«  +  2/V  +  Ä"  =  0 

gebracht  werden. 

*)  In  der  analytischen  Geometrie  der  Ebene  kommt  ein  ähnlicher 
Fall  vor.  Die  Parabel  besitzt  nämlich  so ,  wie  die  Ellipse  und  die  Hy- 
perbel, zwei  auf  einander  senkrechte  Hauptdiameter,  deren  Durchschnitt 
(der  Mittelpunkt  der  Curve)  im  Unendlichen  liegt  und  eben  desswegen  nicht 
zum  Coordinatenanfang  taugt. 
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Eine  weitere  Vereinfachung  ent«teht  dadurch,  dass  man  den 

Anfangspunkt  der  Coordinaten  auf  der  z  -  Achse  um  die  Strecke  -> 

C 
verschiebt ;  setzt  man  nämlich 

X  ~ x\         y  =  y\  z  ==  z"  —  --  , 

so  verwandelt  sich  die  obige  Gleichung  in 

28)  A'x'^  +  ^y«  +  C'z"^  +  11 +  K'^  0,- 

wobei  man  die  beiden  unveränderlichen  Grössen  zusammen  mit 
einem  einzigen  Buchstaben  bezeichnen  könnte. 

Die  soeben  ausgeführte  Verschiebung  des  Coordinatenanfangs 

ist  in  dem  Falle  C  =  0  unthunlich,  weil  dann  -—,  entweder  unend- 

Lf 

lieh  oder  keine  bestimmte  Grösse  wäre ;  für  diesen  Fall,  in  welchem 

also  statt  Nr.  27) 

29)  A'x^  +  B'y^  +  2/'^'  +  A^'  =  0 

zu  schreiben  ist,  dient  eine  andere  durch  die  Substitutionen 

X  =^x  ,         y  =y  ,         z  =z   — —, 

angezeigte  Coordinatenänderung ;  sie  giebt 

30)  A'x'^  +  BY*  +  2  fz'  =  0. 

Auch  diese  Transformation  ist  unausführbar  für  i '  =  0 ;  man  hätte 
dann  statt  der  Gleichung  29) 

wodurch  eine  gerade  Cylinderfläche  charakterisirt  wird ;  da  übri 
gens  die  vorstehende  Form  bereits  in  der  Form  28)  enthalten  ist, 
so  giebt  sie  keine  Veranlassung  zu  einer  neuen  Umwandlung.  Bei 
Unterdrückung  der  nicht  mehr  nöthigen  Accente  haben  wir  nun 
folgendes  Theorem:  Wenn  man  zwei  Hauptebenen  einer 
Fläche  zweiten  Grades  zu  den  Coordinatenebenen 
der  xz  und  yz  nimmt,  so  lässt  sich  die  Gleichung  der 
Fläche  auf  die  eine  oder  andere  der  beiden  Formen 

31)  Ax'  +  By'  +  Cz^^K 

32)  Ax^  +  By^  =  2lz 
zurückführen;  die  Flächen  zweiten  Grades  zerfallen 
daher  in  zwei  verschiedene   Arten,   jenachdem  ihre 
Gleichungen  der  einen  oder  der  anderen  Form  ange- 
hören. 
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Den  geometrischen  Unterschied  zwischen  beiden  Gattungen 
von  Flächen  erkennt  man  auf  folgende  Weise.  Zieht  man  durch 
den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  eine  ganz  beliebige  Gerade, 
deren  Richtungswinkel  qr,  j/;,  %  heissen  mögen,  so  gelten  für  jeden 
Punkt  xyz  derselben  die  Gleichungen 

ir  =-=  r  cos  g? ,  y=-r  cos  i/; ,  z  =  r  cos  i 

durch  deren  Substitution  in  Nr.  31)  der  Radiusvector  r  des  Durch- 
schnittes von  der  Geraden  mit  der  Fläche  bestimmt  wird;  die  re- 
sultirende  Gleichung  ist  eine  rein  quadratische  und  giebt  folglich 
zwei  gleich  grosse  und  entgegengesetzte  Werthe  von  r.  Demnach 
halbirt  der  Anfangspunkt  der  Coordinaten  alle  durch  ihn  gelegten 
Sehnender  Fläche,  ist  also  der  Mittelpunkt  der  Fläche  und 
zugleich  der  Durchschnitt  der  Hauptebenen,  weil  die  Gleichung 
31)  auch  in  Beziehung  auf  z  rein  quadratisch  ist.  Umgekehrt  ver- 
hält es  sich  mit  der  Gleichung  32);  dass  hier  der  Coordinaten- 
anfang  nicht  der  Mittelpunkt  der  Fläche  ist,  erkennt  man  augen- 
blicklich aus  der  quadratischen  Gleichung  für  r,  in  welcher  der 
Coefficient  von  r  nicht  verschwindet ;  dass  aber  auch  kein  anderer 
Punkt  uvw  den  Mittelpunkt  bildet,  zeigt  die  allgemeinere  Substi- 
tution 

x=^u  +  r  cos  cp^     y=-V'^rcos'^^     z==zw  +  r  cos  /. 
Diese  führt  zur  Gleichung 

(j4  cos'  cp  +  B  co^  '\\))  r'  -{■  ^  {ä  u  cos  cp  +  B  V  cos  i^  —  /  cos  %)  r 
H-  ^  w*  +  ^  »*  —  27w  —  0 
und  hier  ipüsste  für  alle  qo ,  if^ ,  x 

Ä  u  cos  q>  +  B  V  cos  ip  —  I  cos  %^-=^0 
sein,  was  aus  naheliegenden  Gründen  unmöglich  ist. 

Ferner  ist  für  die  zweite  Gattung  von  Flächen  die  Ebene  xy 
keine  Hauptebene,  letztere  liegt  vielmehr  in  unendlicher  Entfer- 
nung von  dieser ,  wie  sich  gleich  ergiebt ,  wenn  man  eine  3chaar 
yon  Sehnen  parallel  zur  z- Achse  legt.  Die  erste  Art  von 
Flächen  zweiten  Grades  umfasst  demnach  die  centra- 
len Flächen,  die  zweite  die  nichtcentralen  Flächen. 

Endlich  würde  noch  zu  entscheiden  sein,  wie  viel  individuelle 
Flächen  zweiten  Grades  in  jeder  einzelnen  Gattung  enthalten 
sind ;  hierzu  bedarf  es  nur  einer  Untersuchung  über  die  verschie- 
denen möglichen  Vorzeichen,  welche  die  Grössen  A,  JP,  C,  i>,  K,  I 
in  den  Gleichungen  31)  und  32)^haben  können. 
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a.  Unter  der  VorauBsetzung ,  dass  keine  der  Grössen  A^  B, 
C,ir  verschwindet,  können  wir  die  Gleichung  31)  durch  iT  di vi- 
diren  und  es  sei  dann 

bilden  wir  nun  alle  möglichen  Combinationen  der  Vorzeichen ,  so 
entstehen  folgende  acht  Gleichungen : 


r.+^+::i---^ 


a«  '  6« 


y" 


««  '  iit       ^         '' 


y" 


a^     y'      z* 


6« 


^  a«       6«       c«  -"  ^' 


Diesen  entsprechen  aber  nicht  acht  verschiedene  Flächen,  n^unent- 
lich  sind  die  Flächen  ihrer  Natur  nach  identisch,  deren  Gleichun- 
gen in  einer  Gruppe  beisammen  stehen.  Schreibt  man  z.  B.  in 
der  zweiten  Gleichung  derjenigen  Gruppe,  welche  zwei  positive 
Zeichen  neben  einem  negativen  enthält  ,^1,21,^1  für  ;r,  y,  z  und 
«,,(!,,  bi  für  a,  6,  c ,  so  verwandelt  sich  dieselbe  in 

und  wird  dadurch  identisch  mit  der  ersten  Gleichung  derselben 
Gruppe;  beide  Flächen  unterscheiden  sich  daher  nicht  der  Art 
sondern  nur  der  Lage  nach,  und  auf  gleiche  Weise  kann  die  Gleich- 
heit der  übrigen  in  einer  Gruppe  befindlichen  Flächen  nachge- 
wiesen werden.  Ausserdem  ist  noch  zu  beachten ,  dass  die  letste 
der  vorigen  Gleichungen  keinen  geometrischen  Sinn  hat,  weil  die 
Summe  mehrerer  negativen  Zahlen  nicht  =  +  1  sein  kann.  Dem- 
nach bleiben  nur  die  drei  Gleichungen  ^ 


33) 


6* 


-h 
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als  Repräsentanten  von  drei  wirklich  verschiedenen  Flächen  übrig. 
Ist  zweitens  ÜT  =  0 ,  so  setzen  wir 

^=±1.,        B=±l.,        C=±i 
und  erhalten  durch  Combination  der  Vorzeichen  die  Formen 


a*       6*       c*         '  I  a«       ft*^c* 

Die  beiden  Gleichungen  der  ersten  Gruppe  sind  identisch  (wie  die 
blose  Multiplication  mit  —  I  zeigt)  und  repräsentiren  keine  Fläche, 
sondern  nur  einen  Punkt ,  weil  ihnen  auf  keine  andere  Weise  als 
durch  ir  =  0,  y=0,  z  =  0  gentigt  werden  kann.  Die  beiden 
Gleichungen  der  zweiten  Gruppe  charakterisiren  gleichfalls  eine 
und  dieselbe  Fläche,  nämlich  den  elliptischen  Kegel.  Uebrigens 
ist  diese  Fläche  implicite  bereits  in  der  zweiten  Gleichung  von 
Nr.  33)  enthalten ;  setzt  man  nämlich  in  letzterer  a  =  öa\  &  =  öb\ 
c^=öc\  so  wird 

und  hieraus  wird  für  ^  =  0  die  Gleichung  der  Kegelfiäche. 

Wenn  nicht  /f,  aber  einer  der  Coefficienten  B,  C,  etwa  C  ver- 
schwindet, so  repräsentirt  die  Gleichung 
Ax'  +  By'^K 
im  Allgemeinen  eine  Cylinderfläche,  deren  erzeugende  Gerade  der 
z  -  Achse  parallel  ist.  Die  nämliche  Gleichung  erscheint  auch  als 
fepecieller  Fall  einer  der  Gleichungen  33) ,  wenn  man  c  (oder  h 
oder  a)  unendlich  gross  werden  Jässt.  Für  if  =  0  wird  daraus  ent- 
weder ein  blosser  Punkt  (bei  gleichen  Vorzeichen  von  A  und  B) 
oder  ein  Complex  von  zwei  zur  z  -  Achse  parallelen  sich  schnei- 
denden Ebenen  (bei  entgegengesetzten  Vorzeichen  von  A  und  B). 
Verschwinden  zwei  der  Coefficienten  A,  JP,  C,  etwa  die  beiden 
ersten ,  so  repräsentirt  die  Gleichung 

Cz^  =:=  K 
j^  I 

bei  positiven --   zwei   zur  a:y- Ebene  parallele   Ebenen,   die  für 

^^=0  zusammenfallen,  für  ein  negatives  —   hört    die    Gleichung 
auf,  geometrisch  bedeutsam  zu  sein. 
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c.  Um  in  ähnlicher  Weise  die  Flächen  zweiter  Art  zu  discu- 
tiren,  setzen  wir  zunächst  voraus ,  dass  keine  der  Grössen  ^,  B^  I 
verschwinde ;  nach  Division  mit  I  sei 

/         ^    a'  I'-  -  b' 

nnd  jede  der  Grössen  a  und  b  an  sich  positiv.  Die  Combination 
der  Vorzeichen  liefert  folgende  vier  Gleichungen 

ab  ah 

ah  ab 

Hier  können  wiederum  die  in  einer  Gruppe  beisammen  stehenden 
Gleichungen  zur  Identität  gebracht  werden  und  zwar  dadurch,  dass 
man  der  z  -  Achse  die  entgegengesetzte  Lage  giebt,  d.  h.  z  =  —  z' 
setzt;  demnach  bleiben  nur  die  zwei  durch  die  Gleichungen 


S4) 


a        0 
a        0 


repräsentirten  Flächen  als  reell  verschiedene  übrig. 
Für  i  =  0  reducirt  sich  die  Gleichung  32)  auf 
Ax^  +  B  1/^  =  0, 

wovon  die  geometrische  Bedeutung  bereits  angegeben  wurde.  Ver- 
schwindet einer  der  Coefficienten  A  und  B ,  etwa  der  letztere ,  .so 
repräsentirt  die  Gleichung 

Aa^  =  ^Iz 
einen   parabolischen    Cylinder,    dessen   erzeugende   Gerade    der 
y- Achse  parallel  ist;  für  7=0  degenerirt  derselbe  zur  y  z  -  Ebene, 
för  ^  =  0  zur  xy  -  Ebene. 

Schliessen  wir  nun  alle  die  speciellen  Fälle  aus,  in  denen  eine 
Fläche  zweiten  Grades  zu  einem  Kegel ,  Cylinder  oder  zu  einem 
ebenen  Gebilde  wird ,  so  haben  wir  als  Gesammtresultat  der  gan- 
zen Discussion  den  Satz:  die  Flächen  zweiten  Grades  zer- 
fallen in  fünf  besondere  Flächen,  von  denen  drei 
einen  Mittelpunkt  und  die  übrigen  keinen  Mittel- 
punkt besitzen. 

Wir  untersuchen  jetzt  diese  individuellen  Flächen  der  Beihe 
nach  einzeln. 
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§.  37. 
Das  EUipsoicL 

Die  erste  von  den  centralen  Flächen  zweiten   Grades  wird 
nach  Nr.  33)  durch  die  Gleichung 
a:*      1/      ^ 

charakterisirt,  mittelst  deren  man  leicht  Auskunft  über  ihre  Ge- 
stalt erlangen  kann.  Um  zunächst  die  Spuren  oder  sogenannten 
Hauptschnitte  der  Fläche  kennen  zu  lernen ,  setzen  wir  der  Reihe 
nach  z  =  0,  y  =  0,  ir  =  0,  und  erhalten  dem  entsprechend 

diese  Gleichungen  geben  zu  erkennen,  dass  alle  drei  llauptschnitte 
Ellipsen  sind,  und  zwar  besitzt  der  Schnitt  mit  der  o;^- Ebene  die 
Halbachsen  a  und  6,  der  a:z- Schnitt  die  Halbachsen  a  und  c,  end- 
lich der  yz  -  Schnitt  die  Halbachsen  b  und  c.  Legt  man  femer  in 
der  Höhe  h  tlber  der  ory- Ebene  eine  zu  dieser  parallele  Ebene, 
d.  h.  nimmt  man  z  unveränderlich  ^^=  h^  so  schneidet  letztere  Ebene 
die  Fläche  in  einer  Linie,  welche 


oder 

zur  Gleichung  hat;  der  Durchschnitt  ist  folglich  eine  Ellipse  mit 
den  Halbachsen 


-/c»  — Ä«    und     -/c*— Ä*. 

Ihre  grössten  Werthe  erhalten  dieselben  für  ä  =  0,  bei  wachsen- 
den h  nehmen  sie  ab ,  reduciren  sich  für  h^=c  auf  Null  (in  wel- 
chem Falle  der  Querschnitt  zu  einem  Punkte  wird)  und  werden 
endlich  imaginär  für  A  >  c.  Man  kann  sich  demnach  die  Fläche 
durch  die  Peripherie  einer  veränderlichen  Ellipse  erzeugt  denken,* 
wenn  letztere  parallel  zur  ory- Ebene  verschoben  wird  und  gleich- 
zeitig ihre  Scheitel  auf  zwei  festen  Ellipsen  fortrücken,  deren  eine 
in  der  xz- Ebene  aus  den  Halbachsen  OÄ  =]|a,  OC  =  Cy  und  deren 
andere  in  der  yz- Ebene   aus  den  Halbachsen  0-ß  =  ft,  OC^=^c 
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construirt  ist.    Die  Linien  a,  Fig.  33. 

&,  c  nennt  man  die  Halbachsen 

der  Fläche  and  letztere   ein 

dreiachsiges    Ellipsoid. 

Pur  h^^a'P'C  verwandelt  sich 

dasselbe  in   das  abgeplattete 

Kotationsellipsoid    mit    c   als 

Drehungsachse,  f är  c  =  6  <  a 

in  das  durch  Drehung  um  die 

o:- Achse  entstandene  gestreckte  Rotationsellipsoid;  für  a^6  und 

c  =  QO  geht  das  dreiachsige  Ellipsoid  in  einen  elliptischen  Cy- 

linder  über,  dessen   Normalquerschnitt  die  Halbachs.en  a  und  b 

besitzt. 

Eine  beliebige  Ebene,  deren  Gleichung 

2)  •  Ax  +  By  +  Cz  —  D 

schneidet  das  Ellipsoid  in  einer  krummen  Linie ,  für  welcher  die 
Gleichung  der  Horizontalprojection  durch  Elimination  von  z  ^xis 
den  Gleichungen  1)  und  i)  bestimmt  wird;  das  B^sultat  dieser 
leichten  Rechnung  ist  von  der  Form 

3)  A,  x^  +B,i/'  +  2C,xy  +  2D^x  +  2E,y+  F,  ^  0, 
worin  Ä^^  B^  .  . ,  F^  folg/ende  Werthe  besitzen 

AB 


B^      (7« 


(7,.. 


c*  ' 


AD 


Pem  zufolge  ist 

C.'^  —  A.B,^ 


E,=  ^ 


BD 


F,^-—  CK 


.4'(^i-B'b^+C*(^ 


C* 


a*6V 

und  da  der  Ausdruck  rechter  Hand,  mithin  auch  Cj*  —  Ai  B^ ,  jeder- 
zeit negativ  bleibt,  so  charakterisirt  die  Gleichung  3)  im  Allge- 
meinen eine  Ellipse ,  deren  Mittelpunkt  die  Coordinaten 


4) 


Vo- 


C,^—A,B,   '  ^'~   C,^—A,B, 

besitzt.  Die  Halbachsen  dieser  Ellipse  sind  nach  einem  bekannten 
Satze  reell ,  wenn  der  Ausdruck 

5)  A,E,^  +  B,  D*  +  {C,^—A,B,)  F,  —  ^C,D^E, 

positiv  ist;  hat  der  vorstehende  Ausdruck  den  Werth  Null,  so  ver- 
schwinden die  Halbachsen  der  Ellipse  und  es  reducirt  sich  die 
Oafve  aof  ihren  durch  die  Gleichungen  4)  bestimmten  Mittelpunkt^ 
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ist  endlich  der  erwähnte  Ausdruck  negativ ,  so  werden  die  Halb- 
achsen der  Ellipse  imaginär  und  die  Gleichung  3)  verliert  ihre 
geometrische  Bedeutung.  Vermöge  der  Werthe  von  A^^B^^C^,,.F^ 
gehen  die  Formeln  4) 

_  ADa^    _  BDl^ 

als  ehene  Coordinaten  des  Mittelpunktes  der  Schnittprojection; 
die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  der  Schnittellipse  selber  sind 
die  nämlichen  Xq  ,  y^  und  das  ihnen  vermöge  der  Gleichung  2)  ent- 
sprechende 

CDc" 
^''~  J'a^  +  B'b'  +  C^c^' 
Ferner  wird  der  in  Nr.  5)  verzeichnete  Ausdruck  gleich  dem  fol- 
genden 

desslen  Vorzeichen  lediglich  von  dem  Inhalte  der  Parenthese  ab- 
hängt. Unter  Rücksicht  auf  den  Umstand ,  dass  die  Schnittcurre 
immer  derselben  Natur  wie  ihre  Projection  sein  muss ,  haben  wir 
als  Gesammtresultat  der  vorigen  Erörterungen  den  Satz:  wenn 
der  Ausdruck 

6)  ^  =  ^  a»  -f  ^«  6«  +  C  V  —  i>« 

einen  positiven  Werth  erhält,  so  schneidet  die  Ebene  2)  das  EUip- 
soid  1)  in  einer  Ellipse,  deren  Mittelpunkt  durch  die  Coordinaten 
_   ADa^  _    BPh*  _   CDi^ 

^^''-'  D^  +  J'  '^'~1F+J'  ^'~Z>«  +  ^ 

bestimmt  ist;  für  J~^0  hat  die  Ebene  mit  der  Fläche  nur  den 
einen  durch  die  Coordinaten 

Aa^  _Bb*  _C(^ 

oOo-~-j^,  yo--^,  ^0—^ 

bestimmten  Punkt  gemein ;  bei  negativen  J  besitzen  beide  Flächen 
keinen  gemeinschaftlichen  Punkt. 

Von  Interesse  ist  noch  die  Frage,  ob  es  solche  Lagen  der 
schneidenden  Ebene  giebt,  dass  die  entstehenden  Scjinittellipsen 
auch  bei  dem  dreiachsigen  Ellipsoid  zu  Kreisen  werden ,  wie  dies 
bei  den  Rotationsellipsoiden  der  Fall  ist.  Um  hinsichtlich  der 
Achsenverhältnisae  eine  bestimmte  Vorstellung  zu  hahen,  setzen 
wir  a  >>  6  >>  c  voraus,  worin  keine  Beeinträchtigung  der  Allgemein- 
heit liegt ,  weil  es  jederzeit  frei  steht ,  die  grösste  der  Halbachsen 
zur  o:- Achse,   die   mittlere  zur  y- Achse  und   die   kleinste  zur 
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z- Achse  zu  wählen.  Wir  schneiden  femer  das  Ellipsoid  durch 
eine  Ebene ,  deren  Horizontalspur  mit  der  x  -  Achse  den  Winkel 
^  einschliesst  und  deren  Neigungswinkel  gegen  die  a:^- Ebene  d 
heissen  möge.  Der  Durchschnitt  dieser  Ebene  mit  der  o:- Achse 
sei  der  Anfangspunkt  eines  neuen  Coordinatensystems  und  seine 
Entfernung  vom  Mittelpunkte  des  Ellipsoides  =-  Ar;  die  Horizontal- 
spnr  der  Ebene  nehmen  wir  zur  Achse  der  x'  und  senkrecht  dar- 
auf die  Achse  der  y  in  der  Ebene  selbst.  Die  Gleichung  des 
Durchschnittes  beider  Flächen  ergiebt  sich  nun  ans  Nr.  I)  durch 
Substitution  der  Werthe  (§.  28,  Nr.  8) 

x  =  k  +  X  cos  tf;  —  y  sin  t/;  cos  ^ 
yz=  X  sin  ^  +  y  cos  ^  cos  d' 

z=  y  sin  ^ 

und  zwar  ist  das  Resultat  von  der  Form 

7)      ^  V*  +  B'y*  +  2C'xy  +  2Z>  V  +  2E'y  +  F'  =  0, 
worin  A\  B\  C\  auf  die  es  nur  ankommt,  folgende  Werthe  haben 
co^xl;  .  sin^tb        _,        fsin^'i\)  ,  co^'i\}\       ,^        sin*^ 

, (a* — 6*)  cos  xj)  sin  ij;  cos  ^ 

^  ~  ^' 

Die  Gleichung  7)  repräsentirt  einen  Kreis,  wenn  die  Bedingungen 
C  =  0  und  A'  =  B'  gleichzeitig  erfüllt  sind;  die  erste  giebt  ent- 
weder 

cos  d'  =  0    oder    sin  tf;  =  0   oder   cos  i/;  =  0 ; 
die  zweite  Bedingung 

-,-       co^'üf  .  sin^'üj       /^sin^ip   .  cos^'üj^       ,  ^    .    sin*^ 

liefert  im  Falle  cos^==zO  für  ros  il;  den  (wegen  b<ia)  unmög- 
lichen Werth 


•     c  yb^  —  tt* 
der  zweite  Fall  sin  i/;  =-=  0  führt  zu  dem  Ausdrucke 

c  yb^  —  a* 

stn  O  =     ^  ,  , 

welcher  gleichfalls  imaginär  ist ;  für  cos  tf;  =  0  endlich  erhält  man 
aus  Nr.  8)  

^  bj/a*  —  c^         ^    }/a*~c* 
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Der  recliter  Hand  stehende  Aasdinck  ist  reell  tind  jederzeit  <  {, 
weil  er  als  Ftodnct  zweier  ächten  Brüche  dargestellt  werdeit 
konnte.  Die  Formel  9)  giebt  für  ^  zwei  rerschiedene  Werthe,  es 
existiren  daher  im  Allgemeinen  zwei  verschiedene  Systeme  pa- 
ralleler Ebenen,  welche  das  Ellipsoid  in  Kreisen  schneiden ;  wegen 
1^  =  90^  stehen  alle  derartigen  Ebenen  senkrecht  auf  der  orz- Ebene, 
d.  h.  anf  der  Ebene  der  grössten  und  kleinsten  Achse ,  ihre  Glei- 
chungen (oder  auch  die  ihrer  o:«- Spuren)  haben  die  gemeinschaft- 
liche Form 

z-r^^x — k)ian%- 
d.  h.  zufolge  des  Werthes  von  tan  O 

cj/a*-^b^  {x—k)  ±  aj/b*~c^  .  z  =  0 
oder 


10)       c  }/a*—b*  ,x±a  j/b^—c'  .z~ck  -/e^  —  b^ 
Die  Schnitte  sind  reell,  so  lange 

d  =  (^{a*  K  — c*)  —  (o*  — 6«)  Ä«} 
positiv  ist ,  d.  h.  so  lange 

bleibt :  sie  werden  für 

ÄU  Püiikten ,  deren  Coordinaten  sind : 

a]/a^—ö^  c  yb^  —  c^ 

wobei  alle  Combinationen  der  Vorzeichen  gelten;  endlich  hören 
die  Kreisschnitte  auf,  zu  existiren,  wenn  Ä*  die  angegebene  Grösse 
überschreitet.  Die  vier  erwälinten  Punkte ,  welche  als  Kreise  mit 
a&nuilirten  Halbmessern  zu  betrachten  sind ,  pflegt  man  die  vier 
Kreispunkte  des  Ellipsoides  zu  nennen. 

Diese  Ergebnisse  sind  übrigens  leicht  graphisch  darzustellen, 
wenn  man  die  Fläche  auf  zwei  den  Coordinatenebenen  xy  und  xz 
parallele  Ebenen  projitiirt;  in  der  Horizontalprojcction  hat  mafl 
die  beiden  Halbachsen  ö'-^'  =  a,  O'B'  =-b^  in  der  Verticalpro- 
jection  die  Halbachsen  0"ä"  =  a,  ö"C"  =  c;  beschreibt  man  aus 
0"  mit  b  als  Halbmesser  einen  Kreis,  welcher  die  Verticalellipse 
u.  A.  in  D  schneidet ,  so  ist 

sm  A    0    D  =:  — ^^ 

b  j/a^  —  c* 
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Fig.  34. 


mitbin  ^  entweder  =^  L  A"  0"D 
oder  gleich  dessen  Nebenwinkel 
A"0"E.  Alle  auf  der  Ebene 
der  Verticalprojection  (Bildebene) 
senkrechten  und  zu  0" D  oder 
O" E  parallelen  Ebenen  schnei- 
den das  EUijfsoid  in  Kreisen  (drei 
derselben  sind  in  der  Figur  an- 
gegeben und  erscheinen  in  der 
Horizontalprojection  als  Ellip- 
sen) ;  die  Halbmesser  der  Kreise 
werden  um  so  kleiner,  je  weiter 
sich  die  Schnitte  vom  Mittelpunkte 
der  Fläche  entfernen ,  und  gehen 
zuletzt  in  Null  über.  Die  Mittel- 
punkte aller  erwähnten  Kreise 
liegen  auf  denjenigen  Durchmes- 
sern der  Verticalellipse ,  welche 
entweder  zur  Sehnenrichtung  ÖL  oder  zur  Richtung  OE  gehören, 
die  Endpunkte  der  Durchmesser  sind  die  vier  Kreiöpunkte  der 
Fläche  und  in  der  Figur  durch  Asterisken  bezeichnet. 

Wir  betrachten  endlich  den  Fall ,  wo  die  Ebene  nur  einen 
l^rlhkt  mit  der  Fläche  gemein  hat,  d.  h.  letztere  in  diesem  Ftinkte 
berührt,  und  lösen  die  hieran  sich  knüpfende  Aufgabe ,  , durch 
einen  gegebenen  Punkt  xyz  des  Ellipsoides  eine  Tangentialebene 
an  letzteres  zu  legen'.    Nennen  wir 

H)  Ai  +  Bri  +  Ct^D 

die  Gleichung  der  gesuchten  Ebene,  so  müssen  nach  dem  Vorigen 
die  Bedingungen 

^rt«  Bb^  Cc^ 

erfüllt  sein;  aus  den  letzten  Gleichungen  folgen  die  Werthe 


A  =  ' 


Bx 


B~^^ 


Bz 


welche  der  örsten  Bedingung  genügen,  'v^^eil  der  I^uÜit  xyz,  ver- 
möge der  gemachten  Voraussetzung ,  auf  der  Fläche  liegt.  Nach 
Substitution  der  Werthe  von  A^  B^  C  erhalten  wir  aus  Nr.  1 1) 
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als  Gleichung  der  Berührungsebene  am  Punkte  ocyz\  ihre  Spuren 

schneiden  von  den   Coordinatenachsen  die  Strecken  — ,     -r-,    - 

X       y'     z 

ab  und  sind  hiemach  sehr  leicht  zu  construiren. 

Eine   auf  der    Berührungsebene  im   Berührungspunkte  er- 
richtete Senkrechte  hat  die  Gleichungen 

womit  die  durch  den  Punkt  xyz  gehende  Normale  der  Fläcbe 
bestimmt  ist. 

§.  38. 

Das  einfache  Hyperboloid. 

Setzt  man  in  der  Gleichung  der  zweiten  centralen  Fläche 
:r*      «y*       2* 

der  Reihe  nach  z  =  0,y  =  0,  a:  =  0,  so  erhält  man  als  Gleichun- 
gen der  Spuren  oder  Hauptschnitte : 

^^t-^     ^_?!_,     ?l_?l_i 

demgemäss  ist  der  Hauptschnitt  mit  der  a:y- Ebene  eine  aus  den 
Halbachsen  a  und  b  gebildete  Ellipse,  die  sogenannte  Kehl- 
ellipse,  der  a:z- Schnitt  ist  eine  Hyperbel,  welche  a  zur  Haupt- 
und  c  zur  Nebenhalbachse  hat,  der  yz- Schnitt  ist  gleichfalls  eine 
Hyperbel  mit  der  Haupthalbachse  b  und  der  Nebenhalbachse  c. 
Für  eine  in  der  Höhe  h  parallel  zur  xy  -  Ebene  gelegte  Ebene  hat 
z  den  Constanten  Werth  z  =  ä  und  es  ist  folglich  die  Gleichung 
ihres  Schnittes  mit  der  Fläche 

oder 

der  Schnitt  ist  folglich  eine  Ellipse  mit  den  Halbachsen 


a 


-l^V  +  Ä*   und    -T/c'+h^. 
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Letztere  erbalten  für  ä  =  0  ihre  kleinsten  Wertlie  und  wachsen 
mit  h  gleichzeitig  ins  Unendliche.  Demzufolge  kann  man  sich 
die  Fläche  dnrch  die  Peripherie  einer  veränderlichen  Ellipse  er- 
zeugt denken,  wenn  letztere  parallel  zur  .ry-Ebeftie  verschoben 
wird  und  ihre  Scheitel  auf  zwei  festen  Hyperbeln  fortrücken,  de- 
ren eine  in  der  0:2: -Ebene  aus  den  •  x^^  o- 
Halbachsen  OA  =  CD=:a,  0C=  ^ 
AD=zCj  und  deren  andere  in  der 
yz-Ebene  aus  den  Halbachsen  OB=z 

CE  =  b,    OC=BE=c  construirt  \    V\jg'iC-..^''V 

ist,  wobei  c  für  beide  Hyperbeln  als  \    \  !\  i    /  ;/ 

Nebenhalbachse  dient.     Die  Linien  jCjL^""" 

a,  ft,  c  nennt  man  die  Halbachsen  /  ^/ 

der  Fläche  und  letztere  ein  drei- 
achsiges Hyperboloid.  Für 
b==.a  verwandelt  sich  dasselbe  in  das 
einfache  Rotationshyperboloid,  für 
a>b  und  c  =  oc  geht  es  in  denselben  elliptischen  Cylinder  über 
wie  unter  gleichen  Umständen  das  dreiachsige  EUipsoid.  Endlich 
ist  noch  die  Veränderung  zu  erwähnen,  welche  die  Fläche  in  dem 
Falle  erleidet,  wo  die  Asymptotenwinkel  AOD  =  a  und  BOD  =  ß' 
constant  bleiben  aber  die  Halbachsen  bis  zu  Null  vermindert  wer- 
den; giebt  man  der  Gleichung  I)  für  diesen  Zweck  die  Form 

X*  tan*  a  +y*  tan*  j3 '  —  z*  =  r« 
und  lässt  nachher  c  in  Null  Übergehen ,  so  bleibt 

oc*  (an*  a+y^  tan*  /3'  —  2«  =  0 
als  Gleichung  der  resultirenden  Fläche;  diese  ist  ein  elliptischer 
Kegel ,  wie  schon  in  §.  36,  I.  bemerkt  wurde.     Die  Gleichung  des- 
selben kann  auch  in  der  Form 

2)  ^  +  1-.-?=« 

dargestellt  werden  und  führt  zu  einer  nahen  Beziehung  beider 
Flächen.  Der  in  der  Höhe  z  =  h  parallel  zur  ay- Ebene  gelegte 
Querschnitt  des  Kegels    ist    eine    Ellipse    mit    den  Halbachsen 

—  und — ,  mithin  sind  die  Differenzen  zwischen  den  Halbachsen 
c  c  ' 

der  durch  das  Hyperboloid  und  durch  den  Kegel  in  gleicher  Höhe 

gelegten  Schnitte 

Anal.  Geom.   U.  11 


c 
c 

ac 
bc 

^c»  +  ä»  +  a' 

für  unendliche  wachsende  h  haben  beide  Differenzen  die  Null  zur 
Grenze  d.  h.  je  entfernter  von  der  xy  -  Ebene  eine  Parallelebene 
zu  dieser  gelegt  wird ,  destoweniger  differireh  die  Querschnitte  der 
beiden  Flächen  von  einander.  Zufolge  dieser  Eigenschaft  heisst 
die  durch  Nr.  2)  charakterisirte  Fläche  der  Asymptotenkegel 
des  einfachen  Hyperboloides. 

Eine  beliebige  Ebene,  deren  Gleichung 

3)  ÄX'\'By  +  Cz  =  D 

sein  möge,  schneidet  das  Hyperboloid  in  einer  Linie  zweiten  Gra- 
des, für  welche  die  Gleichung  der  Horizontalprojection  durch  Eli- 
mination von  z  gefunden  wird;  sie  hat  die  Form 

4)  ^,a?«  +  5^y«  +  2C,ary  +  2i>,a^  +  2^,y  +  i^i=0 
und  zwar  ist 

^        ÄD      ^        BD     „  D* 

Hieraus  ergeben  sich  die  Werthe 

^«  -AB,- ^^, C, 

A,  E,^  +  B,  D,^  +  (Ci^—Ä,  B,)  F,—2C^  2>,  E, 

_  — ^g'  — ^6'+C'c»  +  i>' 

fl«  b^  c« 

mittelst  deren  Vorzeichen  bekanntlich  die  Natur  der  betreffenden 

Liniez  weiten  Grades  beurtheilt  werden  kann.   Dabei  sind  folgende 

Fälle  zu  unterscheiden. 

Ist  Ci'  —  A,  B,  negativ  also 

so  wird  Jt  positiv*)  und  dasselbe  gilt  von  dem  Ausdrucke 

J  —  —  ^ö*  —  B^b^  +  C^c^  +  2>«; 
die   Gleichung  4)   bedeutet  in  diesem  Falle  eine  Ellipse,   deren 
Mittelpunkt  durch  die  Coordinaten 


*)   Diese  Bemerkung  ist  desswegen  nicht  überflüssig,  weil  das  zweite 
Unterscheidungszeichen  für  die  Kegelschnitte  ein  positives  Ai  voraussetzt. 
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bestimmt  wird. 

Im  zweiten  Falle  C^  —  -^j  5,  =  0  oder 

ist  A^  wiederum  positiv  und  die  Gleichung  4)  repräsentirt  eine  Pa- 
rabel, wenigstens  so  lange,  als  J  niclit  verschwindet  d.  h.  Z>  ^  0 
ist;  für  D  =  0  degenerirt  die  Parabel  zu  zwei  parallelen  Geraden, 
deren  Gleichungen  unmittelbar  angegeben  werden  können.  Die 
Gleichung  4)  lautet  nämlich  für  D  =  0 

d.  i.  wegen  der  vorher  erwähnten  Bedingung 
B'b^    .  .   A^a*   .       ^AB 


oder 


woraus 


'  +  jr7»'-'^'i'="''- 


(^-^0'=- 


Bb  Aa 

a  b  — 

Ist  endlich  drittens  C,*  —  ^,  Bi  positiv  also 
A^a^  +  BH^>C*c\ 
so  bedeutet  die  Gleichung  4)  im  Allgemeinen  eine  Hyperbel,  deren 
Mittelpunkt  die  Coordinaten 

ABa*  BDb* 

JD^—J'         D*  — // 
besitzt.     Für  z/  =  0  reducirt  sich  dieselbe  auf  ihre  Asymptoten, 
denn  wenn  man  in  Nr.  4)  die  für  diesen  Fall  gültigen  Werthe 

einsetzt,  so  erhält  man 

oder  für 


11* 
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diese  Gleichung   repräsentirt ,   wie  ihre  Rednction   auf  ir,    zeigt, 
zwei  Gerade ,  welche  den  durch  die  Coordinaten 

IT  ''''^  T 
bestimmten  Punkt  gemein  haben.  Diese  Ergebnisse  sind  leicht 
auf  den  Schnitt  selber  zu  Übertragen  und  sehr  gut  in  Worte  zu 
fassen,  wenn  man  den  geometrischen  Sinn  der  Unterscheidung 
ji*a*  +  B*b*^  C^c*  berücksichtigt.  Legt  man  nämlich  durch  den 
Coordinatenanfang  parallel  zur  Schnittebene  die  Hilfsebene : 

Ax  +  By  +  Cz=:Oy 
so  kann  letztere  gegen  den  Asymptotenkegel  drei  verschiedene 
Lagen  einnehmen;  sie  hat  mit  demselben  entweder  nur  den  Ke- 
gelmittelpunkt gemein,  oder  sie  berührt  ihn,  oder  sie  schnei- 
det ihn  in  zwei  Geraden,  und  diese  drei  Fälle  sind  es,  welche 
nach  §.  30  den  oben  gemachten  Unterscheidungen  entsprechen. 
Hiernach  lässt  sich  das  Gesammtresultat  der  Untersuchung  auf  fol- 
gende Weise  zusammenstellen:  Um  die  Natur  des  Schnittes  zu 
beurtheilen,  den  eine  beliebige  durch  die  Gleichung  3)  ausge- 
drückte Ebene  mit  dem  einfachen  Hyperboloid  bildet ,  lege  man 
durch  den  Mittelpunkt  der  Fläche  parallel  zu  dieser  Ebene  eine 
Hilfsebene ;  wenn  letztere  mit  dem  Asymptotenkegel  nur  den  Mit- 
telpunkt gemein  hat,  so  ist  der  entstandene  Schnitt  eine  Ellipse, 
deren  Mittelpunkt  durch  die  Coordinaten 

_  ABa^  BDh^  CBc^ 

^0  —  ^i:^; : ,  y^  ' 


5)  ^=  —  ^a«  —  ^«ft«  +  CV-f  2>« 

bestimmt  wird;  wenn  zweitens  die  Hilfsebene  den  Asymptotenke- 
gel berührt,  so  ist  der  Schnitt  eine  Parabel,  welche  in  dem  spe- 
ciellen  Falle,  wo  die  Hilfsebene  mit  der  ursprünglichen  Ebene 
identisch  wird ,  zu  einem  System  von  zwei  parallelen  Geraden  de- 
generirt;  schneidet  endlich  die  Hilfsebene  den  Asymptotenkegel 
in  zwei  Geraden,  so  ist  der  Schnitt  der  ersten  Ebene  mit  der 
Fläche  eine  Hyperbel,  deren  Mittelpunktscoordinaten 

_    ABa*  _    BBb^  _         CDc^ 

""'  —  B'  —  J'  y^  —  W^Zr^^         ^^~  —  B^—d 

sind ;  dieser  Punkt  liegt  ausserhalb  des  von  der  Fläche  umschlos- 
senen Raumes  wenn 


(:)•+(¥)'-(?)' 


>i 
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d.  h.  wenn  z/ positiv  i»t,  er  liegt  innerhalb  desselben  bei  negativen 
z/,  endlich  für  J  =  0  befindet  er  sich  auf  der  Fläche  selbst,  seine 
Coordinaten  sind  dann 

und  die  Hyperbel  wird  in  diesem  Falle  zu  zwei  durch  diesen  Punkt 
gehenden  Geraden. 

Von  den  hiermit  erschöpften  möglichen  Lagen  einer  Ebene 
gegen  das  einfache  Hyperboloid  wollen  wir  einige  noch  etwas  spe- 
cieller  betrachten. 

Zunächst  mag  untersucht  werden,  ob  der  elliptische  Schnitt 
der  Fläche  zu  einem  Kreise  werden  kann.  Denken  wir  uns  die 
Lage  der  schneidenden  Ebene  durch  den  Abschnitt  k ,  welchen  sie 
auf  der  y  -  Achse  bildet,  durch  ihren  Neigungswinkel  ^  gegen  die 
or^- Ebene  und  durch  den  Winkel  ^  bestimmt,  welchen  ihre  Hori- 
zontalspur mit  der  o:- Achse  einschliesst ,  so  haben  wir  zur  Trans- 
formation der  Coordinaten  die  Formeln 

o:  =  X*  cos  t/;  —  y'  sin  t/;  cos  ^ 
yz=k  +  x'  sin  ^  +  y  cos  ^  cos  ^, 
z=  y  sin  ^, 

und  zwar  ist  der  Durchschnitt  der  Ebene  mit  der  y -Achse  der  An- 
fang des  neuen  rechtwinkligen  Coordinatensystemes  der  xy\  so- 
wie die  Horizontalspur  der  Ebene  dessen  o:'- Achse.  Nach  Sub- 
stitution der  obigen  Ausdrücke  erhalten  wir  aus  Nr.  1)  als  Glei- 
chung des  Schnittes 

A'x*  +  B'y*+2C'xy  +  2D'x  +1E'y  +  F'  =--=  0 
und  zwar  ist  darin 

,        cos*tlf      sin*iff  ,        fsin^'ii)      cos'i^^        ,  sin*  9 

^  =  -^+-ftf-.     ^  =  1-^  +  -^)""^ — ^' 

, (a* — b*)  sin  ^  cos  t^  cos  d- 

^  ~  ^H*  • 

Dieser  Schnitt  wird  zu  einem  Kreise  wenn  A'  ^=^  B'  und  zu- 
gleich (7'=0ist.  Die  letztere  Bedingung  giebt  entweder  ^=90°, 
oder  tf;  =  90^,  oder  if;  =  0°.  Setzen  wir  voraus ,  dass  a>  b  sei, 
wodurch  die  Allgemeinheit  insofern  nicht  beeinträchtigt  wird ,  als 
es  freisteht ,  die  x  -  Achse  durch  die  grössere  der  beiden  Halbach- 
sen a  und  b  zu  legen ,  so  erhalten  wir  aus  der  ersten  Bedingung 
cos'io      5m* li;        {^sin^ib  ,   co^tb^       ,^        sin*& 
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sowohl  für  d  =  90°  als  für  ij;  =  90°  unmögliche  Resultate ;  dage- 
gen giebt  die  Supposition  if;  =  0° 

6)  sin  ^  =  -  \ -  = .  ■  .  . 

Der  rechter  Hand  stehende  Ausdruck  ist  immer  reell  und  ein 
Produkt  zweier  ächten  Brüche  mithin  <<  1 ;  daraus  folgt ,  dass  ein 
Kreisschnitt  der  Fläche  bei  zwei  verschiedenen  Neigungswinkeln, 
nämlich  O  und  180^  —  &^  möglich  ist.  Die  Ebenen  aller  derarti- 
gen Schnitte  sind  parallel  und  stehen  wegen  i/;  =  0^  senkrecht  auf 
der  yz -Ebene;  mit  Rücksicht  auf  die  in  §.  30  (S.  117)  erhaltenen 
Resultate  kann  man  überhaupt  den  bemerkenswerthen  Satz  aus- 
sprechen ,  dass  alle  Ebenen ,  welche  den  Asymptotenkegel  in  Krei- 
sen schneiden,  auch  mit  dem  einfachen  Hyperboloid  kreisförmige 
Schnitte  bilden.  Die  Gleichungen  dieser  Ebenen  (oder  auch  die 
ihrer  yz- Spüren)  haben  die  gemeinschaftliche  Form 

z  =  {y  —  Ar)  tan^ 
d.  i.  zufolge  des  Werthes  von  tan  ^ 

7)  c  yä^^—b*  0  —k)  ±  b  }/a^+(^.  z=zO. 

Die  Mittelpunkte  der  Kreisschnitte  liegen  auf  zwei  Durchmes- 
sern der  aus  den  Halbachsen  b  und  c  construirten  Hyperbel, 
diese  Durchmesser  schneiden  aber  die  Curve  nicht;  das  einfache 
Hyperboloid  besitzt  demnach  keine  Kreispunkte.  Man  kann  diese 
Verhältnisse  ebenso  leicht  wie  bei  dem  EUipsoid  graphisch  zur 
Anschauung  bringen ,  wenn  man  die  Fläche  auf  zwei  Ebenen  pro- 
jicirt,  von  die  eine  der  ory- Ebene  und  die  andere  der  yz- Ebene 
parallel  ist. 

Aus  dem  Früheren  ergab  sich ,  dass  ein  einfaches  Hyperbo- 
loid von  einer  Ebene  in  geraden  Linien  geschnitten  werden  kann, 
oder,  was  Dasselbe  ist,  dass  sich  auf  der  Fläche  gerade  Linien 
ziehen  lassen ;  diese  Eigenschaft,  welche  das  Hyperboloid  mit  dem 
Kegel  und  Cylinder  gemein  hat ,  wollen  wir  direkt  betrachten,  in- 
dem wir  die  Bedingungen  aufsuchen,  unter  welchen  eine  durch 
die  Gleichungen  ihrer  beiden  Verticalprojectionen 

8)  ar  =  Mz  +  w ,         y  =  Nz  +  v 

bestimmte  Gerade  auf  der  Fläche  liegt.  Diess  würde  nun  der 
Fall  sein,  wenn  alle  den  vorstehenden  Gleichungen  genügenden 
X,  y,  z  ausserdem  no5h  die  Gleichung  der  Fläche 
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befriedigen ;  nach  Substitution  der  Werthe  von  o: ,  ^ ,  z  wird  aus 
der  letzteren  Gleichung, 

und  diese  kann  für  alle  z  nur  dann  bestehen ,  wenn  folgende  Be- 
dingungen erfüllt  sind 

«»    ,   V* 
?  +  6^  =  '' 
Mu  ,  Nv      ^  M*  ,  N*        I 

-^  +  1^='^  ^  +  -^-^  =  "- 
Von  diesen  Gleichungen  sagt  die  erste ,  dass  die  Horizontal- 
spur der  verlangten  Geraden  auf  der  Horizoutalspur  der  Fläche 
liegen  muss,  was  geometrisch  unmittelbar  vorausgesehen  werden 
konnte;  denken  wir  uns  diese  Bedingung  dadurch  befriedigt,  dass 
wir  den  Punkt  uv  willkührlich  auf  der  Xehlellipse  wählen,  so 
enthalten  die  übrigen  zwei  Gleichungen  die  beiden  Unbekannten 
M  und  N'y  als  deren  Werthe  finden  wir 

av  1  av 

—  oc  _  /««       „t        —  bc 


y  ä'^b* 


- ,       —  bu  1  bu 

^=  +  —       .  .     -  .-  =  +  — . 

ac 


y  ä*^  h* 


wobei  sich  die  Vorzeichen  auf  einander  beziehen.  Vermöge  der 
Realität  von  M^  N^u^v  haben  wir  nun  zwei  Systeme  von  geraden 
Linien  auf  dem  Hyperboloid;  für  irgend  eine  Gerade  des  ersten 
Systemes  gelten  die  Gleichungen 

9)  .:  =  +  -. +  u,         y^--z  +  v, 

und  für  jede  Gerade  des  anderen  Systemes : 

10)  x=  —  ^z  +  u,         y  =  +—z+v. 

oc  ÜC 

Legen  wir  eine  Gerade  des  zweiten  Systemes  durch  einen  an- 
deren Punkt  M,  v^  der  Kehlellipse ,  so  ist  für  sie 

aus  der  ersten  Gleichung  von  9)  und  der  ersten  Gleichung  in  11)  folgt 

bc      u — Uj 
a       V  +  ^i ' 
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aus  der  zweiten  Gleichung  in  9)  verbunden  mit  der  zweiten  Glei- 
chung in  11) 

^ ac  V  —  v, 

b    u  +  Ui 
Da  beide  Punkte  tiv  und  «/,üi  auf  der  Kehlellipse  liegen,  so  ist 
gleichzeitig 


mithin  durch  Subtraction  und  Zerlegung  der  Quadratdifferenzen 


(u      m,)(m  +  Wi)    .    {v- 


6«  ~"' 


giebt  man  dieser  Gleichung  die  Form 


b   u- 


V  +  Vi 


a    V  —  Vi 


so  erkennt  man  die  Identität  der  vorigen  beiden  Werthe  von  z\ 
geometrisch  heisst  diess:  jede  Gerade  des  einen  Systemes  schnei- 
det alle  Geraden  des  zweiten  Systemes.     Der  Durchschnitt  kann 
ebensowohl  auf  der  unteren  als  auf  der  oberen  Hälfte  der  Fläche 
statt  finden;  der  erste  Fall  tritt  bei  negativen  z  ein,  d.  i.  wenn 
u  +  tii  und  V  —  Vi  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben,  der  zweite 
Fall ,  wenn  u  +  w,    und  v  —  y,  gleiche  Vorzeichen  besitzen.     Der 
Uebergang  von  der  einen  Lage  des  Durchschnittes  zur  anderen 
ist  an  den  beiden  Stellen  ?/,  rrrr?/,  Vi=v  und  t/,  =  —  m,  «?,  = — r; 
bei  der  ersten  liegt  der  Durchschnitt  auf  der  Kehlellipse,  bei  der 
zweiten  im  Unendlichen,  weil  dann  die  Geraden  9)  und  11)  paral- 
lel werden.      In   der  Figur  ist  der 
Punkt  UV  mit  J(/,  der  ihm  diametral 
gegenüberliegende  mit   N  bezeich- 
net; MPi  und  NQi  sind  die  durch 
die  Punkte  M  und  N  gehenden  Ge- 
raden des  ersten,  MP^,  NQ^  die  des 
zweiten  Systemes.   Die  Gerade  MPi 
schneidet  auf  der  unteren  Hälfte  der 
Fläche   alle    Geraden    des   zweiten 
Systemes ,   deren   Horizontalspuren 
links  zwischen  M  und  N  liegen ,  auf 
der   oberen  Hälfte  der  Fläche  alle 
Geraden  des  zweiten  Systemes,  de- 
ren  Horizontalspuren    rechts    zwi- 
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sehen   M  und    N  liegen  ;    endlich    ist   MP^  //  NQ^  und   ebenso 
MP^IINQ,. 

Aus  den  Gleichungen  9)   erhält  man  noch  durch  Elimination 

von  z 

•'«      . 

1 


-1^  +u  y—  "1+ 

a"  6*  ar 


ft» 


und  ebenso  aus  Nr.  11) 


Fig.  37. 


d.  h.  geometrisch :  die  Horizontalprojec- 
tionen  aller  auf  der  Fläche  liegenden  Ge- 
raden berühren  die  Kehlellipse.  Dies 
giebt  ein  einfaches  Mittel  zur  Construk- 
tion  der  beiden  durch  einen  gegebenen 
Punkt  P  der  Fläche  gehenden  Geraden ; 
von  der  Horizontalprojcction  P'  des  Punk- 
tes aus  legt  man  nämlich  an  die  Xehlel- 
lipse  zwei  Tangenten,  deren  Berührungs- 
punkte S'  und  T'  heissen  mögen;  die  Ge- 
raden PS'  und  PT'  sind  dann  die  verlangten  Linien. 

Legt  man  durch  irgend  eine  Gerade  des  einen  und  durch  eine 
sie  schneidende  Gerade  des  anderen  Systemes  eine  Ebene ,  so  er- 
hält man  eine  von  den  Ebenen ,  welche  die  Fläche  in  zwei  Gera- 
den schneiden ,  für  die  Coefficienten  ihrer  Gleichung 

12)  Ax+  By+Cz-.^D 
gilt  dann  die  Eigenschaft 

13)  ^a«+  BH^—C^c^  =  D^ 

und  die  Coordinaten  des  Punktes ,  welcher  als  Durchschnitt  der 
beiden  Geraden  sowohl  der  Ebene  als  der  Fläche  angehört,  sind 
.  wie  früher 

D  '  D  '  D 

Wir  legen  weiter  in  der  Höhe  z  = jr  parallel    zur    xy- 

Ebene  eine  neue  Ebene;   sie  schneidet  das  Hyperboloid  in  einer 
Ellipse,  deren  Gleichung 

ist,  wofür  wir  schreiben 


B" 


D^ 
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")  »7-+l7  =  '- 


«.  = ^ ,      6.= J, ; 

die  nämliche  Ebene  schneidet  ferner   die  durch    12)  dargestellte 
£bene  in  einer  Geraden,  deren  Gleichung  ist 

Ax+By  =  D  +  -^  = Z , 

wofür  wir  schreiben 

15)  A,x+B,y=h 

\  _         AB  _         BB 


^«*+^*6*'  '       J^a^  +  B^^ 

Vermöge  dieser  Werthe  ergiebt  sich 

A,^a*  +  B*b*=}, 
woraus  folgt,  dass  die  Gerade  15)  die  Ellipse  14)  berührt.  Auf 
ähnliche  Weise  kann  man  eine  noch  allgemeinere  Eigenschaft  der 
Ebene  12)  entdecken;  legt  man  nämlich  durch  den  vorhin  genann- 
ten Punkt  irgend  einen  Schnitt  s  der  Fläche ,  dessen  Ebene  von 
selbst  die  Ebene  12)  in  einer  Geraden  g  schneidet,  so  ist  letztere 
jedesmal  Tangente  an  s,  Demgemäss  muss  die  betrachtete  Ebene 
als  Inbegriff  aller  durch  den  genannten  Punkt  gehenden  Tangen- 
ten der  Fläche  d.  h.  als  die  B  e  r  ti  h  r  u  n  g  s  e  b  e  n  e  in  diesem  Punkte 
angesehen  werden ,  wie  sich  später  noch  auf  anderem  Wege  erge- 
ben wird. 

Daran  knüpft  sich  die  Bestimmung  der  Berührungsebene  für 
einen  gegebenen  Punkt  xyz  der  Fläche.  Bezeichnen  wir  die  Glei- 
chung der  verlangten  Ebene  mit 

A^+Brj  +  Ct=B, 

so  müssen  dem  Vorigen  zufolge  die  Bedingungen 

und 

_Aa*  _Bb*  .  _  _  ^ 

^         B  V  ^~    B  '  "~         B 

erfüllt  sein.    Aus  den  letzten  Gleichungen  ergeben  sich  die  Werthe 
von  A,  B  ^  6",  sie  genügen  der  ersten  Gleichung  und  daher  ist 

die  Gleichung  der  Tangentialebene  im  Punkte  xyz. 
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Hieraus  folgen  noch  die  Gleichungen  der  Normalen  in  diesem 
Punkte;  sie  sind 

oder,  auf  die  beiden  Verticalebenen  bezogen, 


17)    l-^--^a— ),        n-y  =  -)l{i-:). 


§.  39. 
Das  getheilte  Hyperboloid. 

Die  Gleichung  der  dritten  centralen  Fläche  war 

jetzt  man  der  Reihe  nach  z^^Q^  y=:z=o,  x  ^^{)^  so  ergeben  sich 
ils  Gleichungen  der  Spuren  oder  Ilauptschiiitte  der  Fläche 

lie  erste  dieser  Gleichungen  charakterisirt  keine  reelle  Curve,  die 
riäche  hat  demnach  mit  der  a:y-  Ebene  keinen  Punkt  gemein;  die 
leiden  anderen  Gleichungen  gehören  zu  Hyperbeln  und  zwar  be- 
itzt  der  o;  2-  Schnitt  die  Haupthalbachse  c  und  die  Nebenhalbachse 
!,  der  yjz- Schnitt  die  nämliche  Haupthalbachse  und  die  Neben- 
lalbachse  b.  Für  eine  in  der  Entfernung  h  parallel  zur  xy  -  Ebene 
;elegte  Schnittebene  ist  z=^h  mithin  die  Gleichung  des  Schnittes 


«2        b^'^c''^ 


»der 


olglich  der  Schnitt  im  Allgemeinen  eine  Ellipse  mit  den  Halb- 
chsen 

Letztere  sind  so  lange  imaginär  als  Ä*  <Cc*,  d.  h.  h  zwischen 
-c  und  +c  enthalten- ist,  alle  zu  solchen  h  gehörenden  Ebenen 
chneiden  mithin  die  Fläche  nicht;  für  Ä*=  c*  besteht  jene  Ellipse 
US  einem  blossen  Punkte ,  die  Ebenen ,  für  welche  z  =  +  h  oder 
=  —  k,  berühren  daher  die  Fläche;  ist  aber  Ä*  >  c*,  so  werden 
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die  Achsen  der  Ellipse  reell  und  wachsen  mit  h  gleichzeitig  ins 
Unendliche.  Demzufolge  kann  man  sich  die  Fläche  durch  die  Pe- 
ripherie einer  veränderlichen  Ellipse  erzeugt  denken ,  wenn  letz- 
tere parallel  zur  xy- Ebene  verschoben  wird  und  ihre  Scheitel  auf 

zwei  festen  Hyperbeln  fortrücken,  deren 
eine  in  der  a:z- Ebene  aus  den  Halbach- 
sen 06'=c,  0^=Ci>  =  a,  und  deren 
andere  in  der  yz- Ebene  aus  den  Halb- 
achsen OC=c,  0  B  =  C£=b  coustruirt 
ist ,  wobei  c  für  beide  Hyperbeln  als 
Haupthalbachse  dient.  Die  Linien  a, 
b  ,  c  nennt  man  die  Halbachsen  der 
Fläche  und  letztere  ein  dreiachsiges 
getheiltes  Hyperboloid.  Für6=a 
verwandelt  sich  dasselbe  in  das  getheilte 
Rotationshyperboloid  ,  für  a  >  b  und 
c=  oo  wird  es  zu  einem  elliptischen  Cy- 
linder.  Ertheilt  man  der  Gleichung  l) 
durch  Einfuhrung  der  Asymptotenwinkel 
COD  =  a  und  COE'~  ß  die  Form 
a^  coi*  a  +  t^coi^  ß  —  z*  =  —(^ 
und  lässt  nachher,  ohne  Aenderung  von  a  und  /3,  c  in  Null  über- 
gehen ,  so  ergiebt  sich 

x"  cot^  a  -h y"  cot*  ß  —  z^  =  0; 
das  Hyberboloid  degenerirt  dann  zu  einer  elliptischen  Kegelfläche. 
Die  Gleichung  derselben  kann  auch  in  der  Form 

2) 


ir«       y*        z' 

^«  ^  Ä«  r*        ■ 


b^  C* 

dargestellt  werden  ,    aus  welcher  durch   fast   wörtlich   dieselben 
Schlüsse   wie  in    §.  38  folgt ,    dass  dieser  elliptische  Kegel  der 
Asymptotenkegel  des  getheilten  Hyperboloides  ist. 
Eine  beliebige  Ebene,  deren  Gleichung 

3)  Ax  +  By  +  Cz  =  D 

sein  möge,  schneidet  die  Fläche  in  einer  Linie  zweiten  Grades, 
für  deren  Horizontalprojection  folgende  Gleichung  gilt 

4)  A,x'  +  B,y^  +  2C^xy  +  2D,x-\'2E^y  +  F^  =  o, 


worin 


—     173     — 
^•  —  —  7.+^.        ^.  — -;5+6?.         '•  — --^. 

D-d^  E-^  F~-^  +  C* 

Hieran»  ergeben  sich  die  Werthe 

^,  ^,«  +  Ä,  /),*  +  (C,«— >^,  J?0  F,  —  2  C,  i),  ^, 
_  ^a«+^&«  — C«c«  +  /?« 
~  a«6V  ^  ' 

mittelst  deren  Vorzeichen  die  Natur  des  Schnittes  benrtheilt  wer- 
den kann.     Dabei  sind  folgende  Fälle  zu  unterscheiden. 
Wenn  erstens  C,* — A^i  negativ  also 

und  mithin  -^,  positiv  ist,  so  bedeutet  die  Gleichung  4)  im  Allge 
meinen  eine  Ellipse  ,   deren  Achsen  ebensowohl  reell ,  als  =  0 , 
als  imaginär  sein  können.     Das  Erste  findet  unter  der  Bedingung 
statt,  dass  der  Ausdruck 

^=  ^a«  +  ^»6«  —  CV+ Z>* 
einen  positiven  Werth  hat;  dieMittelpunktscoordinaten  der  Schnitt- 
projection  sind  dann 

und 


Für  J  =  0  reducirt  sich  diese  Ellipse  auf  ihren  Mittelpunkt ,  des- 
sen Coordinaten 

D  '  D 

sind ;  endlich  für  negative  /l  wird  die  Curve  imaginär. 
Im  zweiten  Hauptfalle  C,'  —  ^j  Fi=  0  oder 

bedeutet  die  Gleichung  4)  eine  Parabel  so  lange  J  nicht  verschwin- 
det d.  h.  i>  ^  0  ist.  Für  i>  =  0  dagegen  bringt  man  die  Glei- 
chung durch  eine  ähnliche  Transformation  wie  im  vorigen  Para- 
graphen auf  die  Form 

welcher  keine  geometrische  Bedeutung  zukommt. 
Im  dritten  Hauptfalle  (7,*  —  A^B^> 0 ^der 
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ist  die  Projection  dos  Schnittes  jederzeit  eine  Hyperbel,  deren 

Mittelpunkt  die  Coordinaten 

ADa^  ^      BDh^ 

und 


—  n^  +  zl  —D^  +  J 

besitzt.     Diese  Erörterungen  über  die  Projection  des  Schnittes  sind 

leicht  auf  den  letzteren  zu  übertragen ,  wobei  zu  berücksichtigen 

ist,   dass   den   drei  Hauptfällen  J*a^+B^b^  =  C^c^  hier  dieselbe 

geometrische  Bedeutung  wie  im  vorigen  Paragraphen  zukommt. 
Das  Gesammtergebniss  lautet  dann  folgendermaassen :  Um  die 
Natur  des  Schnittes  beurtheilen  zu  können,  den  eine  beliebige 
durch  die  Gleichung  3)  ausgedrückte  Ebene  mit  dem  getheilten 
Hyperboloid  bildet ,  lege  man  durch  den  Mittelpunkt  der  Fläche 
parallel  zu  dieser  Ebene  eine  Hilfsebene ;  wenn  letztere  mit  dem 
Asymptotenkegel  nur  den  Mittelpunkt  gemein  hat,  so  ist  der  Schnitt 
im  Allgemeinen  eine  Ellipse ,  deren  Mittelpunktscoordinaten  sind 
_        ADa^  _        BDh^  _   CD(^ 

^^  —  ~I)^—J'  ^"~       D^  —  ^'  ^«  — 2>«_^' 

5)  ^  =  ^ö«  +  526«  — CV  +  i>*; 

die  Achsen  dieser  Ellipse  sind  reell  für  positive  ^,  bei  //  =  0  de- 
generirt  die  Ellipse  zu  einem  Punkte,  dessen  Coordinaten 
_       Aa^  _       Bh^  _C(^ 

^0—  —  ^,      y^—  —  -w      '''~1F 

sind  und  in  welchem  die  Ebene  die  Fläche  berührt,  für  negative 
/j  hat  die  Ebene  keinen  Punkt  mit  dem  Hyperboloid  gemein ;  wenn 
zweitens  die  Hilfsebene  den  Asymptotenkegel  berührt,  so  ist  der 
Schnitt  eine  Parabel ,  welche  nur  in  dem  Falle  D  =  0  zu  existiren 
aufhört;  schneidet  endlich  die  Hilfsebene  den  Asymptotenkegel 
in  zwei  Geraden ;  so  ist  der  Schnitt  der  Fläche  jederzeit  eine  Hy- 
perbel ,  deren  Mittelpunktscoordinaten  durch  die  Formeln 

_        ADa^  _        BPy  _    CDc^ 

'''~       D^—J'  ^^  —  —  W^Ij'  ^'  —  ^ITj 

bestimmt  werden.  Geradlinige  Schnitte  der  Fläche  sind  nicht 
vorhanden. 

Wir  untersuchen  noch  besonders  die  Möglichkeit  kreisförmi- 
ger Schnitte  der  Fläche.  Die  Horizontalspur  der  schneidenden 
Ebene  möge  mit  der  o;- Achse  den  Winkel  i/;  bilden,  der  Neigungs- 
winkel der  Schnittebene  gegen  die  .ry- Ebene  sei  >&,  endlich  A- das 
Stück,  welches  sie  von  der  j/- Achse  abschneidet.      Nehmen  wir 
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die  Horizontalspnr  der  Schnittebene  zur  Achse   der  x    und  den 
Punkt,  in  welchem  sie  der  y- Achse  begegnet,  zum  Anfangspunkte 
eines  neuen  ebenen  rechtwinkligen  Systemes ,  so  ergiebt  sich  die 
Gleichung  des  Schnittes  durch  Substitution  der  Werthe 
ar  =         X  cos  ij;  —  y  sin  tj;  ros  (^ 
y  =k'\-x'  sin  ij/  +  y'  ^^*  V'  ^^*  ^ 
z=  y  sin  -!>; 

das  Resultat  ist  von  der  Form 

A'x*+  B'y^  +  2C'xy  +2D'x+2E'y+  F'  ^0 
und  darin 

cos^'üf  ,  sin^ib       ^,        /^sin^iU  .  cos^'üf\       ,^      sin^d- 
a«      '      6«     '  \    a^     ^     b^    J  r» 


C"  = 


(a* — 6')  ro5 1/;  sin  i/;  C05  -^ 


a*6« 

Diese  Gleichung  repräsentirt  einen  Kreis  für  C  =  0  und  A'^:=B\ 
Die  erste  Bedingung  giebt  entweder  0  =  90°  oder  i/;  =  90°  oder 
t|;  =  0°.  Setzen  wir  a  >  6  voraus ,  wodurch  die  Allgemeinheit 
der  Betrachtung  nicht  alterirt  wird,  so  liefert  die  Bedingung 
A'  =  B'  d.  h. 

cos^'tff      sin*^        fsin^'tff      cos*i^^  sin*^ 


in^'üf        fsin^'üf  .  co^'üf\       ,  ^        «m'-j 


sowohl  für  ^  =  90°  als  für  -^=90°  unmögliche  Resultate;  dagegen 
findet  sich  für  i/;  =  0° 

c  x/fl*—  b*       l/(^—b*         c 

6)  sin  ^  =  -^- =  ^ 7==- 

öj^/fr^+T«  «         /b^  +  c^ 

Da  der  Werth  von  «i«  ^  jederzeit  reell  und  zugleich  ein  äch- 
ter Bruch  ist ,  so  existiren  zwei  Systeme  von  Kreisschnitten ,  de- 
ren Ebenen  auf  der  y 2 -Ebene  senkrecht  stehen  und  entweder  un- 
ter dem  Winkel  d-  oder  unter  180°  —  ^  gegen  die  a?y- Ebene  ge- 
neigt sind.  Aus  der  Uebereinstimmung  der  Formel  6)  mit  der 
Formel  9)  in  §.  30  ergiebt  sich  ferner,  dass  alle  Ebenen,  welche 
den  Asymptotenkegel  in  Kreisen  und  zugleicli  das  Hyperboloid 
schneiden ,  auch  mit  letzterer  Fläche  kreisförmige  Schnitte  bilden. 
Die  Gleichungen  der  Kreisschnittebenen  (oder  deren  yz- Spuren) 
haben  die  gemeinschaftliche  Form 

2=:=:  (y  —  k)  tctfi  d' 
d.  i.  zufolge  des  Werthes  von  tan  d- 

7)  cjA^~^{y—k)±bj/^+?.z~0'^ 
die  Schnitte  sind  reell  so  lange 
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J  =  c^{—  6«  (6«  +  r«)  +  (a«—  6«)  )t*} 
positiv  ist  d.  h,  für  alle  der  Ungleichung 

genügenden  Ar;  wenn  dagegen 

fc'(y  +  c«) 

'^ a»— *«    ' 

so  degeneriren  die  Kreisschnitte  zu  Punkten,  deren  Coordinaten 
sind 


wobei  alle  Combinationen  der  Vorzeichen  gelten;    für 

existiren  keine  Kreisschnitte  mehr.  Die  erwähnten  vier  Funkte 
heissen  die  Kreispunkte  des  getheilten  Hyperboloides;  man 
kann  sie  und  die  Spuren  der  Kreisschnittebenen  leicht  dadurch 
zur  Anschauung  bringen ,  dass  man  die  Fläche  auf  zwei  den  Ebe- 
nen xy  und  ^z.  parallele  Ebenen  projicirt. 

Wir  bestimmen  endlich  noch  die  durch  einen  gegebenen  Punkt 
ocyz  der  Fläche  gehende  Berührungsebene  und  Normale.  Be- 
zeichnet 

die  Gleichung  der  Tangentialebene ,  so  müssen ,  dem  Früheren  zu- 
folge ,  nachstehende  Bedingungen  erfüllt  sein : 

_       ^a*  _       Bb^  _C(^ 

A  =  J^a^'  +  BH^—  C«c*+  D*  =  0; 
aus   den  ersten  drei  Gleichungen  ergeben  sich   die  Werthe  von 
Aj  B ,  C  und  diese  genügen  der  letzten  Gleichung ,  weil  der  Punkt 
xyz  auf  der  Fläche  liegt;  demnach  ist 

die  Gleichung  der  Tangentialebene  im  Punkte  xyz.  Daraus  er- 
geben sich  die  Gleichungen 

als  Gleichungen  der  Normalen  im  Punkte  ooyz. 
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a        0 


§.36. 
Das  elliptisehe  ParaboloicL 

Die    erste  von   den  nichtcentralen  Flächen  zweiten  Grades 
wird  durch  die  Gleichung 

1)  -  +  ?L  =  2z 

'  a        0 

dargestellt ,  worin  a  und  b  wesentlich  positive  Grössen  hezeichnen. 
Als  Gleichungen  der  Hauptschnitte  oder  Spuren  der  Fläche  erhal- 
ten wir  der  Reihe  nach 

der  ersten  Gleichung  genügen  nur  die  Werthe  a:  =  0,  y  =  0,  die 
Fläche  wird  also  von  der  rcy- Ebene  nicht  geschnitten,  sondern 
im  Anfangspunkte  der  Coordinaten  berührt;  die  zweite  Gleichung 
bedeutet  eine  Parabel ,  deren  Halbparameter  =  a ,  deren  Scheitel 
der  Coordinaten  an  fang  und  deren  Achse  die  z- Achse  ist,  die  letzte 
Gleichung  charakterisirt  gleichfalls  eine  Parabel  mit  dem  Halbpa- 
rameter b ,  mit  demselben  Scheitel  und  der  nämlichen  Achse.  Für 
einen  in  der  Höhe  z  =  h  parallel  zur  icy- Ebene  gelegten  Schnitt 
erhält  man  als  Gleichung 

^2ah^2bh         ' 
der  Schnitt  ist  bei  positiven  h  eine  Ellipse  mit  den  Halbachsen 

y^ah  und  j/^bh, 
für  Ä=  0  wird  dieselbe  zu  einem  Punkte,  für  negative  h  imaginär. 
Demzufolge  kann  man  sich  die  Fläche  durch  die  Peripherie  einer 
veränderlichen  Ellipse  erzeugt  denken  wenn  letztere  parallel  zur 
xy  -  Ebene  verschoben  wird  und  ihre 
Scheitel  auf  zwei  Parabeln  fortrücken, 
deren  eine  in  der  a:«-  Ebene  mit  dem 
Halbparameter  a  und  deren  andere  in 
der  yz- Ebene  mit  dem  Halbparame- 
ter b  construirt  ist,  wobei  für  beide 
Parabeln  die  z  -  Achse  als  Achse  und 
der    Coordinatenanfang    als   Scheitel 
gilt.     Die  Linien  a=^FA  und  b  =  GB 
heissen    die  Halbparameter    der 
Fläche ,    0    ihr   Scheitel    und   die 
Fläche  selbst  ein  elliptisches  Pa- 

Anal.   r„.om.    II.  12 
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i-aboioid.     Für  h^=ia  wird  dasselbe  zu  einem  Rotationsparabo - 
loid ,  für  a^^  (X)  oder  6  =  oo  zu  einem  parabolischen  Cylinder. 

Eine  beliebige  Ebene,  deren  Gleichung 

2)  Ax+  By  +  Cz  —  D 

lieissen  möge ,  schneidet  die  Fläche  in  einer  Curve ,   von  welcher 
die  Horizontalprojection  durch  die  Gleichung 

a^  b  C 

bestimmt  ist;  ertheilt  man  letzterer  die  bessere  Form 

A^'a+Bn+^CJ) 


so  erkennt  man  in  der  Curve  eine  Ellipse  piit  den  Halbachsen 
j/^J^a  +  BH  +  ^CD)  j/b{A:'a  +  B^b  +  2CJJ) 

C  '  C  * 

Hierbei  unterscheiden  wir  die  zweiHauptfölle,  ob  C  von  Null  ver- 
schieden oder  =  0  ist.  Im  ersten  Falle  sind  die  Halbachsen  reell 
und  endlich  so  lange  der  Ausdruck 

3)  J  —  u^a  +  B^b  +  ^CD 

positiv  bleibt,  die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  der  Schnittpro- 
jection  bestimmen  sich  durch  die  Formeln 

Aa  Bb 

^0  —  —  -^,        yo—      ^; 

für  ^i/  =  0  verschwinden  die  Halbachsen  der  Ellipse,  letztere 
zieht  sich  dann  auf  ihren  Mittelpunkt  zusammen ;  für  negative  A 
wird  die  Curve  imaginär.  Im  zweiten  Hauptfalle  C=r^O,  d.  li. 
wenn  die  Schnittebene  parallel  zur  z- Achse  liegt,  kann  die  Eli- 
mination von  z  nicht  vorgenommen  werden,  weil  dann  die  Glei- 
chung der  Schnittebene 

4)  Ax+By  =  D 

zugleich  auch  die  Gleichung  der  Schnittprojection  ist;  eliminirt 
man  in  diesem  Falle  y ,  so  erhält  man  die  Gleichung  der  Vertical- 
projection  des  Schnittes ,  nämlich  • 

oder  bei  besserer  Anordnung  und  unter  Kücksicht  auf  den  Um- 
stand, dass  für  C  =  0  die  Grösse  J  in  A^a-^-B^b  übergeht, 

^J~1lB^ab  \f         J    J  ' 
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Diese  Gleichung  repräsentirt  eine  Parabel ,  deren  Scheitel  durch 

die  Coordinaten 

ADa        ,  I^ 

— — -  und  — - 

A  2J 

bestimmt  wird ,  und  deren  Halbparanieter 

_B^ab 

~  J 
ist.  Wenden  wir  diese  für  die  Projectionen  des  Schnittes  gegebe- 
nen Entscheidungen  auf  den  Schnitt  selber  an ,  so  gelangen  wir 
zu  folgendem  Gesammtresultate :  Die  zur  Achse  des  Paraboloides 
nicht  parallele  Ebene  2)  schneidet  die  Fläche  in  einer  Ellipse ,  de- 
ren Mittelpunktscoordinaten 

Aa  Bh  A—CD 


C  '         ^''~         C  '  ^"  ~~        C 


> 


sind ;  der  Schnitt  ist  reell  für  A  >  O',  reducirt  sich  für  A  =  0  auf 
einen  durch  die  Coordinaten 

_       Aa  _       ^^  _       ^ 

bestimmten  Punkt ,  und  wird  für  z/<^0  imaginär;  eine  zur  Flächen- 
achse parallele  Ebene  schneidet  das  Paraboloid  jederzeit  in  einer 
Parabel.  Hyperbolische  und  geradlinige  Schnitte  existiren  nicht. 
Wie  bei  allen  elliptischen  Schnitten  entsteht  auch  hier  die 
Frag? ,  ob  dieselben  zu  Kreisen  werden  können.  Die  Horizontal- 
spur der  schneidenden  Ebene  nehmen  wir  zur  a:'-Achse  eines  neuen 
in  der  Ebene  enthaltenen  rechtwinkligen  Coordinatensystemes, 
L{xx')  8ei  =  t^,  der  Neigungswinkel  der  Ebene  gegen  diexy- 
Ebene  heisse  d,  der  Durchschnitt  der  Ebene  mit  y- Achse  liege 
in  der  Entfernung  k  vom  ursprünglichen  Coordinatenanfange  und 
sei  der  Anfangspunkt  des  neuen  Systemes;  die  Gleichung  des 
Schnittes  erhalten  wir  jetzt  aus  Nr.  1)  durch  Substitution  der 
Werthe 

x=:         x'  COS  i\f  —  y  sin  i/;  cos  0, 
.y=ik-\'xsin'^  +  y  cos  i/;  cos  &, 

z  =  y  sin  &, 

Das  Resultat  dieser  Operation  ist  von  der  Form 

A' x^+  B' y^  +  2C' X  y  +  '2D' X  +2E' y'  +  r  =  0, 

und  darin 

12* 
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ab  \    a  h     y 

(a — b)  sin  i^  cos  ^  cos  ^ 

ab 
Der  Schnitt  wird  zu  einem  Kreise  für  C  =  0  und  Ä'  ^^B'-^  die? 
erste  Bedingung  kann  unter  der  nicht  beschränkenden  Annabmes 
«>  &  nur  durch  ^  =-  90®  oder  t^  =  90"  oder  ij;  -=0®  erfüllt  werden; 
die  zweite  Bedingung 

«  />  V    a  b     J 

liefert  für  0=— 90®  und  für  t/;  =  90®  unmögliche  Ergebnisse,  da- 
gegen für  1|;  r.  -  0® 


5)  cos9  =  j/^ 


was,  wegen  6  <a  und  wegenr  des  doppelten  Vorzeichens  der  Wur- 
zel, zwei  reelle  Bestimmungen  von  O  giebt.  Demnach  existiren 
zwei  Systeme  von  Kreisschnitten,  deren  Ebenen  auf  der  yr -Ebene 
senkrecht  stehen  und  mit  der  xy  -  Ebene  die  Winkel  ^  und  180^—  9 
einschliessen.  Die  Gleichungen  der  Kreisschnittebenen  (oder  de- 
ren y  z  -  Spuren)  stehen  unter  der  allgemeinen  Form 
z  =  (y — Ar)  tan  -0 
der  zufolge  des  Werthes  von  lan  ^ 


±(y-*)/^— =0. 

wofür  wir  schreiben 

6)  j/a  —  b.y  +  j/T,  z=:k}/a  —  b. 

Der  Kreisschnitt,  den  diese  Ebene  mit  dem  Paraboloid  bildet, 
ist  reell  wenn  die  Grösse 


J={a  —  b)b  +  2kj/{a  —  b)b 
positiv  ausfallt,  also  unter  Benutzung  des  oberen  Zeichens  fiir 

'  lij/{a—b)b>k>  —  oo 
und  in  Beziehung  auf  das  untere  Zeichen  für 


+  00  >k>—'^y{a—b)b     • 
die  Kreisschnitte   des  einen  Systemes   werden    folglich   erhalten 
wenn  man  k  von  ^  ]/  (a—  b)  b  bis  —  cx>  abnehmen   lässt,  die  des 
anderen ,  wenn  k  von  —  t^j/  {a — b)  6  bis  +  QO  wächst.     Der  Schnitt 
degenerirt  zu  einem  Punkte,  wenn  ^=0  also  bei  dem  ersten  Sy- 
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Sterne  A:  =  ^  j/{a — b)  b ,    beim  zweiten  k-^-  —  j/~(ä-^b)b  ist;    die 
Coordinaten  dieser  Punkte  öind  im  ersten  Falle 

0,         +/(^Z:^6,         \{a-^b), 
und  im  zweiten 


0,      —j/(a-^b)b,      i(«-^); 

diess  sind  die  zwei  Kreis  punkte  der  Fläche.  Jenseit  der  an- 
gegebenen Grenzen,  d.  h.  für  negative  <^,  existiren  keine  Kreis- 
schnitte. Diese  Ergebnisse  können  leicht  graphisch  veranschau- 
licht werden  wenn  man  das  Paraboloid  auf  zwei  Ebenen  projicirt, 
von  denen  die  eine  der  icy- Ebene  und  die  andere  der  ^z- Ebene 
parallel  liegt. 

Wenn  irgend  ein  elliptischer  Schnitt  sich  auf  seinen  Mittel- 
punkt reducirt ,  so  wird  die  schneidende  Ebene  zur  Berührungs- 
ebene und  jener  Punkt  zum  Berührungspunkte ;  daraus  entspringt 
wie  früher  die  Aufgabe,  durch  einen  gegebenen  Punkt  xyz  de» 
Paraboloides  eine  Tangentialebene  an  das  letztere  zu  legen.  Die 
Gleichung  der  verlangten  Ebene  sei 

so  müssen  die  im  Vorigen  bewiesenen  Relationen 
J  =  J^a+BH  +  ^CD  =  Q, 
Aa  Bb  D 

^  =  --^,  y  =  --^,  ^  =  -^ 

statt  finden;  aus  den  letzten  drei  Gleichungen  ergeben  sich  die 
Werthe  von  A^B  ^B  ^  ausgedrückt  durch  C,  deren  Substitution  in 
die  erste  Bedingung  diese  identisch  macht,  weil  der  Punkt  xyz 
auf  der  Fläche  liegt.  Vermöge  der  Werthe  von  A^B^B  ergiebt 
sich 

oder  besser 

'  az  bz   '        z 

als  Gleichung  der  Tangentialebene  im  Punkte  xyz. 
Hieraus  zieht  man  noch  die  beiden  Gleichungen 

welche  für  die  im  Punkte  xyz  errichtete  Normale  gelten. 
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§.  41. 

Das  hyperbolische  Faraboloid. 

Die  letzte  individuelle  Fläche  zweiten  Grades ,  deren  Unter- 
suchung uns  noch  obliegt ,  wird  durch  die  Gleichung 

1)  ^_^  =  2z 

^  ab 

charakterisirt;  daraus  folgen  als  Gleichungen  der  Hauptschnitte 
^_.^  ^ _^ 

Giebt  man  der  ersten  die  Form 


a        b  ""^'        1a'~^'  26 


und  bezeichnet  mit  a  den  spitzen  Winkel  dessen  Tangente  =  1/  - 

ist,  so  erkennt  man  in  der  ir«/ -  Spur  der  Fläche  ein  System  von 
zwei  durch  den  Coordinatenanfang  gehenden  Geraden,  deren  eine 
mit  der  a:- Achse  den  Winkel  «  und  deren  andere  mit  derselben 
Achse  den  Winkel  180° —  a  einschliesst.  Die  o:  z-  Spur  der  Fläche 
bildet  eine  Parabel  mit  dem  Halbparameter  a ,  der  Coordinaten- 
anfang ist  ihr  Scheitel  und  der  positive  Theil  der  2 -Achse  ihre 
Achse;  die  yz- Spur  besteht  gleichfalls  aus  einer  Parabel,  welche 
b  zum  Halbparameter,  den  Coordinatenanfang  zum  Scheitel  nnd 
den  neg&tiven  Theil  der  z- Achse  zur  Achse  hat,  weil  der  betref- 
fenden Gleichung  nur  bei  negativen  z  eine  geometrische  Bedeu- 
tung zukommt.  Legt  man  ferner  in  der  Höhe  h  eine  zur  ary- Ebene 
parallele  Ebene ,  so  schneidet  letztere  die  Fläche  in  der  durch  die 
Gleichung 

a        b 
bestimmten  Curve;  der  Schnitt  ist  jedenfalls  eine  Hyperbel,  wo- 
bei aber  die  beiden  Fälle  eines  positiven  und  negativen  h  zu  un- 
terscheiden sind.     Für  Ä>  0  giebt  man  der  Gleichung  die  Form 

l/2^J  ~~    yj/Ibh)  ~~    ' 
die  Halbachsen  sind  dann  j/2ah,  j/nbh  und  für  den  Asymptoten- 
urinkel  ß  hat  man 
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tan  ß=^--==  ~  7/  —mithin  /5=o: 
y^h      r     a 

sweiten  Falle  Ä  =  —  ä,  ist  zu  schreiben 

ird  dann  j/2bhi  zur  Haupt-,  j/*2ahi  zur  Nebenhalbachse  und 
len  Asyniptotenwinkel  jS,  hat  man 


^rtW 


igemäss  kann  man  sich  die  Fläche  durch  eine  veränderliche 
er  bei  erzeugt  denken,  wenn  letztere  parallel  zur  a:y- Ebene 
choben  wird  und 
Scheitel  auf  zwei 
>n  Parabeln  fort- 
en  ;  der  gemein- 
ftliche Scheitel  bei- 
Parabeln ist  der 
rdinatenanfang,  die 
liegt  in  der  xz- 
ne  und  hat  ihre 
se  in  der  Richtung 
positiven  z,  die  an- 
I  befindet  sich  in  der  yz -Ebene  und  erstreckt  ihre  Achse  in 
Richtung  der  negativen  z ;  endlich  ist  noch  zu  bemerken ,  dass 
auf  der  positiven  Seite  der  z  construirten  Hyperbeln  denselben 
mptotenwinkel  besitzen  und  dass  ebenso  alle  auf  der  entgegen- 
tzten  Seite  befindlichen  Hyperbeln  einen  gemeinschaftlichen 
mptotenwinkel  haben,  welcher  den  erstgenannten  zu  90°  er- 
st. Die  Figur  zeigt  die  aus  den  Geraden  AOA^  und  BOB^  be- 
ende Horizontalspur  der  Fläche,  die  beiden  parabolischen  Ver- 
spüren COC^^  BOBi  und  zwei  zur  ory  -  Ebene  parallele  hyper- 
jche  Schnitte,  deren  Asymptoten  den  Geraden  AAi  und  BB^ 
illel  liegen ;  die  Coordinatenachsen  der  x  und  der  y  sind  (um 
r  Ueberladung  der  Figur  zu  entgehen)  weggelassen ,  man  hat 
dieselben  als  die  Halbirungslinien  derWinkeUO^  und  AOBi 
lenken.  Die  hiermit  bestimmte  sattelförmige  Fläche  heisst 
hyperbolisches  Paraboloid,  a  und  b  ihre  Halbpara- 
;er,  0  ihr  Scheitel,  ZZ^  ihre  Achse. 
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Eine  beliebige  durch  die  Gleichung 
2)  Ax  +  By+Cz  =  D 

dargestellte  Ebene  schneidet  die  Fläche  in  einer  Curve ,  für  de- 
ren Horizontalprojection  sich  die  Gleichung  findet 

^ y* D  —  Ax  —  Bfj 

li~T~^  C  ' 

ertheilt  man  dieser  die  bessere  Form 


1 r     ,  Aa\t        I  r        Bh\t 


^2 

SO  bemerkt  man  augenblicklich,  dass  die  Schnittprojection  im  All- 
gemeinen eine  Hyperbel  darstellt ;  doch  sind  dabei  die  Fälle  C  ^  0 
und  C  =  0  zu  unterscheiden.  Wenn  erstens  C  nicht  verschwindet 
und  der  Ausdruck 

3)  J  —  A^'a—  BH  +  2CD 

irgend  einen  von  Null   verschiedenen  Werth   besitzt,   so  ist  die 
Curve  sicher  eine  Hyperbel ,  deren  Mittelpunktscoordinaten 
_       Aa  _   1   ^^ 

sind;  ihre  Haupthalbachse  liegt  bei  positiven  ^  in  der  Kichtung 
der  X ,  bei  negativen  in  der  Richtung  der  y.  Verschwindet  aber  zf, 
so  degenerirt  die  Hyperbel  in  ein  System  von  zwei  sich  schneiden- 
den Geraden  (die  Asymptoten) ;  die  Coordinaten  des  Durchschnit- 
tes der  letzteren  sind  dieselben  Xq  und  y^  wie  vorhin.  Wenn  zwei- 
tens C  verschwindet,  so  kann  z  aus  der  Gleichung  1)  und  aus  der 
Gleichung  der  Schnittebene 

4)  Ax  +  By  =  D 

nicht  eliminirt  werden  ;  durch  Elimination  von  y  erhält  man  in 
diesem  Falle  als  Gleichung  der  Verticalprojection  des  Schnittes 

a^      (D  —  AxY 

^^ — ;rrr-^  =  2  ^ 

a  B*b 

oder  bei  besserer  Anordnung  und  unter  Rücksicht  auf  den  Um- 
stand, dass  ^  für  C  =  0  in  ^*a  —  B*b  übergeht, 
i>*  J        r        ABl 


z  — : 


r        ABa\t 


2J  2B^ab 

Diese  Gleichung  repräsentirt  eine  Parabel  so  lange  ^  nicht  ver- 
schwindet ;  dagegen  für  ^  =  0  ergiebt  sich  aus  der  vorhergehen- 
den Form  der  Gleichung 

_  ABa  Ba^ 

^~  B^b^       2BH 
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d.  h.  die  Gleichung  einer  Geraden.     Der  Fall  ^  =^  0  tritt  ein  für 
A*a=:B*b  oder 

B  —^  a 
d.  h.  wenn  die  Ebene  4)  parallel  zu  einer  von  den  Geraden  liegt, 
welche  die  Horizontalspur  der  Fläche  bilden.  Uebertragen  wir 
nun  diese  für  die  Projectionen  des  Schnittes  gegebenen  Entschei- 
dungen auf  den  Schnitt  selber ,  so  gelangen  wir  zu  folgendem  Ge- 
sammtresultate :  Die  zur  Achse  der  Fläche  nicht  parallele  Ebene  2) 
schneidet  die  Fläche  in  einer  Hyperbel ,  deren  Mittelpunktscoor- 
dinaten 

sind ,  für  <^  =  0  degcnerirt  dieselbe  in  ein  System  von  zwei  Ge- 
raden, die  sich  im  Punkte 

_       Aa  —J^^  .  —  _:? 

•'^o  —  77" »  2/o  C  '  ^^ ' —         ~C 

schneiden.  Eine  zur  Flächenachse  parallele  (verticale)  Ebene 
schneidet  das  Paraboloid  in  einer  Parabel ,  welche  zu  einer  Gera- 
den wird ,  wenn  die  Schnittebene  eine  parallele  Lage  zu  der  einen 
oder  anderen  von  den  Geraden  erhält,  die  zusammen  die  Hori- 
zontalspur der  Fläche  ausmachen.  Elliptische  Schnitte  des  hyper- 
bolischen Paraboloides  sind  nicht  vorhanden. 

Die  Eigenthümlichkeit ,  dass  die  Fläche  in  geraden  Linien 
geschnitten  werden  kann,  oder  mit  anderen  Worten,  dass  sich 
auf  der  Fläche  Gerade  ziehen  lassen ,  möge  noch  einer  besonderen 
Erörterung  unterworfen  werden.  Wenn  eine  durch  die  Glei- 
chungen 

5)  x=^Mz  +  Uj         y=z  Nz  +  v 

charakterisirte  Gerade  ganz  in  der  Fläche  enthalten  sein  soll,  so 
müssen  alle  den  vorstehenden  Gleichungen  genügenden  Xy  y,  z 
auch  die  Gleichung  der  Fläche 

a        0 
befriedigen  und  demnach  muss  für  alle  z 

{Mz  +  uy      {Nz  +  vY       ^^^ 
a  b 

oder 
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sein.     Dies  ibt  nur  möglich  unter  den  Bedingungen 

a        0 

a         b  '  ah  ' 

durch  die  erste  derselben  wird  ausgedrückt,  dass  die  fragliche 
Linie  eine  von  den  beiden  Geraden  schneiden  muss ,  welche  die 
Horizontalspur  der  Fläche  bilden ,  was  vorauszusehen  war.  Sab- 
stituiren  wir  die  sich  ergebenden  Werthe 

v==zul/  —  oder  y  =  —  ul/  — 
r      a  y     a 

in  die  beiden  übrigen  Bedingungsgleichungen ,  so  erhalten  wir  ent- 
weder 

oder 

rt  j/  ab 

2  u  2  u 

Wegen  des  willkührlich  bleibenden  u  existiren  demnach  zwei  ver- 
schiedene Systeme  von  Geraden  auf  der  Fläche ;  die  Gleichungen 
der  Geraden  des  einen  Systemes  stehen  unter  der  Form 

6)        a:  =  -z  +  u,         y  =  _  iL_,  +  ,^  __ , 

die  des  anderen  Systemes  dagegen  unter  der  Form 


7)  ^  =  -Z+U,  y=  +  L_.,_„^_ 

oder  auch ,  wenn  man  zur  besseren  Unterscheidung  w,  für  u  setzt 


8)       a:  =  -^2  +  w,, 


]/ab  -,/b 


Aus  den  Gleichungen  6)  und  8)  leitet  man  ohne  Mühe  den  bemer- 
kenswerthen  Satz  ab,  dass  jede  Gerade  des  einen  Systemes  alle 
Geraden  des  anderen  Systemes  schneidet,  und  dass  keine  Gerade 
des  einen  Systemes  einer  Geraden  des  anderen  Systemes  parallel 
ist.     Die  Gleichungen  6)  geben  ferner  durch  Elimination  von  z 


s 
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=  -//J(^-2«) 


und  die  Gleichungen  8) 


y  =+]/^i^- 


■2t/0; 


Fig.  41. 


dies  heisst  geometrisch,  die  Horizontalprojectionen  der  Geraden 
des  einen  Systemes  sind  parallel  zu  der  einen  von  den  beiden  Ge- 
raden, welche  die  H  lizontalspur  der  Fläche  bilden,  in  gleicher 
Weise  liegen  die  Horizontalprojectionen  der 
Geraden  des  anderen  Systemes  parallel  zur 
anderen  jener  Geraden.  Will  man  demnach 
durch  irgend  einen  Punkt  P  der  Fläche  die  t 
zwei  in  P  sich  schneidenden  Geraden  der 
Fläche  ziehen,  so  braucht  man  nur  durch  P 
zwei  verticale  Ebenen  zu  legen ,  deren  Hori- 
zontalspuren parallel  zu  AB  und  ^,  Bi  sind ; 
diese  Ebenen  schneiden  das  hyperbolische 
Paraboloid  in  den  beiden  verlangten  Geraden  ß*/ 
(in  der  Figur  PS'  und  PT). 

Zu  demsiplben  Resultate  gelangt  man  durch  eine  Trjinsforma- 
tion  der  Gleichung  1).     Wählt  man  nämlich  die  Geraden  OA,  OB, 
OZ  zu.  Coordinatenachsen  eines  neuen  Systemes  der  x\y  ,  z\  so 
geschieht  der  Uebergang  zu  demselben  mittelst  der  Formeln 
x^:^{x  +  y)  cos  a,      .^  y  =  (^'  —  v)  sin  a ,  ^  =  2', 

und  die  Gleichung  l)  verwandelt  sich  hierbei  in 
{x  +  y'y  cos^  n      {a:'  —  y  )*  sin^  a 

ä 6 =' 

Vermöge  der  Werthe  von  cos  a  und  sin  a ,  welche  aus  der  Formel 


tan 


"=/? 


leicht  herzuleiten  sind,  verschwinden  die  Coefficienten  von  o:'*  und. 
y'^j  so  dass  nur  übrig  bleibt 

'2xy  __    , 

a-j-b       " 
oder  wenn  das  arithmetische  Mittel  zwischen  den  Halbparametern 
mit  c  bezeichnet  wird, 

9)  xy=^cz\ 
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Fig.  42.  Giebt   man    entweder    dem  y' 

oder  dem  x'  einen  constanten 
Werth ,  so  erhält  man  jedesmal 
die  Gleichung  einer  Geraden, 
was  geometrisch  bedeutet,  dass 
die  Fläche  von  jeder  Ebene  ge- 
radlinig geschnitten  wird,  wel- 
che einer  der  Coordinatenebe- 
nen  AuZ  und  BOZ  parallel 
liegt.  Die  Figur  zeigt  eine 
Partie  derartiger  Schnitte. 
Eine  Ebene ,  welche  zwei  durch  einen  Punkt  gehende  Gerade 
der  Fläche  enthält,  ist  eine  von  den  Ebenen,  deren  Gleichungen 

Ax+  By+Cz  =  I) 
der  Bediugung 

A*a  —  B^b  +  2CD=^0 
genügen ,  wobei  die  Coordinaten  jenes  Punktes  durch 
_Aa  Bb  _D^ 

c '        "*■(;'  c 

ausgedrückt  werden  können.     Legt  man  ferner  eine  Ebene  in  der 

B 

Entfernung  —  ~  parallel  zur  xy  -  Ebene  ,    so   schneidet  sie  die 

Fläche  in  einer  durch  die  Gleichung 


10) 


repräsentirten  Hyperbel  und   die  vorige  Ebene  in  einer  Geraden, 
deren  Gleichung  ist 

Aa+By  —  B  =  B 
oder 

11)  B^y+A^x^l, 


^'—2B' 


'        2i>' 


vermöge  dieser  Werthe  ergiebt  sich 

und  diese  Relation  lässt  erkennen,  dass  die  Gerade  II)  den  hyper- 
bolischen Querschnitt  10)  berührt.  Auf  ähnliche  Weise  kann  man 
eine  noch  allgemeinere  Eigenschaft  der  Ebene  finden ,  welche  zwei 
Gerade  der  Fläche  enthält;  legt  man  nämlich  durch  denselben 
Punkt  wie  vorhin  einen  beliebigen  Schnitte  der  Fläche,  dessen 
Ebene  von  selbst  die  genannte  Ebene  in  einer  Geraden  g  schneidet, 
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80  ist  letztere  jedesmal  Tangente  an  s.  Demgemtiss  muss  die 
Ebene  zweier  in  P  zusammentreffender  Geraden  der  Fläche  als  In- 
begriff aller  durch  P  gehenden  Tangenten  der  Fläche  d.  h.  als  B  e- 
rührungsebenein  diesem  Punkte  gelten. 

Daran  knüpft  sich  die  Bestimmung  der  Berührungsebene  für 
einen  gegebenen  Punkt  xyz  der  Fläche.  Bezeichnen  wir  die 
Gleichung  der  verlangten  Ebene  mit 

A^  +  Bfi  +  Ct  =  J), 
so  müssen*;  dem  Vorigen  zufolge  die  Bedingungen 

Äa  ,  Bb  D 

erfüllt  sein.  Die  letzten  drei  Gleichungen  geben  A^  B ^  D  durch 
C  ausgedrückt  und  diese  Werthe  genügen  der  ersten  Bedingung 
vermöge  des  Umstandes,  dass  der  Punkt  xyz  auf  der  Fläche  liegt. 
Demnach  erhalten  wir  als  Gleichung  der  Tangentialebene 


oder 


X  ^        V 

-ä«+r'+f=-' 


«^^-Ä"-^='- 


Daraus  folgen  noch  die  beiden  Gleichungen 

13)    i-x  =  -^{t-z),         r,-y  =  +  ^(i-z), 
welche  für  die  im  Punkte  xyz  errichtete  Normale  gelten. 

§.  42. 
irnterscheidungszeichen  für  die  Flächen  zweiten  Grades. 
Nachdem  wir  die  Gestalten  der  verschiedenen  Flächen  zwei- 
ten Grades  näher  kennen  gelernt  haben,  kehren  wir  zu  der  allge- 
meinen Gleichung 

f     Ax^+By^  +  Cz'^  +  ^Bxy  +  ^Exz  +  ^Fyz 
^)      I  +2ax  +  2Ey  +  2Jz  +  £:=0 

zurück  um  die  Mittel  zu  erörtern ,  mittelst  deren  man  rasch  ent- 
scheiden kann  ,    welche  individuelle  Fläche  zweiten   Grades   in 

jedem  speciellen Falle  (d.  h.  bei  gegebenen  Werthen  von  A^B^ AT) 

durch  die  vorige  Gleichung  charakterisirt  wird.  Diese  Mittel  sind 
zwar  in  den  §§.  34,  35  und  36  vollständig  enthalten  und  man  würde 
in  der  That  durch  Ausführung  aller  dort  angedeuteten  Rechnungen 
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auf  eine  der  fünf  in  Nr.  33)  und  34)  aufgestellten  Normalformen 
kommen ,  wodurch  sich  die  Lage  und  Grösse  der  Achsen  oder  Pa- 
rameter und  die  Natur  der  Fläche  unmittelbar  ergeben ,  dagegen 
ist  aber  nicht  zu  leugnen,  dass  dieser  Calcul  fast  immer,  und  na- 
mentlich wenn  die  Gleichung  I)  auf  ein  schiefwinkliges  Coordina- 
tensjstem  bezogen  ist ,  nicht  geringe  Weitläufigkeiten  verursacht. 
Um  diesen  zu  entgehen  vereinfachen  wir  die  Untersuchung  da- 
durch ,  dass  wir  auf  die  Angabe  der  Lage  und  Grösse  der  Achsen 
oder  Parameter  verzichten  und  nur  eine  kurze  Entscheidung  über 
die  Natur  der  Fläche  verlangen.  Zufolge  der  bereits  bekannten 
Eigenschaften  der  einzelnen  Flächen  zweiten  Grades  lässt  sich 
eine  solche  Discussion  auf  folgende  schematische  Zusammenstel- 
lung gründen ;  eine  Fläche  zweiten  Grades  kann  sein : 
L     Eine   centrale  Fläche; 

1)  eine  geschlossene  Fläche : 
das  Ellipsoid, 

2)  eine  nicht  geschlossene  Fläche  und  zwar 

a)  eine  geradlinige  Fläche: 
das  einfache  Hyperboloid, 
der  elliptische  Kegel, 
der  elliptische  Cylinder, 
der  hyperbolische  Cylinder, 

b)  eine  nicht  geradlinige  Fläche : 
das  getheilte  Hyperboloid; 

n.    Eine  nichtcentrale  Fläche  ; 

a)  eine  geradlinige  Fläche  : 

das  hyperbolische  Paraboloid, 
der  parabolische  Cylinder, 

b)  eine  nichtgeradlinige  Fläche: 
das  elliptische  Pacaboloid. 

Demgemäss  hat  man  erstens  zu  untersuchen ,  ob  sich  ein  Punkt 
finden  lässt,  welcher  die  durch  ihn  gehenden  Sehnen  der  Fläche 
halbirt;  die  Existenz  oder  Nichtexistenz  desselben  entscheidet,  ob 
die  Fläche  zur  Classe  I.  oder  zur  Classe  H.  gehört.  Findet  das 
Erste  statt,  so  kann  immer  leicht  ermittelt  werden,  ob  ohne  Aus- 
nahme jede  durch  den  Mittelpunkt  gelegte  Gerade  die  Fläche 
zweimal  in  endlichen  Entfernungen  schneidet  oder  nicht;  im 
ersten  Falle  ist  die  Fläche  ein  Ellipsoid,  im  zweiten  Falle  gehört 
sie  zur  Unterabtheilung  2.     Um  hier  weiter  zu  trennen  untersucht 
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man,  wie  in  §.  38,  ob  es  gerade  Linien  giebt,  von  denen  jeder  Punkt 
auf  der  Fläche  liegt ;  das  Vorhandensein  derartiger  Geraden  zeigt, 
dass  die  Fläche  zur  Abtheilung  a  gehört;  sind  die  Geraden  pa- 
rallel, so  ist  die  Fläche  ein  Cylinder,  über  dessen  Natur  irgend 
ein  Querschnitt  Auskunft  giebt,  vereinigen  sich  die  Geraden  in 
einem  Punkte,  so  ist  die  Fläche  ein  elliptischer  Kegel,  findet  keine 
dieser  Lagen  statt ,  so  ist  die  Fläche  ein  einfaches  Hyperboloid ; 
das  Nichtvorhandensein  jener  Geraden  beweist,  dass  die  Fläche 
ein  getheiltes  Hyperboloid  ist.  Wenn  ferner  die  Fläche  keinen 
Mittelpunkt  besitzt,  so  bedarf  es  nur  der  Untersuchung,  ob  gerade 
Linien  auf  ihr  gezogen  werden  können  oder  nicht ;  im  ersten  Falle 
8ind  dieselben  entweder  parallel ,  und  dann  ist  die  Fläche  ein  pa- 
rabolischer Cylinder,  oder  nicht  parallel,  mithin  die  Fläche  ein 
hyperbolisches  Paraboloid ;  wenn  dagegen  keine  Geraden  auf  der 
Fläche  liegen,  so  ist  letztere  ein  elliptisches  Paraboloid. 

Wie  man  diese  Untersuchung  auszuführen  hat,  wollen  wir 
erst  im  Allgemeinen  und  dann  an  einigen  speciellen  Gleichungen 
zeigen.  —  Verschieben  wir  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten 
nach  einem  Punkte,  dessen  primitive  Coordinaten  m,  v,  w  sind,  so 
haben  wir  in  der  Gleichung  1) 

X^=X    +  U^  y  =  y'-|-t',  2r=2'-|-w 

ZU  setzen  und  erhalten  dann 

Ax^  +By^  +  Cz^  +  2Dxy  +  lExz  -f  2 Fyz 
+  2  (^w  -f  i>t;  +  Ew  -I-  Gr)  X 
+  2(2>M  +  ^t;-t.Fw  +  ir)y' 
-f-  2  (^M  •\-Fv'\'Cw  +  r)  z 
+  Au^  +  Bv^  +Cw^+  2Duv  +  2Euw  +  '2  Fvrv 

Die  vor  der  Hand  noch  beliebigen  Grössen  w,  t?,  w  bestimmen  wir 
so,  dass  sie  den  drei  Bedingungen 

{Au  +  Dv  +  Ew  -{  C  =  0, 
Du  +  Bv  +  Fw  +  B==^  0, 
Eu  +  Fv+  Cw  +  I  —0, 
genügen;   aus  der  Gleichung  2)  fallen  dann  die  Glieder  heraus, 
welche  x\  y\  z  in  der  ersten  Dimension  enthalten  und  es  bleibt 
4)     ^ir'«H-^y'»-fC2'*-t-2i>a:V  +  2Äa:V-|-2FyV  +  2:=0 
übrig ,  wobei  zur  Abkürzung 

r  2;=^w«-h^v'  +  6V-l-2i>Mt;-f2j&Mw-l-2i?'i;«; 


2) 
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gesetzt  worden  ist.  Diese  Transformation  würde  jedoch  in  dem 
Falle  unausführbar  sein,  wo  die  Gleichungen  3)  keine  endlichen 
Werthe  von  w,  »,  w  liefern ,  und  um  hierüber  entscheiden  zu  kön- 
nen, entwickeln  wir  w,  v,  m  auf  gewöhnlichem  algebraischen  Wege; 
dies  giebt : 

_       G(F*—BC)  +  E(CD—EF)  +  I{BE—DF) 
^~  ÄF^+BE^  +  CD^^ABC—IDEF 

_       G{CD—EF)  +  H{E*—ÄC)  +  I{AF—DE) 
^~~         AF^  +  BE^+CD^—ÄBC—HDEF        ' 
_       G{BE—DF)  +  H{AF—DE)  +  I{D^—AB) 
^  —  ~         AF*  +  BE^  +  CJD^  —  ABC—21)EF 
Ist  nun  der  gemeinschaftliche  Nenner  dieser  Brüche,  welchen  wir 
durch 

6)         J  =  AF*+  BE*  +  CD^  —  ABC—2DEF 
bezeichnen  wollen,  von  Null  verschieden ,  so  erhalten  w,  v,  w  end- 
liche bestimmte  Werthe ,  dagegen  würde  für  ^  =  0  jeder  der  obi- 
gen Brüche  entweder  =  ex  oder ,  falls  die  Zähler  verschwänden, 

=  — ,  d.  h.  unbestimmt  werden ,  unter  welchen  Umständen  die 
0 

beabsichtigte  Transformation  unterbleiben  muss.  Diese  Unter- 
scheidungen haben  übrigens  einen  geometrischen  Sinn.  Betrachtet 
man  nämlich  den  Punkt  uvtv  als  einen  vor  der  Hand  noch  unbe- 
stimmten ,  so  charakterisirt  jede  der  Gleichungen  3) ,  einzeln  ge- 
nommen ,  eine  Ebene ,  und  alle  drei  Gleichungen  zusammen  be- 
stimmen den  Durchschnitt  jener  drei  einzelnen  Ebenen.  Dieser 
Punkt  existirt  nicht,  wenn  sich  jene  Ebenen  in  parallelen  Geraden 
schneiden ,  er  wird  unbestimmt ,  sobald  zwei  oder  drei  Ebenen  zu- 
sammenfallen. Wir  untersuchen  jetzt  die  möglichen  Fälle  einzeln. 
I.  Erster  Hauptfall:  ^^0,  Geben  wir  dem  Ausdrucke 
£  die  Form 

£^=(Au  +  Dv  +  Ew  +  G)u 

+  (Du  +  Bv  +  Fw  +  ff)v 

+  {Eu  +  Fv  +  Crv+  I)w 

+  Gu  +  Hv  +  Jw  +  E, 
so  wird  derselbe  vermöge  der  Gleichungen  3)  einfacher ,  nämlich 

£=Gu  +  Hv  +  Irv  +  K 
und  hier  können  die  oben  angegebenen  Werthe  von  t/,  «>,  w  leicht 
substituirt  werden.    Zur  Abkürzung:  sei 
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'=  a*  (F*—BC)  +  S*(B*—J(I)  +  P{D*-AB) 

\GH(CD—EF)  +iGI(BE—l)F)  ^iHI{AF—Dg)—KJ, 
es  ergiebt  sich  dann 

mithin  als  Gleichung  der  Fläche ,  bezogen  auf  das  neue  Coordi- 
natensystem, 

8)  ^a:'«  +  ^y'«  +  Cz'«  +  22>a?y+2^arV  +  2/'/z'  =  -. 

A 

Legen  wir  durch  den  neuen  Anfangspunkt  eine  Gerade,  deren 
Gleichungen 

9)  x=az,         y=ßz 

sein  mögen ,  so  finden  wir  die  Coordinaten  ihres  Durchschnittes 
mit  der  Fläche  durch  Verbindung  der  Gleichungen  8)  und  9) ;  da- 
bei sei  zur  Abkürzung 

10)  ^r=^Aa^  +  Bß^  +  C  +  ^Daß  +  2EcL  +  ^Fß, 

för  die  Coordinaten  des  Durchschnittes  haben  wir  dann 

11)-  .'=±«/^,  y=±¥7ü^    '=±/jü' 

Aus  den  doppelten  Vorzeichen  von  x\  y\  z  erkennt  man,  dass  die 
Gerade  und  die  Fläche  sich  im  Allgemeinen  in  zwei  Punkten 
schneiden,  deren  Entfernungen  vom  neuen  Coordinatenanfange 
gleich  gross  und  entgegengesetzten  Vorzeichens  sind;  der  neue 
Coordinatenanfang ,  d.  h.  der  primitive  Punkt  uvm  ist  folglich  der 
Mittelpunkt  der  Fläche,  und  der  Hauptfall  A^Q  umfasst  dem- 
nach alle  centralen  Flächen. 

Denkt  man  sich  in  den  Gleichungen  9)  und  10)  die  Coefficien- 
ten  et  und  ß  als  veränderlich,  so  erhält  die  durch  den  Mittelpunkt 
gehende  Gerade  alle  möglichen  verschiedenen  Lagen  und  es  muss 
nun  entschieden  werden,  ob  sie  die  Fläche  unter  allen  Umständen 
schneidet  oder  nicht.    Die  fraglichen  Durchschnitte  sind  aber  >e- 

r 

lanfice  reell,  als  -—-  nicht  negativ  wird  und  da  hier  Sl  eine  xer- 

änderliche  Grösse  bedeutet^. ^bedarf  es  zunächst  einer  Unter- 
suchung über  das  Vorzeichen  von  Ä.  Hierbei  sind  nur  zwei  Fälle 
möglich :  entweder  behält  Sl  für  alle  o  und  ß  das  nämliche  Zeichen 
oder  es  wechselt  dasselbe  in  der  Weise ,  dass  Sl  für  gewisse  a  und 

Anal.  Geom.   II.  I3 


—     194    — 

ß  positiv ,  für  andere  a  und  ß  negativ  ist.     Nach  einem  bekannten 
Satze*)  findet  das  Erste  statt,  wenn  gleichzeitig 

D*  —  AB  negativ 
nnd 

(P^  —  AB){E^—AC)  —  {pE—AFy  positiv 
ausfällt;  der  letztere  Ausdruck  ist  einerlei  mit  —  AJ^  setzen  wir 
also  A  ein  für  alle  Mal  als  positiv  voraus,  wodurch  die  Allgemein- 
heit der  Untersuchung  nicht  beschränkt  wird ,   so  behält  St  sein 
Vorzeichen ,  wenn  die  Bedingungen 

2>*  — ^i?<0    und    ^<0 
gleichzeitig  erfüllt  sind.    Das  Vorzeichen  von  iß  ist  dann  einerlei 
mit  dem  Vorzeichen  von 

^  «*       a'  Ott  aV 

und  da  mim  hier,   ohne  das  Zeichen  zu  ändern,  ß=^0  und  a  =  QC 
setzen  darf,  so  hat  Sl  das  nämliche  Vorzeichen,  wie  a*-4,  ist  also 
positiv.    Wir  betrachten  nun  die  Fälle  einzeln ,  ob  Sl  sein  (posi- 
tives) Zeichen  behält  oder  wechselt. 
1.  Sind  die  Bedingungen 

I)^  —  AB<0,         ^<0 
gleichzeitig  erfüllt,  mithin  Sl  positiv,  so  setze  man  ^  =  —  5, 
wo  d  den  absoluten  Werth  von  J  bezeichnet ;  es  ist  dann 

und  hieraus  ergiebt  sich  sofort ,  dass  bei  positiven  F  kein  reeller 
Durchschnitt  existirt ,  wie  man  auch  a  und  ß  wählen  möge ,  dass 


*)  Die  Richtigkeit  der  obigen  Angabe  ersiebt  man  aus  folgender  Be- 
trachtung. Sind  £)  17,  £  die  Coordinaten  eines  Punktes,  so  charakterisirt 
die  Gleichung^ 

^S« -f  ^17«  +  C-f  2/>gi?  +  2^:1  + 2F17  =  J; 
eine  Fläche  zweiten  Grades,  welche  keinen  Mittelpunkt  besitzt,  weil  f  nnr 
in  der  ersten  Potenz  vorkommt.  Diese  Fläche  kann  entweder  ganz  auf  der 
einen  Seite  der  S 17 -Ebene  liegen  oder  die  S 17 -Ebene  schneiden;  im  ersten 
Falle  behält  f  für  alle  4  und  rj  das  nämliche  Vorzeichen,  im  zweiten  Falle 
giebt  es  sowohl  positive  als  negative  f.  Soll  nun  das  Erste  statt  finden,  so 
muss  dfer  Durchschnitt  der  Fläche  |ut  1 17 -Ebene  imaginär,  mithin  die 
Gleichung  *'• 

^S*  +  ^17*  +  C-f  2Z?5?7  +  2  Jej  +  2F17  =r  0 
so  beschaffen  sein,  dass  sie  durch  reelle  |  und  rj  unerfüllbar  ist.    Man  er- 
hält durch  Auflösung  der  Gleichung 
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ferner  für  r=0  beide  Durchschnitte  in  den  neuen  Coordinaten- 
anfang  zusammenfallen,^  dass  endlich  für  negative  P  jederoait  sw«i 
in  endlichen  Entfernungen  befindliche  Durchschnitte  Yorhanden 
sind.   Die  Gleichung  8)  oder  1)  bedeutet  demnach 
für  -T  >  0  kein  geometrisches  Gebild, 
„    r=0  einen  einzelnen  Punkt  (mpw), 
„    r<  0  ein  Ellipsoid. 
2.  Wenn  die  Bedingungen 

/>»  —  AB<0,         J<0 
nicht  gleichzeitig  erfüllt  sind,  so  wechselt  Sl  sein  Vorzeichen, 
indem  es  durch  Null  hindurchgeht.    Es  giebt  dann  eine  Reihen- 

r 

folge  von  o  und  /3,  für  welche  — ^  positiv  a\isfällt,  femer  gewisse 

r      1 

Paare  von  a  und  ß  für  welche  —^  =z  —  =  oo  wird ,  und  dann  un- 

r 

endlich  viel  Werthe  von  a  und  ß ,  welche  — --    negativ   machen. ' 

Die  Fläche  erstreckt  sich  daher  jedenfalls  ins  Unendliche  und  ge- 
hört folglich  unter  die  Hyperboloide. 

Um  zu  entscheiden,  ob  die  Fläche  ein  einfaches  oder  ein  ge- 
theiltes  Hyperboloid  ist ,  versuchen  wir  eine  durch  die  Gleichungen 

X  ==  Mz  +  /? ,  y  ==  ^^'  +  ^ 

dargestellte  Gerade  so  zu  legen ,  dass  jeder  ihrer  Pnnkte  mit  einem 
Punkte  der  Fläche  zusammenfällt.  Die  Substitution  der  Werthe 
von  x'  und  y  in  die  Gleichung  8)  giebt 


der  unter  dem  Wurzelzeichen  stehende  Ausdruck  kann  in  der  Form 

(Z>2  -  Aß)  \[ri  -^  j^,_^ß)  + iD^rHÄW  ' 

dargestellt  werden  und  ist  für  alle  rj  negativ,  wenn  der  Factor />*  —  AB 
negativ  und  der  Parentheseninhalt  positiv  ausfällt,  was  Letzteres  unter  der 
Bedingung  . 

iß*  — AB)  (E^  —  AC)  —  {ßE  —  AF)*>  0 
der  Fall  ist.    Finden  beide  Umstände  statt,  so  gehört  zu  jedem  reellen  tj 
ein  imaginäres  |,  die  Fläche  schneidet  die  1 17 -Ebene  nicht  und  {;  behält 
stets  dasselbe  Vorzeichen.     Diese  Ergebnisse  stimmen  mit  dem  oben  Er- 
wähnten überein ,  wenn  man  £ ,  17 ,  £  durch  a,  /?,  £1  ersetzt. 

13»     . 
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+  2  {{AM+  DN+E)p  +  {SN-f^DM+F)qy  z 

+  Ap*  +  Bq*+2Dpq=^ 

und  wenn  diese  Gleichung  für  alle  z   bestehen  soll ,  so  gehören 
dazu  die  drei  Bedingungen 

(AM+  DN+E)p+  {BN+DM  +  F)q  =  0, 


12) 


Der  zweiten  Gleichung  entnehmen  wir  den  Werth  von  q  und  sub- 
stituiren  ihn  in  die  dritte ,  wobei  zur  Abkürzung 

13)  AM  +  DN+E=P,  BN+DM+Fz:^Q 
sein  möge ;  es  ergiebt  sich  auf  diese  Weise 

{AO'  +  BP*—^DPQ)p^  =  jQ\ 

und   auf  ähnliche  Weise ,  wenn  man  den  Werth  von  p  aus  der 
zweiten  in  die  dritte  Gleichung  einsetzt, 

{äQ*  +  BP^—^DPQ)^  =  jPK 

Vermöge  der  Bedeutung  von  P  und  Q  findet  man  leicht  durch  ge- 
wöhnliche Ausrechnung 

AQ^  +  BP^—^DPQ 

=  {A^B—AD^)M^  +  {AB^—BD^)N^  +  ^{ABD  —  D^)MN 

+  2{ABE—I>*E)M+2(ABF—I)*F)N 

+  AF*  +  BE^—2I)EF 

d.  i. ,  wenn  man  die  positiven  und  negativen  Glieder  in  der  ersten 

und  zweiten  Reihe  zusammenfasst, 

^-(AB  —  D^  {AM^  +  BN^  +  21)MN+2E3f  +  ^FN) 
+AF^  +  BE^  —  2DEF', 
nach  der  ersten  Gleichung  in  Nr.  12)  und  nach  Nr.  6)  hat  man 
weiter 

AQ*  +  BP*--21)P0 

=  {AB-'D'^)  {—C)  +  J+ABC—CI)*=^, 

Hierdurch  Vereinfachen  sich  die  früheren  Gleichungen  und  werden 

14)  ^^p^=^rQ^,         A^^  =  rP^. 

Denkt  man  sich  j»  und  q  so  gewählt,  dass  sie  der  dritten  Gleichung 
in  Nr.  12)  genügen  d.  h.  geometrisch,  nimmt  man  irgend  einen 
Punkt  der  Horizontalspur  der  Fläche  als  Horizontalspur  der  ver- 
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langten  Geraden ,  so  dienen  die  Gleichungen  14)  zur  Bestimmung 
von  P  und  Q ,  woraus  nachher  M  und  N  mittelst  der  Gleichungen 
13)  folgen.     Die  Werthe  von  P  und  Q ,  sowie  die  nachherigen  von 
M  und  iV^  sind  nun  reell  und  zweideutig  bei  positiven  F,  es  können 
iaher  in  diesem  Falle  durch  jeden  Punkt  der  Horizontalspur  un- 
serer Fläche  zwei  Gerade  auf  letzterer  gezogen  werden ;  für  r=.  0 
•olgt  aus  Nr.  14)  p  =  0  und  ^  =  0  während  M  und  N  an  die  erste 
Bedingungsgleichung  in  Nr.  12)  gebunden  bleiben,  in  diesem  Falle 
lind  auf  der  Fläche  wiederum  unendlich  viel  gerade  Linien  mög- 
ich,  welche  aber  sämmtlich  durch  den  Coordinatenanfang  gehen; 
ur  negative  F  werden  P  und  Q  mithin  auch  M  und  N  imaginär. 
Diesen  Erörterungen  zufolge  bedeutet  die  Gleichung  8)  oder  1) 
für  r  >  0  ein  einfaches  Hyperboloid, 
für  1^=  0  einen  elliptischen  Kegel, 
für  r  <  0  ein  getheiltes  Hyperboloid. 
IL    Zweiter  Hauptfall:  ^  =  0.     Wir  müssen  hier  gleich 
interscheiden ,  ob  die  drei  Zähler  der  Werthe  von  w^v,  w,  näm- 
Ich  die  Grössen 

A,  =  G(F^  —  BC)+ff(CD  —  EF)  +  I{BE—DF), 
A^  =  G{CD  —  EF)  +  H{E^—AC)  +  I{AF—DE), 
A^^GiBE  —  DF)  +  ff{AF~I)E)  +  I{I)^—AB), 
on  Null  verschieden  sind ,  oder  ob  eine  oder  mehrere  derselben 
ersch  winden. 

1.  Wenn  keiner  der  Ausdrücke  >4, ,  -^g,  As  verschwindet,  so 
werden  die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  unendlich  und  es  kann 
aber  die  vorige  Transformation  nicht  ausgeführt  werden.  In  die- 
em  Falle  vereinfachen  wir  die  Gleichung  2)  dadurch,  dass  wir 
ie  Coefficienten  von  oc\  y,  und  den  von  x\  y\  z  freien  Ausdruck 
wegschaffen ,  indem  wir 

Au  +  Dv  +  Ew  +  G  =  % 
Ji^Bv  +  Frv  +  H  =  0, 
Au*  +  Bv*  +  Cw*  +  2l)uv+2Eufv  +  2Fvw 
+2Gu+2Bv  +  2Jw'^J^~0 
3tzen  und  hieraus  u,  v,  w  bestimmnn.      Dies  geschieht  auf  f öl- 
ende Weise.     Wir  geben  der  letzten  Gleichung  die  Form : 
{Au+Dv  +  Ew  +  G)u+  {Bu  +  Bv  +  Fw  +  B)  v 
+  Cn^  +  Euw^Furv  +  Gu+Hv  +  2/w  +  A^=  0, 
eiche ,  den  beiden  ersten  Gleichungen  zufolge ,  auf 

Cfv^+Eun)  +  Furv^Gu+Hv-\'2lfV'\-K=z^ 


15) 


16) 
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zurückkommt,   und   setzen  darin  die  aus  den  beiden  ersten  Be- 
dingungsgleichungen fliessenden  Werthe 

(^BE—DF)  rv+BG—DH     _  {A  F—D  E)w+A  H—DQ 

^^)  "  =  D^—ÄB  '  ""  ~  D^—AB  ' 

nach  gehöriger  Keduction  findet  sich 

[C  ip^—AB)  +  E{B  E—B  F)  +  F  {A  F—D  E)]w^ 
+  2[G{B  E—B  F)  +  H{AF—B  E)  +  I  {B^  —  AB)]fv 
+  AH^  +  BQ^—1BGH+K{B^  —  AB). 
Der  Coefficient  von  n^  ist  aber  einerlei  mit  z/  und  ebendesswegen 
=  0 ;  die  vorige  Gleichung  liefert  daher  im  Allgemeinen  einen  end- 
lichen bestimmten  Werth  für  w ,  den  wir  mit 


18) 


bezeichnen  wollen,  aus  ihm  ergeben  sich  nach  Nr.  17)  bestimmte 
Werthe  von  u  und  v  wenn  D*  —  AB  von  Null  verschieden  ist,  was 
wir  für  jetzt  voraussetzen.  Die  Gleichung  2)  erhält  nun  die  Form 
19)  Ax*'\-i^*fCz^  +  ^Bxy+'lExz+^Fyz-{^^Lz^% 
worin  zur  Abkürzung 

Eu'\'Fv  +  Cfv  +  I=^L 
gesetzt  worden  ist,  und  es  bedarf  der  Untersuchung,  ob  dieselbe 
ein  elliptisches  oder  ein  hyperbolisches  Paraboloid  bedeutet.     Zu 
diesem  Zwecke  versuchen  wir  eine  durch  die  Gleichungen 

x'  =  Mz  -^p ,  y  =  Nz  +  q 

charakterisirte  Gerade  so  zu  legen,  dass  jeder  ihrer  Punkte  zu- 
gleich ein  Punkt  der  Fläche  ist.     Nach  Substitution  der  Werthe 
von  x'  und  y  wird  aus  der  Gleichung  19)  die  folgende  : 
{AM^'{'BN^+C  +  ^BMN+2EM+^FN)z^ 
+  2[{AM+BN+E)p+{BN+BM  +  F)q  +  L]z 
+  Ap'+Bq\+2Bpq=0, 
und  diese  kann  für  alle  möglichen  z  Aiur  bestehen  wenn  die  Be- 
dingungen 

{AM^+BN^+C+2BMN+2EM  +  2FN=0, 
{AM+BN+E)p+{BN+BM+F)q  +  L=zO, 
Ap^+Bq^  +  '2Bpq  =  0 
gleichzeitig  erfüllt  sind.     Die  letzte  Gleichung  giebt: 

—b  +  j/b*—ab 

p  = =J^ q 

und  lässt  augenblicklich  erkennen,  dass  nur  bei  positiven  2>*—i^ 


—     199    — 

eine  unendliche  Menge  reeller  p  und  q  möglich  ist.  Wäre  dage- 
gen />• —  AB  negativ,  so  würde  der  vorstehendeü  Gleichung  nur 
das  eine  reelle  Werthepaar  p  =  0  und  9  =  0  genügen,  vermöge 
dessen  die  zweite  Gleichung  in  Nr.  20)  zu 

Z=0 
wird;  dieses  Ergebniss  widerspricht  aber  der  Voraussetzung  J^-^O 
insofern,  als  die  Gleichung  19)  für  Z  =  0  offenbar  eine  centrale 
Fläche  (einen  elliptischen  Kegel)  bedeuten  würde.  Demnach  ist 
die  dritte  Gleichung  in  Nr. 20)  bei  negativen  2>* — AB  unmöglich, 
also  die  Fläche  nicht  geradlinig.  Aus  diesen  Erörterungen  folgt, 
dass  die  Gleichung  19)  oder  1) 

für  i>*  —  ^^<  0  ein  elliptisches  Paraboloid, 
für  i>* — AB>0  ein  hyperbolisches  Paraboloid 
charakterisirt.  Dasselbe  Resultat  ergiebt  sich  noch  etwas  kürzer 
vermöge  der  Bemerkung,  dass  ein  elliptisches  Paraboloid  nicht 
in  einer  Hyperbel  und  ein  hyperbolisches  nicht  in  einer  Ellipse 
geschnitten  werden  kann,  dass  also  bei  einer  nicht  centralen  Fläche 
ein  einziger  elliptischer  Schnitt  für  das  elliptische  Paraboloid  und 
ein  einziger  hyperbolischer  Schnitt  für  das  hyperbolische  Parabo- 
loid entscheidet.  Für  einen  der  a:'y'- Ebene  parallelen  Schnitt 
hat  man  aber  z  =.h  und  folglich  die  Gleichung 

Ax^-V  By^  +  ^Dxy  +  2Ehx  +2Fhy  +Ch^  +  2Lh=  0; 
hält  man  sie  mit  der  allgemeinen  Kegelschnittgleichung 

A'x^'  +  B'y^  +  ^C'xy+^D'x+^E'y+F'  —  O 
zusammen ,  so  ist 

C'^—A'B'  =  1)*  —  AB, 
A'E'^  +  B'L'^  +  {C'^  —  A'B')F'  —  'IC'D'E' 

=  (AF^  +  BE^+CI)^—ABC—21)EF)h^  +  {D^—AB)Lh 
=  Ah^+  {D^—AB)Lh  =  (D^—AB)  Lh; 
der  letzte  Ausdruck  kann  wegen  des  beliebigen  h  nach  Will- 
kühr  positiv  oder  negativ  gemacht  werden,  es  sind  daher  für 
C'«  —  A'  B'  —.B^  —  AB  <0  unendlich  viel  elliptische  und  für 
C'*  —  A'  B'  =  D*  —  AB  >  0  unendlich  viel  hyperbolische 
Schnitte  möglich,  was  die  nämliche  Entscheidung  wie  oben  giebt. 
Man  ersieht  gleichzeitig  aus  dieser  Bej^^ng  wie  der  Fall 
B^  —  AB=0  zu  behandeln  ist.  Die  vori^Wransformation  würde 
dann  wegen  der  unendlich  werdenden  u  und  v  (Nr.  17)  nicht  aus- 
führbar sein,  aber  es  bedarf  derselben  überhaupt  nicht,  wenn 
man  gleich  die  Schnitte  der  Fläche  mit  verschiedenen  zu  den  Coor- 
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dinatenebenen  parallelen  Ebenen  betrachtet.  Für  i>* — AB^=0 
giebt  zwar  der  Schnitt  parallel  zur  o;^- Ebene  keine  Entscheidung 
(weil  parabolische  Schnitte  in  beiden  Paraboloiden  verkommen) 
dagegen  sind  die  Schnitte  parallel  znr  a:z- Ebene  Ellipsen  für 
E^—AC'^O  nnd  HTperbeln  für  ^*— ^C>0;  die  Gleichung  be- 
deutet  daher 

Mt  E*  —  AC<,0  ein  elliptisches  Paraboloid, 
für  E* — u4C>0  ein  hyperbolisches  Paraboloid. 

Auch  dieses  Kennzeichen  würde  seine  Anwendbarkeit  verlieren, 
wenn  E*  —  AC=0  mithin  gleichzeitig  D^=AB  und  E^=AC 
wäre ;  man  hat  in  diesem  Falle 

J  =  AF^  +  BAC—2j/AB.}/7c.F 
=  A{F^+BC—2Fj/BC)^.^A{F—j/BCy 
und  weil  J  =  0,  A  aber  >•  0  vorausgesetzt  ist, 

F—'/BC=0  woraus  F^ — BC=0, 

Schneidet  man  jetzt  die  Fläche  durch  eine  der  yz- Ebene  paral- 
lele Ebene,  so  erhält  man  wegen  der  vorstehenden  Gleichung 
einen  parabolischen  Schnitt  und  es  sind  folglich  alle  den  Coordi- 
natenebenen  parallelen  Schnitte  Parabeln.  Diess  entscheidet  be- 
reits die  Natur  der  Fläche;  in  beiden  Paraboloiden  sind  nämlich 
nur  die  zur  Achse  parallelen  Schnitte  Parabeln ,  alle  drei  Coordi- 
natenebenen  können  aber  nicht  gleichzeitig  der  Achse  parallel 
sein ,  es  ist  folglich  die  Fläche  kein  Paraboloid ,  sondern  ein  pa- 
rabolischer Cylinder,  der  in  speciellen  Fällen  zu  einer  Ebene 
degeneriren  kann.  Das  Resultat  dieser  Untersuchung  lässt  sich 
demnach  so  aussprechen :  wenn  die  Differenzen 

B*—AB,         E^—AC,         F^  —  BC 

nicht  gleichzeitig  Null  sind,  so  bedeutet  die  Gleichung  1)  ein  el- 
liptisches oder  ein  hyperbolisches  Paraboloid  jenachdem  die  nicht 
verschwindenden  Differenzen  das  negative  oder  positive  Vorzei- 
chen besitzen;  sind  aber  jene  Differenzen  gleichzeitig  Null,  so 
ist  die  entsprechende  Fläche  im  Allgemeinen  ein  parabolischer 
Cylinder.  ^^^ 

2.  Wenn  zweitens  eine  oder  mehrere  der  Grössen  A^^  A^^  Ai 
verschwinden,  so  erhalten  die  Mittelpunktscoordinaten ,  welche 
früher  aus  den  Gleichungen 
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21)  l  Bu+Bv  +  Fw  +  ff=0 

Eu  +  Fv  +  Cw+  1  =  0 
entwickelt  wurden,  keine  völlig  bestimmten  Werthe  und  es  ist 
diess  ein  Zeichen ,  dass  die  vorstehenden  Gleichungen  nicht  sämmt- 
lieh  von  einander  verschieden  sind ;  die  FlAche  besitzt  dann  un- 
endlich viele  Mittelpunkte.  Dabei  sind  zwei  Fälle  zu  unterschei- 
den. Die  obigen  drei  Gleichungen  können  entweder  auf  zwei 
Gleichungen  zurückkommen  (wenn  nämlich  eine  Gleichung  eine 
Folge  der  beiden  übrigen  ist) ;  sie  repräsentiren  dann  zwei  Ebenen 
und  jeder  Punkt  auf  der  Durchschnittslinie  der  letzteren  kann  als 
Mittelpunkt  betrachtet  werden.  Die  Fläche  ist  in  diesem  Falle 
entweder  ein  elliptischer  oder  ein  hyperbolischer  Cylinder  oder 
ein  System  von  zwei  sich  schneidenden  Ebenen.  Hierüber  geben 
die  Schnitte  der  Fläche  leicht  Auskunft ;  ein  einziger  elliptischer 
Schnitt  entscheidet  für  den  elliptischen  Cylinder ,  ein  einziger  hy- 
perbolischer Schnitt  für  den  hyperbolischen  Cylinder;  ist  weder 
der  eine  noch  der  andere  Schnitt  möglich ,  so  besteht  die  Fläche 
aus  zwei  sich  schneidenden  Ebenen.  Ausserdem  ist  noch  der 
zweite  Fall  möglich,  dass  die  drei  Gleichungen  21)  auf  eine  Glei- 
chung zurückkommen ;  sie  repräsentiren  dann  eine  Ebene ,  von 
welcher  jeder  Punkt  als  Mittelpunkt  gelten  kann.  Die  Fläche  be- 
steht in  diesem  Falle  entweder  aus  zwei  parallelen  Ebenen ,  welche 
von  der  Ebene  der  Mittelpunkte  gleich  weit  entfernt  sind ,  oder  aus 
einer  einzigen  Ebene  (der  Mittelpunktsebe^e  selber) ;  der  letztere 
Umstand  tritt  ein,  wenn  die  linke  Seite  das  vollständige  Quadrat 
eines  Ausdruckes  von  der  Form  A'x-{-  B' y  +  C'z  + D'  ist. 

Beispiele  zu. derartigen  Untersuchungen  enthält  der  nächste 
Paragraph. 

§.  43. 

Geometrische  Oerter. 

Nicht  selten  erzeugt  man  eine  Fläche  dadurch ,  dass  man 
einen  Punkt  oder  eine  Gerade  sich  nach  einem  bestimmten  Gesetze 
bewegen  lässt;  die  Fläche  ist  dann  der  geometrische  Ort  des  ver- 
änderlichen Punktes  oder  der  Geraden.  Einige  bemerkenswerthe 
derartige  Entstehungsweisen  von  Flächen  zweiten  Grades  sind 
folgende. 
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1.  Welche  Fläche  beschreibt  ein  Punkt,  dessen 
Abstände  von  einer  festen  Ebene  und  von  einer  be- 
stimmten Geraden  in  gegebenemVerhältnisse  stehen? 

Die  feste  Ebene  sei  die  Coordinatenebene  der  ary,  ihr  Durch- 
schnitt mit  der  Geraden  der  Anfangspunkt  rechtwinkliger  Coor- 
dinaten,  und  die  Ebene  des  Neigungswinkels  der  Geraden  gegen 
die  Ebene  die  a;z- Ebene;  die  Gleichungen  der  Geraden  sind  un- 
ter dieser  Voraussetzung 

y  =  0,         2  =  Co:, 
wo  C  die  trigonometrische  Tangente  des  Neigungswinkels  bedeu- 
tet.    Ferner  hat  man  für  den  Abstand  p  des  beweglichen  Punktes 
xyz  von  der  Geraden  nach  Formel  19  auf  Seite  42 

p-y — T+ci — ' 

und  z  als  Abstand  des  Punktes  xyz  von  der  festen  Ebene.  Be- 
zeichnet  nun  X  das  constante  Verhältniss  — ,  so  lautet  die  Gleichung 
der  Fläche 


oder  nach  WegschaflFung  des  Wurzelzeichens  und  bei  anderer  An- 
ordnung 

C«a:«-h(!  +  C*)y«  +  [l  — ;i«(l  -f  C')]  t«  — 2Ca:z=0. 
Dieselbe  erhält  eine  bessere  Gestalt  wenn  man  den  Neigungswin- 
kel d'  einführt ,  also  C  =  lan  d'  setzt ,  und  nachher  mit  jco^  ^  mnl- 
tiplicirt ;  es  ergiebt  sich 

1)  sin^&  .a^  +  y^+(cos^^ — }?)z^ — 2sind'C0sd^ .  a:z=0. 
Aus  den  im  vorigen  Paragraphen  unter  I.,  2,  angeführten  Kenn- 
zeichen folgt  augenblicklich ,  dass  der  fragliche  Ort  eine  elliptische 
Kegelfläche  ist.  Will  man  ihre  Gleichung  auf  die  gewöhnliche 
•Form  bringen,  so  muss  man  das  mit  xz  behaftete  Glied  wegschaf- 
fen; diess  geschieht  dadurch  ,  dass  man  das  Coordinatensystem 
um  die  y- Achse  dreht,  also 

x  =  x'  cos  OD  —  z  sin  q> 

z^=x'  sin  CO  -(-  z'  cos  oa 

setzt ,    wo  Go   den  Drehungswinkel   bezeichnet ,     und   nachher  oi 

so  bestimmt ,    dass  der  Coefficient  von  x'  z    verschwindet  ;    man 

findet 
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2)  ton  2  CO  =  — ^ 

und  als  Gleichung  der  Fläche 

3)  [sin*  (^— »)  —  A* sin*  w]  x*+y*+  [cos*  (^— cj)  —  k* cos*  w]  2'«=  0. 
Da  schon  bekannt  ist ,  dass  diese  Gleichung  eine  Kegelfläche  cha- 
rakterisirt,  so  müssen  die  Coefficienten  von  x'*  und  z'*  entgegen- 
gesetzte Vorzeichen  haben ;  ist  der  erste  Coefficient  positiv ,  mit- 
hin der  zweite  negativ ,  so  fällt  die  Kegelachse  mit  der  z  -  Achse 
zusammen;  im  entgegengesetzten  Falle  ist  die  or'-Achse  die  Ke- 
gelachse. 

2.  Ein  Punkt  bewegt  sich  so,  dass  seine  Abstände 
von  zwei  festen  nicht  in  einer  Ebene  liegenden  Ge- 
raden ein  bestimmtes  Verhältniss  zu  einander  haben; 
welcher  ist  der  geometrische  Ort  des  Punktes? 

Die  gemeinschaftliche  Normale  beider  Geraden  nehmen  wir 
zur  z  -  Achse  und  den  Mittelpunkt  ihrer  Entfernung  zum  Coordi- 
natenanfang ;  durch  letzteren  legen  wir  Parallelen  zu  den  gegebe- 
nen Geraden,  halbiren  die  Winkel  zwischen  diesen  Parallelen 
und  nehmen  die  auf  einander  und  auf  der  z- Achse  senkrechten 
Halbirungslinien  zu  Achsen  der  x  und  der  y.  In  Beziehung  auf 
dieses  rechtwinklige  Coordinatensystem  sind  (wie  in  §.  9  S.  30) 
die  Gleichungen  der  beiden  Geraden 

y=:Bx^  2  =  c;  y  =  — Bx^  z=  —  c; 

die  Abstände  des  beweglichen  Punktes  xyz  von  beiden  Geraden 
erhalten  wir  nach  Formel  19)  in  §.  12  (S.  42) : 

^~y  i+B* 

-./{Bx  +  yy  +  {c  +  z)*+[B{c  +  z)]* 

^~y  \+B*  ' 

bezeichnet  nun  X  das  constante  Verhältniss  — ,  so  ist  q*  =  )i*p^  mit- 

P 

hin  nach  Substitution  der  Werthe  von  p  und  q ,  sowie  bei  Zusam- 
menfassung der  gleichartigen  Grössen : 

(^l_X^)B*x'  +  {i—k*)y*i-{i  —  k*){i  +  B*)z* 
+  2(1  +  k*) Bxy -^2(1  +  k')  (l  +  B')cz+{\—k^){l  +  B*)c*=0. 
Für  B  =  fan  a  und  nach  Multiplication  mit  cos*  a  ergiebt  sich  hier- 
aus als  Gleichung  des  gesuchten  Ortes : 

4)  (l  — it')  [sin*a  .  ic*  +  cos*tt  .y'+z^] 

+  2(1  + 1*)  [sinacosa.xy  +  cz]  +  {i  —  k*) c*==0. 
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Hierbei  sind  zunächst  die  Fälle  X  =  l  und  il  ^  1  zu  unterscheiden. 
Für  k  --  1  erhält  man 

sin  a  cos  a  .  xy  +  cz  =  0 
oder  für  z  =  —  z 

die  Fläche  ist  dann  ein  gleichseitiges  hyperbolisches  Paraboloid 
(§.  41,  Nr.  9);  f iir  A  ^  1  giebt  man  der  Gleichung  4)  die  Form: 

6)  sin*a,  oc^  +  cos^  a.y^  +  z^ 

i^  «  1  +  '^^    .                         .  « 1  +  '^^         .     «      ^ 
+  2 —  stna  cosa  .  xy  +  2' 7i^^  +  c*=0, 

sie  drückt  in  diesem  Falle  ein  einfaches  Hyperboloid  aus.  Will 
man  die  Gleichung  desselben  in  der  gewöhnlichen  Form  darstellen, 
so  muss  man  das  rechtwinklige  Coordinatensystem  um  die  z- Achse 
drehen  und  gleichzeitig  längs  der  z  -  Achse  verschieben  indem  man 
setzt 

x  =  x'  cosait  —  y  sin  w, 

x  =  x'  sin  CD  +  y  cos  w, 

z  =  z  +k, 
und  dabei  oo  und  k  so  wählen,  dass  die  Coefficienten  von  xy  und 
z'  verschwinden.     Die  hierzu  nöthigen  Werthe   bestimmen  sich 
durch  die  Formeln 

1  +  A*  1  +  A* 

7)  tan2m  =  —  ton  2«,  k  =  —      '        c. 

Im  Fall  sich  beide  Gerade  schneiden  wird  das  hyperbolische  Para- 
boloid zu  zwei  Ebenen  und  das  einfache  Hyperboloid  zu  einem  el- 
liptischen Kegel. 

3.  Eine  Gerade  bewegt  sich  so,  dass  drei  ^e^e- 
benePunkte  derselben  au  fdrei  festen  in  einemPunkte 
zusammentreffenden  Ebenen  bleiben;  welche  Fläche 
beschreibt  ein  vierter  Punkt  der  Geraden? 

Die  vier  gegebenen  Punkte  mögen  der  Keihe  nach  A,B^  C^P 
heissen  und  ihre  Abstände  durch  ^jP=a,  BP=b,  C-P=c  be- 
stimmt sein;  die  gegebenen  Ebenen  wählen  wir  zu  Coordinaten- 
ebenen  und  zwar  in  der  Weise ,  dass  der  Punkt  A  auf  der  Ebene 
yz,  ^aufirz  und  C  srnf  xy  bleibt.  Heissen  femer  $,  ly,  f  die 
♦Coordinaten  irgend  eines  Punktes  der  beweglichen  Geraden  (die 
•sogenannten  laufenden  Coordinaten) ,  und  x^  y,  z  die  des  Punktes 
JP,  so  können  die  Gleichungen  der  Geraden  in  der  Form 


—    205     — 

8)         ,,-y  =  M{i-x),        i:-z=Nii-cc) 
dargestellt  werden,  und  die  Punkte  A,  B^  C  sind  nichts  Anderes, 
als  die  Sparen  dieser  Geraden.   Wir  bezeichnen  demgemäss 
die  Coordinaten  von  A  mit  a:'"  =  0 ,         y  ",         z"\ 

>>  >?  »>   -^  »       *^  1       y  ^^^>     ^  ? 

99  >»  "      ^    >»  ^^  Vi        «'  =  0, 

und  haben ,  weil  sie  den  Gleichungen  8)  genügen  müssen, 

y" — y  =  —  ^^y        ^"' — ^  =  —  ^^y 
1  ,,  A^ 


9) 


1 

^  — a:=  — -z, 


^  — ^=~i^y» 


y  — y  =  — j^z. 


Für  die  Entfernung  der  Punkte  A  und  i>,  d.  h.  x"y"z"  und  aryz 

gilt  nun  der  Aufgabe  zufolge  die  Gleichung 
(a:'''_x)*  +  (y''-y)«  +  (z'''-z)*  +  2(:r'''-a:)(y''-y)co5(^y) 
+  2(a:'"— a:)  (z"-z)co*(a:z)  +  2  {y" —y)  (z"—z)cos{yz)  =  a*, 

oder,  wenn  die  Cosinus  der  Coordinatenwinkel  xy^  xz^yz  mit  y, 

/5,  a  bezeichnet  und  die  in  Nr.  9)  verzeichneten  Werthe  snbstituirt 

werden, 

(l+ilf»  +  iyr*+23fy+2iVj5+2iJfiVra)a:*  =  a«; 

auf  analoge  Weise  gelangt  man  zu  den  Relationen 


(1  +  ilf«  +  iV*  +  2i»fy  +  2iVj5  +  2i»f  iV«)  —  =  c«. 


N^ 


Aus  diesen  Gleichungen  zieht  man  durch  Division 


y"   '' 


a^N^ 


oder 


bx 


az 
ex 


und  wenn  man  diese  Werthe  in  die  für  a*  geltende  Gleichung  snb- 
stituirt ,  so  erhält  man  nach  Division  mit  a*, 


10) 


ab  ac  bc 


als  Gleichung  des  gesuchten  Ortes.    Letzterer  ist  ein  dreiachsiges 
EUipsoid. 
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Wenn  die  gegebenen  Ebenen  senkrecht  auf  einander  stehen, 
wird  a  =  ß=y  =  Oy  und  o,  6,  c  sind  dann  die  Halbachsen  der 
Fläche. 

4.  Zwei  nicht  in  einer  Ebene  liegende  Gerade  sind 
gegeben;  um  jede  derselben  dreht  sich  eine  Ebene 
und  zwar  so,  dass  beide  Ebenen  immer  senkrechtanf 
einandej  bleiben.  Welche  Fläche  beschreibt  ihre 
Dnrch^chnittslinie? 

Unter  Benutzung  desselben  rechtwinkligen  Coordinatensyste- 
mes ,  wie  bei  der  zweiten  Aufgabe ,  sind  die  Gleichungen  der  bei- 
den festen  Geraden 

y  =  BXy       z  =  C]         y  =  —  Bx^       z  =  — c. 
Ist  nun 

Z,x  +  M^y  +  JV,2  =  1 
die  Gleichung  der  einen  beweglichen  Ebene ,  so  gelten ,  weil  sie 
die  erste  Gerade  in  sich  enthalten  soll,  die  Bedingungen 

und  man  kann  daher  die  Gleichung  jener  Ebene  in  der  Form 

11)  —M^Bx  +  M^y+  ~z=l 

darstellen.  Auf  analoge  Weise  findet  sich  als  Gleichung  einer 
zweiten  Ebene,  welche  die  zweite  Gerade  enthält, 

12)  +  M^Bx  +  M^y—  -z=\, 

c 

endlich  liefert  die  vorausgesetzte  senkrechte  Lage  der  Ebenen  11) 
und  12)  die  Bedingung 

—  M.M^B^  +  M,M^  —  ^  =  0. 

Durch  Elimination  von  M^  und  iW,  aus  den  drei  letzten  Gleichun- 
gen erhält  man 

~B^a^  +  y^  +  {\--B^)z^=z{\—ß^)i^ 
oder  für  B  =  ian  a  und  durch  Multiplication  mit  cos*  o 

13)  —  sin^  a  .  o:*  +  cos^  a  .  y*  +  co*  2  a  .  ^*  =  cos  2  a  .  c* 

als  Gleichung  der  Fläche.  Letztere  ist  für  c  ^  0  ein  einfaches 
Hyperboloid ;  für  c  =  0,  d.  h.  bei  zwei  sich  schneidenden  Gera- 
den, wird  sie  zu  einem  elliptischen  Kegel.  Eine  nähere  Unter- 
suchung über  die  Lage  der  Fläche  hat  die  Fälle  zu  unterscheiden, 
ob  CO*  2  et  positiv  oder  negativ,  d.  h.  ob  «<  45"  oder  >  45*^  ist; 
wir  überlassen  dies  dem  Leser. 
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5.  Von  einem  Punkte  sind  Senkrechte  auf  die 
sechs  Seitenebenen  eines  gegebenen  Parallelopipe- 
des  herabgelassen;  welche  Fläche  beschreibt  jener 
Punkt,  wenn  er  sich  so  bewegt,  dass  das  Prodact  aus 
den  Perpendikeln  auf  drei  in  einer  bestimmten  Ecke 
zusammentreffende  Seitenflächen  gleich  dem  Pro- 
dncte  aus  den  drei  übrigen  Perpendikeln  bleiben  soll? 

Die  drei  Kanten  des  Parallelopipedes  mögen  2  a,  26,  2  c  heis- 
sen;  durch  den  Mittelpunkt  desselben  legen  wir  parallel  zu  den 
Seitenflächen  drei  Ebenen  und  nehmen  diese  zu  Coordinaten- 
ebenen.  Drei  in  einer  Ecke  zusammenstossende  Seitenflächen 
sind  jetzt  durch  die  Gleichungen 

und  die  gegenüberliegenden  durch 

x=  —  a,         y  =  —  ft,         2=  —  c 
bestimmt.     Die  von  dem  beweglichen  Punkte  xyz  auf  die  Seiten- 
flächen herabgelassenen  Senkrechten  ergeben  sich  aus  Formel  19) 
in  §.  19  (S.  70)  wenn  man  die  Cosinus  der  Coordinatenwinkel  xy, 
xz,  yz  wieder  mit  y ,  ß^  a  und  den  Ausdruck 
l  +  2a/Sy— «*— j3*  — y« 
mit  S^  bezeichnet ;  jene  sechs  Entfernungen  sind  nämlich 

,  0)  ,  0)  ,  o« 

—a  —  x  — b—y^        — ^--^* 

fizr^t         /T^         /i^ 

Der  Aufgabe  zufolge  muss  nun  die  Gleichung 

14)     {x+a)  (y  +  ft)  {z  +  c)^  {x—a)  {y—h)  {z—c) 
gelten  und  aus  dieser  wird  nach  gehöriger  Hebung : 

cxy  +  bxz  +  ayz+abc  =  0 
oder 

^      ^     y_. 
ab     .ac      bc 
Der  gesuchte  Ort  ist  demnach  ein  einfaches  Hyperboloid ,  dessen 
Kittelpunkt  mit  dem  Mittelpunkte  des  Parallelopipedes  zusammen- 
fällt. 

Bezeichnen  wir  diejenigen  Eckpunkte  des  Parallelopipedes, 
deren  Coordinaten  sind 


—  a ,  +  6 ,  +  c ,  mit  Ay 
+  Oy  —  b,  +  c,  ,,  B, 
+  a,  +  ft,  — c,  „  C, 
+  a,  +  6,  +  c,    „    D, 

und  die  gegenüberliegenden  Punkte 

+  ö ,  —  ft ,  —  c ,  mit  >4| , 

—  a,  +  &,  —  c,     „    ^1, 

—  a,  —  6,  +  c,     „    6?!, 

—  a,  —  6,  —  c,     „   l>i, 

so  gelten  folgende  Gleichungen  von  geraden  Linien : 


für  die  Kante  AB^  : 
„  ,.  ,,  A^B  : 
»»  )?  ?»  -^  W  • 
11  11  11  A^L  '. 
y^  11  11  P  ^t  ' 
yy      1)         11       B^C  \ 


Fig.  43. 


a:=  +  a,y  =  — ft; 
ar  =  —  a,z=+c, 
a:^=  +  a,  2:==  —  c; 
y=  — 6,2:=  +  c, 
y  =+  &,^  =  — c; 

jedes  dieser  sechs  Glei- 
chungssysteme erfüllt  die 
^  Gleichung  14)  mithin  auch 
die  Gleichung  15)  d.  h. 
die  sechs  entsprechenden 
Kanten  liegen  auf  der 
Fläche  und  bilden  dort 
das  schiefe  Sechseck 
ABiCA^BC^A;  die  übri- 
gen sechs  Kanten  ADy 
BD,  CD,  A,D,,  B,d,, 
C^  2>i  liegen  nicht  auf  der 
Fläche. 

6.  Welche  Fläche  beschreibt  eine  gerade  Linie, 
wenn  sie  an  drei  festen  Geraden  hingleitet,  von  denen 
kein  Paar  in  einerEbene  liegt? 

Durch  jede  der  drei  gegebenen  Geraden  legen  wir  zwei  Ehe 
neu  parallel  zu  den  zwei  übrigen  Geraden,  nehmen  den  Mittel 
punkt  des  von  den  entstandenen  sechs  Ebenen  begrenzten  Paralle- 
lopipedes  zum  Coordinatenanfang  und  ziehen  durch  ihn  die  Coor 
dinatenachsen  parallel  zu  den  gegebenen  Geraden.  Letztere  kön 
nen  bei  diesem  Coordinatensysteme  durch  die  Gleichungen 
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16)  ^  x^=  —  a,     2=  +  c, 

x  =  +  a,     yz=z  —  b, 
dargestellt  werden  und  sind  der  Reihe  nach  identisch  mit  den  in 
der  vorigen  Aufgabe  erwähnten  Kanten  Bi  C,  C,  ^,  Ai  B,     Die  be- 
wegliche Gerade  sei  durch  die  Gleichungen 

17)  y  =  Px+p,  z=zQx  +  q 

ausgedrückt;  sie  schneidet  die  erste  feste  Gerade  sobald  die  Be- 
dingung 

p—b_P 

erfüllt  ist;  soll  sie  die  zweite  Gerade  schneiden,  so  muss  ihre 
a:z-Projection  durch  die  gleichnamige  Spur  der  zweiten  Geraden 
gehen,  also 

c  =  —  Qa  +  q 
sein;  endlich  ist  auf  ähnliche  Weise  die  Bedingung  für  ihren  Durch- 
schnitt mit  der  dritten  Geraden : 

—  b  =  Pa+p. 
Durch  Substitution  der  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  fol- 
genden Werthe 

p  =  —  Pa  —  ft,  q=zQa+c 

verwandeln  sich  die  vorigen  drei  Gleichungen  in 

y=={x—a)P—b,         z  =  {x  +  a)0  +  c, 
aPO  +  bO  +  cP=zO, 
und  wenn  man  die  Werthe  von  P  und  Q  aus  den  zwei  ersten  die- 
ser Gleichungen  in   die  letzte  einsetzt,  so  bleibt  nach  Division 
mit  ab  c 

ab  a  c  bc 
Hierin  liegt  der  bemerkenswerthe  Satz ,  dass  eine  an  drei  festen 
Geraden  gleitende  Gerade  ein  einfaches  Hyperboloid  beschreibt; 
dabei  gehören  die  gegebenen  Geraden  zu  dem  einen  Systeme  von 
geraden  Linien ,  welche  sich  auf  der  Fläche  ziehen  lassen ,  und 
die  bewegliche  Gerade  wird  der  Reihe  nach  mit  allen  Geraden 
des  zweiten  Systemes  identisch.  *) 


*)    Aus  dem  Obigen  folgt  noch  eine  elegante  Construction  der  Trans- 
versale zu  vier  gegebenen  Geraden  ö,  h,  c,  d.     Die  drei  ersten  derselben 
bestimmen  nämlich ,  wenn  man  eine  bewegliche  Gerade  daran  hingleiten 
Anal.  Geom.   II.  14 
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7.  Welche  Fläche  beschreibt  eine  gerade  Linie, 
wenn  dieselbe  an  zwei  festen  nicht  in  einer  Ebene 
liegenden  Geraden  hingleitet  und  zugleich  einer  ge- 
gebenen Ebene  parallel  bleibt? 

Wenn  die  Ebene  den  beiden  Geraden  nicht  parallel  ist,  was 
wir  deswegen  voraussetzen  müssen ,  weil  sonst  die  geforderte  Be- 
wegung unmöglich  sein  würde,  so  schneiden  die  Geraden  die  Ebene 

in  zwei  Punkten  A  und  B*^  wir 


Fig.  44. 


n 


verbinden  diese  durch  eine  Ge- 
rade ,  nehmen  ihren  Mittelpunkt 
0  zum  Coordinatenanfang ,  OA 
zur  Achse  der  positiven  y  und 
die  gegebene  Ebene  zur  yz- 
Ebene.  Durch  0  legen  wir  fer- 
ner zwei  Parallelen  zu  den 
festen  Geraden  nämlich  0  C"//ACy 
OD*' II BD  und  erhalten  hierdurch 
eine  jenen  Geraden  parallele  (in 
der  Figur  verticale)  Ebene 
C"OD":   diese  wählen  wir  zur 


Ebene  xz.  Sie  schneidet  die  feste  Ebene  in  einer  Geraden  näm- 
lich der  z- Achse.  In  der  Ebene  xz  ziehen  wir  endlich  irgend 
eine  zur  z- Achse  parallele  Gerade,  welche  die  Hilfslinien  OC" 
und  OD"  in  zwei  Punkten  C'\  D"  trifft,  verbinden  den  Mittelpunkt 
L  der  Transversale  C" D"  mit  0  durch  eine  Gerade  und  nehmen 
OL  zur  Achse  der  positiven  x.  Das  Coordinatensystem  hat  jetzt 
gegen  die  Geraden  A  C  und  B  D  eine  insofern  symmetrische  Lage, 
als  jedem  x^=.OL  zwei  gleiche  und  entgegengesetzte  y  (^£€'=  +  1/^ 
LD'=  —  y)  sowie  zwei  gleiche  und  entgegengesetzte  z  {LC"  =^ 
C'C=  +  z,    LD"  rz^D' Dz=^  —  z)    entsprechen.       Für   OA  =  b, 


lässt,  ein  einfaches  Hyperboloid,  auf  welchem  «,  b,  c  zu  dem  einen  System 
von  Geraden  gehören;  die  vierte  Gerade  rf  schneidet  die  entstandene  Fläche 
im  AllgeÄeinen  zweimal  in  gewissen  Punkten  />i  und  Dz  ;  legt  man  durch 
jeden  derselben  die  zum  anderen  Systeme  gehörende  Gerade  gi  resp.  ^,  so 
schneidet  sowohl  gi  als  g^  alle  Geraden  des  ersten  Systemes ,  mithin  auch 
Oj  bj  c  und  zugleich  rf,  es  sind  daher  ^i  und  ^2  die  beiden  gesuchten  Trans- 
versalen. Die  zweite  Hälfte  der  Construction  lässt  sich  insofern  abkürzen, 
als  man  durch  Di  und  D^  nur  diejenigen  Geraden  zu  ziehen  braucht,  welche 
irgend  zwei  der  Geraden  a,b,  c  schneiden. 
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ian  CAC'==tan  tc=C  sind  die  Gleichungen  der  gegebenen  Geraden 

irgend  eine  der  festen  Ebene  (t/z)  parallele  Gerade  wird  durch  die 
Gleichungen 

19)  x  =  m,         yzz^zNz  +  p 

ausgedrückt  und  schneidet  jene  Geraden  wenn  die  Bedingungen 

b  r=  NCm  +  Pj  —b  =  —  NCm  +p 

erfüllt  sind.     Hieraus  ergeben  sich  die  Werthe 

^  '  Cm        de 

und  durch  Substitution  in  die  zweite  Gleichung  unter  Nr.  19) 

---  h 

20)  xy=-;Z=:=bcota.z. 

Hierin  liegt  der  bemerkenswerthe  Satz ,  dass  eine  Gerade ,  welche 
parallel  einer  unveränderlichen  Ebene  an  zwei  festen  Geraden 
hingleitet,  ein  hyperbolisches  Paraboloid  beschreibt. 

§.  44. 

Tangenten,  Berühnmgsebenen  und  Normalen. 

Wir  betrachten  noch  einmal  die   allgemeine  Gleichung  der 
Flächen  zweiten  Grades 

f     Äx^+By'+Cz''  +  2Dxy  +  1Exz  +  2Fyz 
^      I  +2Gx  +  1Hy+^Iz+K=^ti 

um  die  Bedingungen  zu  erörtern ,  unter  welchen  eine  Gerade  oder 
eine  Ebene  die  durch  vorstehende  Gleichung  charakterisirte  Fläche 
berührt.  Zu  diesem  Zwecke  transformiren  wir  die  Gleichung  in- 
wir  einen  bestimmten  Punkt  x^y^z^  der  Fläche  (den  künftigen  Be- 
rührungspunkt) zum  Anfange  eines  neuen  Coordinatensystemes 
wählen ,  welches  dem  ursprünglichen  Systeme  parallel  liegt.  Mit 
Hilfe  der  Substitutionen 

erhalten  wir 

+  1{^Äx^  +  Dy^  +  Ez^-^  G)^ 
+  2{Dx,  +  By,  +  Fz,+H)ri 
+  2{Ex,^Fy,  +  Czo  +  I)i 
+  Axo*+Byo^+Czo^  +  2DXoyo  +  ^ExoZo+2FyoZo 
+  2Gxo  +  2Hyo  +  ^Jzo+£: 

14* 


V  =  0; 
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weil  aber  der  Punkt  iCoyo^o  d^'  Fläche  angehört,  so  ist  für  ihn 
Axa*+  Byo^+Czo^  +  iJDxoyo  +  ^EXoZo  +  iFy^Zo 

mithin  verschwindet  aus  der  vorigen  Gleichung  der  von  |,  i),  i 
freie  Theil  und  es  bleibt  als  Gleichung  der  Fläche : 

I  +2{Ax„  +  J>yo  +  Ezo+G)^  1 

+  i(Ex,  +  Fyo  +  Cz^+I)t 

Durch  den  neuen  Anfangspunkspnnkt  der  Coordinaten  legen 
wir  die  Gerade 

3)  <j  =  i»l,         t=ÖI 

und  suchen  ihre  Durchschnitte  mit  der  Fläche;  die  Elimination 
von  iy  und  f  giebt  für  die  Coordinate  ^  eine  Gleichung  von  der 
Form 

•4)  |(S|  +  2r)  =  0 

wobei  zur  Abkürzung  gesetzt  wurde 

S=A+BP^+CQ''  +  2DP+2EQ  +  2FP0, 
T^Ax^  +  Dy^  +  Ez^+G 
+  {Dxo  +  Byo  +  Fzo  +  ff)P 
+  {Exo  +  Fyo  +  Czo  +  I)0', 
aus  den  Gleichungen  4)  und  3)  folgen  die  Coordinaten  der  beiden 
vorhandenen  Durchschnitte  nämlich: 

5  =  0,  ri  =  0,  f=0; 

27  _       2PT'  20T 

Wenn  aber  die  Gerade  3)  die  Fläche  2)  berühren  soll ,  so  müssen 
die  beiden  Durchschnitte  zu  einem  einzigen  Punkte  zusammen- 
fallen, und  hierzu  ist  die  Bedingung  T=0  erforderlich  und  aus- 
reichend. Indem  wir  nun  zu  dem  ursprünglichen  Coordinaten- 
systeme  zurückkehren ,  also  in  Nr.  3)  |  —  Xq,  rj  —  yo  >  J  •^—  ^o  ^^r 
I,  r^,  S  schreiben,  erhalten  wir  den  Satz:  Bezeichnet a^o^o 2^0  einen 
bestimmten  Punkt  der  Fläche  1)  und 

5)'     v  —  yo  =  P{^-ooo),       i—Zo  =  {^—Xo) 

eine  durch  denselben  gelegte  Gerade  ,  so  berührt  letztere  die 
Fläche  im  Punkte  Xot/o^oy  sobald  die  Coefficienten  P  und  Q  Her 
Bedingung 
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Axo+Dyo  +  Ezo  +  G 

+  {Ea:o  +  Fyo+Cz,  +  l)Q 

Genüge  leisten.  —  Von  den  Grössen  P  und  Q  bleibt  hier  eine  voll- 
kommen beliebig,  es  sind  daher  durch  einen  Punkt  der  Fläche 
unendlich  viel  Tangenten  möglich. 

Diese  Bemerkung  führt  weiter  auf  die  Frage  nach  dem  geo- 
metrischen Orte  der  Tangenten  d,  h.  nach  der  Fläche ,  welche  die 
durch  den  Punkt  Xqj/oZq  gehenden  Tangenten  in  ihrer  stetigen 
Aufeinanderfolge  bilden.  Man  gelangt  hierzu  indem  man  beach- 
tet, dass  1,  rj,  t  m  Nr.  5)  die  Coordinaten  irgend  eines  Punktes 
irgend  einer  solchen  Tangente  bedeuten ,  dass  es  folglich  nur  dar- 
auf ankommt  P  und  Q  aus  den  Gleichungen  5)  und  6)  auszuschei- 
den; durch  Substitution  der  aus  Nr.  5)  folgenden  Werthe 

^  — ^o'  1—^0 

geht  nun  die  Gleichung  in  die  nachstehende  über : 

r        {Ax,  +  I)y,  +  Ezo+G){^—Xo)  | 
7)  J    +  {I>a:o  +  Byo  +  Fz,+H)  {ri—y,)   l  =0 

+  {Ex,+  Fy,+  Czo  +  I)  (f— zo)  ) 

und  diese  ist  die  Gleichung  des  gesuchten  Ortes.  Man  erkennt 
hieraus,  dass  alle  durch  einen  und  denselben  Punkt  x^y^ZQ  gehen- 
den Tangenten  in  einer  Ebene  liegen ,  welche  man  eben  desswe- 
gen  die  Tangentialebene  am  Punkte  x^y^z^  genannt  hat. 

Die  Gleichung  der  Berührungsebene  wird  etwas  einfacher, 
wenn  man  ihr  zunächst  die  Form 

(Axo  +  I)y,  +  Ez,  +  G)^ 
+  {Dxo  +  By,  +  Fz,  +  H)ri 
+  {Ex,'\'Fy,  +  Cz,  +  l)i 
—  {Axo*+Byo^  +  Czo^  +  2Dxoyo  +  ^ExoZo  +  2FyoZo) 
-^{Gxo  +  Byo  +  IZo)==0 
ertheilt  und  hierzu  die  Gleichung 

Axo*+  Byo^  +  CV  +  2I>Xoyo  +  ^ExoZo  +  IFy^z^ 
+  2Gxo  +  lHy^+2lz^  +  K=^(i 
addirt,  welche  die  Voraussetzung  ausdrückt,  dass  der  Punkt  x^y^z^ 
auf  der  Fläche  liegt;  man  erhält: 
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8) 


—  0. 


{Ax,  -H  Z)y„  +  Ezo  +  G)  I 

+  {Da:„-\-By,+Fzo  +  H)v 

+  {B0Co  +  Fy„  +  Cz,-\-I)  S 

+  Ga-o  +  Äyo+Zro+A- 
und  kann  fiierauü  leicht  die  früheren  Gleichungen  ableiten,  welche 
in  den  §§.  37  ...  41  für  die  Bertthrungsebenen  entwickelt  wurden, 
üas  iui  Punkte  .Toyo-o  **'f  der  Tangentialebene  errichtete 
Perpendikel  pflegt  man  die  Normale  durch  diesen  Punkt  zu  nen- 
nen; ihre  Gleichungen  finden  sich  auf  die  in  §.  19,  ß  angegebene 
Weise.     Setzt  man  n.Hmlich  zur  Abkürzung 

jI„  r  --  Axo  +  Dyo  +  Eza  +  C, 

Bo  --^  Dx^  +  By„  +  Fzo  +  H, 

C„=Ex„  +  Fy^  +  Cz^+l, 

,Ä-=(i  — o')A— (y— «/3)^o- (/?     «y)Co, 

P'---{l-ß')B,-(»  —  ßY)Co-{Y--''ß)A,, 
«  =  (l-y')6'„-(/J-«y)J,-  {u  —  ßY)Bo, 
WO  a,  ß,  y  die  Cosinus  der  Coordinatenwiiikel  yz^xz^  xy  bezeich- 
nen ,  so  sind  die  Gleichungen  der  Normale 

oder 

QN  I ^^0 ^        \i\i     _a     ~*0 

^^  -^— T"    "«"■ 

Bei  rechtwinkligen  Coordinaten  hat  man  einfacher 


n  ~yo  =  -^(l- 


--t'o) 


10) 


-4 


B, 


woraus  man  leicht  die  in  den  §§.  37  . .  ,  41  vorkommenden  Nor- 
malengleichungen  ableiten  kann. 

Wir  knüpfen  hieran  einige  allgemeine  Erörterungen  über  die 
Bestimmung  der  Tangenten ,  Bertthrungsebenen  und  Normalen  an 
beliebigen  Flächen. 

«.  Tangenten.  Bezeichnen  wir  einen  auf  irgend  welche 
Weise  aus  x^  y^  z  und  constanten  Grössen  zusammengesetzten 
Ausdruck  durch  9  (a: ,  y ,  >:) ,  so  charakterisirt  die  Gleichung 

11)  g)(a:,y,z)  =  0 

irgend  eine  Fläche;  ein  beliebiger  Punkt  derselben  sei  ^"0^0*0  ^"^ 
durch  diesen  soll  eine  Tangente  an  die  Fläche  gelegt  werden.  Zu 
diesem  Zwecke  verbinden  wir  den  Punkt  0:0^0^0  ^^  einem  zweiten 
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Punkte  X,  y,  r,  der  nämlichen  Flüche  und  »uchen  zunächst  die  Glei- 
chungen der  so  construirten  Secante;  wir  erhalten 

12)      1J  — y  =  ^(|  — a:),         t-«  =  JV(|-a:), 
worin 

13)  M=:^^^^,  iV=^'""^« 


Da  beide  Punkte  o-ot/o-o  und  ir,y,r,  auf  der  Fläche  11)  liegen,  so 
gelten  die  Gleichungen 

14)  9?(^o»yo,^o)  =  ö)  9>(^jiyi,-i)  =  0; 

diese  können  wir  so  miteinander  combiniren,  dass  eine  neue  Glei- 
chung entsteht,  worin  M  und  N  vorkommen  und  letztere  Gleichung 
enthält  dann  die  Bedingung,  unter  welcher  die  Gerade  12)  die 
Fläche  in  den  Punkten  a^oyo^o  "^^  ^t^i^i  scjineidet.  Lassen  wir 
nun  den  Punkt  a:,y,  t,  dem  Punkte  oTqI/qZq  näher  rücken,  so  dreht 
sich  die  Secante  um  den  Punkt  oCoI/oZq  und  geht  fiy:  Xi  =Xq ,  yi=yo^ 
Zi=ZQ  in  die  Tangente  über.  Dieser  Grenzlage  der  Secante  ent- 
sprechen gewisse  Grenz werthe  von  31  und  N ,  welche  sich  zwar 

in  Nr.  14)  unter  der  unbestimmten  Form  —  darstellen,  jedenfalls 

aber  irgend  welche  endliche  Grössen  sind ,  die  wir  durch  P  und  Q 
bezeichnen  wollen.  Nehmen  wir  auch  in  der  vorhin  erwähnten 
aus  Nr.  15)  abgeleiteten  Bedingungsgleichung  ar,  =a*o,  y^z=y^ 
und  z,  =  Zq  indem  wir  zugleich  P  für  M  und  Q  für  N  setzen ,  so 
erhalten  wir  diejenige  neue  Bedingungsgleichung,  welche  für  den 
Fall  gilt ,  wo  die  Gerade 

15)  t?-yo  =  i'«  — ^o),         i—^o=Q{i—^d 
die  gegebene  Fläche  im  Punkte  cc^y^z^  berührt. 

Bei  der  Anwendung  auf  die  Flächen  zweiten  Grades  haben 
wir  für  cCf^y^z^  und  x^y^z^  die  Gleichungen 

Äx^^  +  By^^  +  Cz^^  +  1Dx^y,+^ExoZ^+Fy^z^ 

+  26^0-0+277^0  +  2/20  +  ^=0. 
Ax,^  +  By^  +  Cz^^  +  iBx^yy  +  2 Ex^ z,  -^-^Fy^z^ 

+  2^0-1 +  2iry,+27z,  +  A'  =  0; 
um  hieraus  eine  ComBination  zu  bilden ,  welche  die  Einführung 
von  il/ und  iV  gestattet,  ziehen  wir  die  erste  Gleichung  von  der 
zweiten  ab  und  benutzen  in  den  ersten  drei  Gliedern  die  identische 
Gleichung 

^,*-^o'-=Oi+«Oi  — O^ 
und  in  den  drei  folgenden  die  gleichfalls  identische  Formel 
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Wi«'!  —  UoVo  =  «1  (»t  — «^o)  +  ^0  ("i  —  Wo) ; 
wir  erhalten  auf  diesem  Wege 

^  (^1  +  ^o)  (^1— ^o)  +  ^  iVi  +yo)  iVi—yo)  +  C{z^  +  ^o)  i^i—h) 

+  22>  [a:i  (yi— yo)+yo  (^i  — äTo)] 

+  2^ [a:j  (zj  — Zo)  +  ^0  (a?i  — a^o)] 

+  22^  [j/i  (2:,  —  ^o)  +  ^0  (^i  — yo)] 

+  2C(a:,— aro)  +  2Zr(yi  — yo)  +  2/(Z|  — Zo)  =  0. 

Die  Division  mit  Xi  —  Xq  bietet  hier  Gelegenheit  zur  Substitution 

von  M  und  i\r,  es  wird  nämlich 

Ä(x,+x,)  +  B{y,  +  y,)M+C(z,+z^)N 

+  ^D[x,M+y,]  +  ^E[x,N+z,]  +  2F[y,N+z,M] 

+  2G+2HM+2IN=0. 

Für  a:,  =  ar,  y^^=y^^  ^i=^^  Mr=P^  N=Q  verwandelt  sich  diese 

Gleichung  nach  Hebung  mit  2  in 

Axo  +  ByoP+CzoQ 
+  D(xoP'\'yo)  +  E(xoO  +  Zo)+F(yoQ  +  ZoP) 
+  G  +  HP  +  IQ  =  0 
und   enthält   die  Bedingung,    unter  welcher  die  Gerade  15)  die 
Fläche  1)  im  Punkte  ^^0^0 2^0  berührt.     Die  Identität  der  vorigen 
Gleichung  und  der  früher  gefundenen  Bedingung  6)  ist  leicht  zu 
sehen. 

ß,  Tangentialebenen.  Sowie  wir  vorhin  die  berührende 
Gerade  als  diejenige  letzte  Secante  betrachteten,  deren  Durch- 
schnitte mit  der  Fläche  in  einem  Punkte  zusammengefallen  sind, 
so  können  wir  auch  die  berührende  Ebene  aus  einer  schneidenden 
Ebene  ableiten,  wenn  wir  die  von  letzterer  Ebene  abgeschnittene 
Kappe  sich  zu  einem  Punkte  zusammenziehen  lassen.  Sei  wiederum 
q>  (ar,!/,2:)  =  0 


Fig.  46. 


die  Gleichung  der  gege- 
benen Fläche  und  0*0^02^0 
ein  auf  ihr  liegender 
Punkt  />o>  an  welchen 
eineTangentialebene  ge- 
legt werden  soll.  Ausser 
diesem  Punkte  wählen 
wir  auf  der  Fläche  noch 
zwei  andere  Punkte  Pi 


und   i\  , 
dasselbe 


deren    erster 
y    und    deren 
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zweiter  dasselbe  x  wie  P^  besitzt,  und  die  wir  demgemäss  mit 
x^y^z^  und  x^y^z^  bezeichnen.  Für  die  durch  alle  drei  Punkte 
gehende  Ebene  finden  wir  ohne  Mühe  die  Gleichung 

16)  5(g-^o)+n^-yo)-«-^o)  =  o, 

worin 


17)  5=^i^i^,        r=^'""^" 


Dabei  ist  zu  berücksichtigen ,  dass  die  erwähnten  Punkte  auf  der 
Fläche  liegen,  dass  also  die  Gleichungen 

18)  <p(a:o,yo)2:o)  =  0,  9?  (a:i ,  y« ,  ^i)  =  0,  g>  (^o,yt ,  ^2)  =  0 
bestehen,  woraus  man  die  Werthe  von  S  und  T  herleiten  kann; 
doch  ist  dies  nicht  nothwendig,  es  reicht  hin,  die  Gleichungen  19) 
zu  zwei  neuen  Gleichungen  so  zu  verbinden ,  dass  S  und  T  darin 
vorkommen.  Lassen  wir  jetzt  die  Punkte  P^  und  P^  dem  Punkte 
Pq  immer  naher  rücken ,  so  dreht  sich  die  schneidende  Ebene  um 
den  Punkt  Pq  und  geht  zuletzt  für  x^=zXq^  y^:=.y^^  2:,  =  2:j  =  z^ 
in  die  Tangentialebene  über.  Dieser  Grenzlage  der  schneidenden 
Ebene  entsprechen  gewisse  Grenzwerthe  von  S  nnd  T,  welche  mit 
IJ  und  V  bezeichnet  werden  mögen.  Schreiben  wir  also  in  Nr.  17) 
U  und  r  für  5  und  T  und  setzen  in  den  aus  Nr.  19)  abgeleiteten 
Bedingungsgleichungen  0:4  =  0:0,  yi=yo>  ^2  =  ^i  =  «o)  S=ü, 
T=  V,  so  erhalten  wir  die  beiden  neuen  Bedingungen,  unter  wel- 
chen die  Ebene 

19)  U{^-x,)+r(r,  —  y,)-{S—z„)  =  0 
di»^gegebene  Fläche  berührt. 

,  Bei  der  Anwendung  auf  die  Flächen  zweiten  Grades  gelten 
für  Xoi/e'^oi  a^iyo^i.  a;oyi«t  ^ie  Gleichungen 

Axa*  +  5yo'  +  CV  +  iDxgyo  +  S^a^o  «o  +  2  J'yoio 

+  2Garo  +  2^y„  +  27zo  +  JSr=0, 
Axi*  +  By,'  +  CZi*  +  iDXiyo+2ExiZt  +  iFyoti 

+  2Ga;,  +  2^y«+2/«,  +  jr=0, 

^aro*+*yt'+CV  +  2/>a:„y,  +  2£ar„z,  +  2i!'y,2, 

+  2  Ca:«  +  2  JSTy,  +  2/z,  +  i'=  0; 

wir  sabtrahiren  die  erste  von  der  zweiten,  zerlegen  wie  vorhin, 

dividiren  mit  x,  — Xf,  und  substituiren  S;  dies  giebt 

A  («,  +  «„)  +  (7(2,  +  Zo)S+  iDy, 

+  2E(x^S  +  Zo)+^Fy,S+iG+iIS  =  0. 

Attf  ähnliche  Weise  verbinden  wir  die  erste  der  obigen  Gleichnn- 
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gen  mit  der  dritten,  dividiren  den  Unterschied  durch  y,  —  yo  und 
substituiren  J;  wir  erhalten : 

Furo:,  =0-0,  ^»=^^0»  *«  =  ^i  =  ^o»  S=Uy  T=V  verwandeln 
sich  diese  Gleichungen  nach  Hebung  mit  2  in  die  folgenden : 

Axo  +  Czoü+Dyo  1_ 

+  E(xoü+Zo)  +  Fyoü  +  G  +  IUf'-^^ 

Byo+CzoV+Dxo  1_ 

+  ExoV+F{yoV  +  Zo)+B+IVj~^^ 

aus  denen  man  für  die  Unbekannten  Ü  und  V  findet : 

Axo  +  Dyo  +  Ezo-^-G 


V  = 


Exo  +  Fyo  +  Cz^  +  r 
Lx,+  By^  +  Fz,+  H 


Ex,  +  Fy,+  Cz,+  1 
Nach  Substitution  dieser  Werthe   bringt   man  die  Gleichung  19) 
leicht  auf  dieselbe  Form,  unter  welcher  die  Gleichung  der  Tan- 
gentialebene in  Nr.  7)  dargestellt  wurde. 

y.  Normalen.  Nachdem  die  Gleichung  der  Bertihrungs- 
ebene  auf  dem  soeben  angedeuteten  Wege  entwickelt  worden  ist, 
ergeben  sich  die  Gleichungen  der  im  Punkte  0*0^0^0  ^^^  ^^^  '^^^' 
gentialebene  errichteten  Senkrecliten  (der  Normale)  mittelst  der 
Formeln  des  §.  19,  |?,  wie  dies  schon  vorhin  bei  den  Flächen  zwei- 
ten Grades  gezeigt  wurde. 

§.45. 
Cnbatur  der  Flachen  zweiten  Grades. 

Wenn  es  darauf  ankommt,  das  Volumen  eines  ganz  oder 
theilweis  von  krummen  Flächen  begrenzten  Körpers  zu  ermitteln, 
so  kann  man  ein  ähnliches  Verfahren  in  Anwendung  bringen  wie 
die  analytische  Geometrie  der  Ebene  bei  der  Quadratur  krumm- 
linig begrenzter  Ebenen.  Durch  eine  Reihe  paralleler  Schnitte 
zerlegt  man  vorerst  das  Volumen  in  eine  Reihe  von  Schichten  und 
bestimmt  die  Flächen  der  entstandenen  Querschnitte ;  jede  solche 
Schicht  wird  von  zwei  Querschnitten,  etwa  Q'  und  Q'\  begrenzt, 
deren  Entfernung  e  heissen  möge.     Construirt  man  zwei  Cylinder, 
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von  denen  einer  Q\  der  andere  Q"  zur  Basis  hat,  und  deren  ge- 
meinschaftliche Höhe  (oder  Dicke)  h  ist,  so  wird  in  den  meisten 
Fällen  der  eine  Cylinder  die  Schicht  umschliesscn ,  der  andere 
dagegen  von  der  Schicht  umschlossen  werden ,  so  dass  das  Volu- 
men der  Schicht  zwischen  den  Cylinderinhalten  Q'  s  und  Q"  s  liegt. 
Durch  Addition  der  Volumina  aller  umschriebenen  und  aller  ein- 
geschriebenen Cylinder  erhält  man  zwei  Volumina  2^  und  2^', 
zwischen  denen  das  gesuchte  Volumen  enthalten  ist ,  und  es  kommt 
jetzt  darauf  an ,  die  Grössen  2.'  und  ^T'  einander  immer  näher  zu 
bringen.  Bezeichnet  n  die  Anzahl  der  Schichten,  in  welche  das 
Volumen  zerlegt  wurde,  so  besteht  jede  der  Summen  2'  und  Z" 
aus  w- Gliedern,  daraus  lässt  sich  leicht  der  Betrag  von  2?'  —  2'\ 
herleiten  und  zwar  ist  derselbe  einerlei  mit  der  Differenz  zwischen 
dem  ersten  eingeschriebenen  und  letzten  umschriebenen  oder  zwi- 
schen dem  ersten  umschriebenen  und  dem  letzten  eingeschriebenen 
Cylinder.  Nähert  sich  nun  bei  unendlich  wachsenden  n^  d.  h. 
wenn  die  Anzahl  der  Schichten  unausgesetzt  zunimmt  und  folg- 
lich die  Dicke  jeder  einzelnen  Schicht  immer  geringer  wird ,  die 
Differenz  Z'  —  Z"  der  Grenze  Null,  so  ist  dies  ein  Zeichen,  dass 
die  Summen  2^'  und  2?"  nach  einer  und  derselben  Grenze  streben; 
diese  gemeinschaftliche  Grenze  kann  aber  keine  andere  als  das 
gesuchte  Volumen  sein ,  weil  letzteres  immer  zwischen  2?'  und  2" 
enthalten  bleibt.  —  Dieses  Princip  wollen  wir  zur  Cubatur  der 
Zonen  und  Kappen  von  Flächen  zweiten  Grades  anwenden. 

Das  Ellipsoid.  Beziehen  wir  die  Fläche  auf  ein  recht- 
winkliges Coordinatei^system ,  dessen  Achsen  mit  den  Achsen  des 
Ellipsoides  zusammenfallen ,  so  ist  wie  in  §.  37  der  in  der  Höhe  h 
parallel  zur  a:y- Ebene  gelegte  Querschnitt  eine  Ellipse  mit  den 
Halbachsen 

mithin  ihre  Fläche 

Um  den  cubischen  Inhalt  V  einer  Zone  zu  finden ,  welche  von  der 
Ebene  xy,  einer  in  der  Höhe  z  dazu  parallel  gelegten  Ebene  und 
im  Uebrigen  von  der  Fläche  begrenzt  wird ,  theilen  wir  die  Höhe  z 
der  Zone  in  n  gleiche  Strecken,  legen  .durch  jeden  Theilpunkt  eine 
Ebene  parallel  xy  und  erhalten  auf  diese  Weise  n- Schichten,  de- 
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ren  jede  in  horizontaler  Bichtnng  von  zwei  Ellipsenflächen  begrenzt 
wird  und  die  Höbe  —  besitzt.  Die  untere  Begrezungseuene  ist  je- 
desmal die  grössere  und  da  die  Fläcbe  sieb  um  so  mebr  von  allen 
Seiten  ber  zusammenziebt  je  böber  die  Querscbnitte  binaufrücken, 
so  beträgt  das  Volumen  irgend  einer  Scbicbt  weniger  als  das  Vo- 
lumen des  umscbriebenen  elliptiscben  Cylinders ,  dessen  Basis  die 
Basis  der  Scbicbt  ist,  und  mebr  als  das  Volumen  des  eingeschrie- 
benen Cjlinders ,  dessen  Querschnitt  die  obere  Begrenzungsfläche 
der  Scbicbt  ist.     Demgemäss  gelten  folgende  Beziehungen : 

die  Differenz  beider  Cjlindersummen  ist 

und  da  sich  dieser  Aufdruck  für  unendlich  wachsende  n  der  Grenze 
Null  nähert ,  so  haben  die  beiden  Cjlind  er  summen  einen  und  den- 
selben Grenzwerth ,  welcher  den  Betrag  von  V  darstellt.  Zufolge 
dieser  Bemerkung  brauchen  wir  nur  den  Grenzwerth  der  einen  Cy- 
lindersumme  zu  bestimmen  und  wenn  wir  dazu  die  erste  wählen, 
so  ist  bei  gehöriger  Zusammenziebung 

]r=  dem  Grenz werthe  von : 
ahV  ^      l«  +  2»  +  3»+  ...+{n  —  \y-\ 

^tA' n^ r 

und  nach  einem  bekannten  arithmetischen  Satze, 

.      1)  r=«ij(c'z-.'). 

Für  z  =  Ä  ergiebt  sich  hieraus  ^  n  abc  als  Volumen  des  halben 
mithin 

2)  E=z^nabc 

als  Volumen  des  ganzen  EUipsoides.      Die  Formel  für  den  Ku- 
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gelinhalt  ist,  wie  man  sieht,  ein  sehr  specieller  Fall  der  vorste- 
henden. 

ist  die  eine  Begrenzungsebene  einer  Zone  um  z^,  die  andere 
um  Z|  von  der  icy- Ebene  entfernt,  so  kann  das  Volumen  der  Zone 
als  der  Unterschied  der  Inhalte  zweier  Zonen  der  vorigen  Art  be- 
trachtet werden ;  für  z,  >  Zq  ist  hiernach  das  gesuchte  Volumen 

3)  «^[c*(^.-^.)-KV-V)]; 

handelt  es  sich  um  die  Inhalte  von  Zonen ,  deren  Begrenzungs- 
ebenen auf  einer  andern  als  der  z  -  Achse  senkrecht  stehen,  so  be- 
darf es  keiner  neuen  Kechnung,  sondern  nur  einer  Buchstabenver- 
tauschung ;  für  eine  Zone,  deren  Begrenzungsebenen  senkrecht  auf 
der  y  -  Achse  in  den  Entfernungen  y^  und  y^  >  y^  vom  Mittelpunkte 
stehen ,  hat  man 

4)  «^[6'(y.-y.)-i(y.'-yo')], 

und  entsprechend  für  eine  Zone ,  deren  Begrenzungsebenen  senk- 
recht auf  der  x  -  Achse  in  den  Entfernungen  Xq  und  a;,  >  jCq  vom 
Mittelpunkte  stehen : 

Durch  Subtraction  der  Zone  1)  von  dem  halben  Ellipsoide 
erhält  man  eine  Kappe  von  der  Höhe  c  —  z,  die  kurz  z  heissen 
möge;  das  Volumen  dieser  Kappe  ist: 

6)  „i^(ez'._|,'^. 

steht  die  Begrenzungsebene  der  Kappe  senkrecht  auf  der  y- Achse 
in  der  Entfernung  y  vom  Scheitel,  so  ist  der  Inhalt  ^er  Kappe : 

endlich  entspricht  das  Volumen 

8)  „^(a^'«_^^'.) 

dem  Falle,  wo  die  Begrenzungsebene  der  Kappe  senkrecht  zur 
X '  Achse  und  um  x'  vom  Scheitel  der  Fläche  entfernt  ist. 

Das  einfache  Hyperboloid.  Unter  Voraussetzung  des- 
selben Coordinatensjstemes ,  wie  in  §.  38 ,  ist  ein  in  der  Höhe 
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parallel  zur  xy  -  Ebene  gelegter  Querschnitt  eine  Ellipse  mit  den 
Halbachsen 


c  '  c  ' 

folglich  der  Flächeninhalt  des  Schnittes 

Um  das  Volumen  V  einer  Zone  zu  finden ,  welche  von  der 
Ebene  xy^  einer  in  der  Höhe  z  parallel  dazu  gelegten  Ebene  und 
im.  Uebrigen  von  der  Fläche  begrenzt  wird ,  theilen  wir  2  in  n 
gleiche  Strecken ,  legen  durch  jeden  Theilpunkt  eine  Ebene  pa- 
rallel xy  und  erhalten  so  «  Schichten,  deren  jede  in  horizontaler 
Richtung  von  zwei  Ellipsenflächen  begrenzt  wird.  Die  untere 
Ebene  ist  jedesmal  die  kleinere,  und  da  die  Fläche  sich  nach  oben 
zu  allseitig  erweitert,  so  beträgt  das  Volumen  einer  Schicht  mehr 
als  das  Volumen  des  eingeschriebenen  elliptischen  Cylinders,  des- 
sen Basis  die  Basis  der  Schicht  ist,  und  weniger  als  das  Volumen 
des  umschriebenen  Cylinders,  welcher  die  obere  Begrenzungs- 
ebene der  Schicht  zum  Querschnitt  hat.  Demgemäss  gelten  die 
Relationen 

die  Differenz  beider  Cylindersummen  beträgt 

c*  L  \n  y  J  n  c^  ^    ^  fi  c^  n 

und  da  sich  dieser  Ausdruck  für  unendlich  wachsende  n  der 
Grenze  Null  nähert,  so  haben  beide  Cylindersummen  einen  und 
denselben  Grenzwerth,  welcher  den  Betrag  von  V  angiebt.  Es  ist 
daher,  wenn  wir  bei  der  ersten  Cylindersumme  stehen  bleiben  und 
diese  möglichst  zusammenziehen 

F=dem  Grenzwerthe  von: 


d.i. 


7C  -^      C^-\ g ^ - 
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9)  V=:n^{c'z  +  iz'). 

Der  Specialwerth  z  =  c  giebt  V  =  ^nabc  und  damit  den  bemer- 
kenswerthen  Satz,  dass  das  Volumen  der  Zone  von  der  Höhe  c 
gleich  dem  Volumen  eines  aus  den  Halbachsen  a,  b,  c  construirten 
EUipsoides  ist.*) 

Eine  Zone,  deren  Begrenzungsebenen  parallel  a:y  in  den 
Entfernungen  Zq  und  z,  >  Zq  liegen  kann  als  Differenz  zweier  Zo- 
nen der  vorigen  Art  betrachtet  werden ;  ihr  Volumen  ist  daher 

10)  «^['^(^.-*.)  +  i(*.'-V)]- 

Das  getheilte  Hyperboloid.  Dieselben  Bezeichnungen 
wie  in  §.  39  vorausgesetzt,  ist  ein  in  der  Höhe  Ä>  c  parallel  zur 
xy- Ebene  gelegter  Querschnitt  eine  Ellipse  mit  den  Halbachsen 

mithin  der  Flächeninhalt  des  Schnittes 

Nennen  wir  h'  den  Abstand  des  Schnittes  vom  nächsten  Scheitel 
des  Hyperboloides ,  so  ist  ä  =  c  +  ä'  folglich  die  Querschnitts- 
fläche 

Um  das  Volumen  V  einer  Kappe  zu  finden,  welche  durch 
eine  in  der  Höhe  2>  c  parallel  zu  xy  gelegte  Ebene  abgeschnit- 
ten wird ,  setzen  wir  die  Höhe  der  Kappe 

z  —  c  =  z    also  2  =  c  +  2', 


*)  Gelegentlich  möge  hier  folgende  Vergleichung  Platz  finden.  Con- 
struirt  man  aus  a,  b,  c  ein  Hyperboloid ,  dessen  Zone  von  der  Höhe  c  das 
Volumen  /^besitzt,  einen  Cylinder  C,  ein  halbes  EUipsoid  £  und  einen 
Kegel  K  (Asjmptotenkegel  von  H) ,   so  hat  man 

K  =\  fc  abCf     Et=z^  7t  abCy     C  =  7C  abc^      /l=^  ^  n  abc, 
folglich 

K:E:C:ff=i:2:Z:4, 
und  dies  ist  die  Erweiterung  des  Archimedischen  Satzes  von  Kegel ,  Kugel 
und  Cylinder. 
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theilen  z  in  n  gleiche  Strecken  und  legen  durch  jeden  Theilpunkt 
eine  Ebene  parallel  ory,  wir  erhalten  auf  diese  Weise  n  Schichten, 
deren  jede  von  zwei  Ellipsenflächen  begrenzt  wird  und  die  Höhe 

—  besitzt.    Die  untere  Begrenzungsebene  ist  jedesmal  die  kleinere 

und  da  das  Hyperboloid  sich  nach  oben  zu  allseitig  erweitert,  so 
beträgt  das  Volumen  einer  Schicht  mehr  als  das  Volumen  des  ein- 
geschriebenen elliptischen  Cylinders ,  welcher  die  untere  Begren- 
zungsebene  zur  Basis  hat ,  und  weniger  als  das  Volumen  des  um- 
schriebenen Cylinders ,  dessen  Querschnitt  die  obere  Begrenzungs- 
ebene ist.     Demgemäss  gelten  folgende  Relationen 

ah  r      nz  ,    C^^\^^^ 

die  Differenz  beider  Cy  lind  er  summen  beträgt 

«*r^     ^'  .    Cn^V\^  ab2cz+z* 

nj~   2c — hl  — )    \-—n  — — — 

(TL      n        \  n  J  j  n  <r  n 

und  da  dieser  Ausdruck  bei  unendlich  wachsenden  n  der  Grenze 
Null  zueilt,  so  haben  die  beiden  obigen  Cylindersummen  eine  ge- 
meinschaftliche Grenze  =  F.  Bleiben  wir  bei  der  ersten  Summe 
stehen,  so  ist 

V  =:  dem  Grenzwerthe  von : 

c*  L  w  «'  j 

und  zwar  nach  bekannten  Sätzen 

11)  ^'='r^(c."+|*'»), 
oder  bei  Eestitution  des  Werthes  von  z 

12)  r  =  «^(|c»-c'z  +  |z«).  . 

Der  Specialwerth  2;  =  2c  oder  2'  =  c  giebt  F=J  nahe  und 
hierin  liegt  der  bemerkenswerthe  Satz,   dass  das  Volumen  der 
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Kappe  von  der  Höhe  c  mit  dem  Volumen  der  Zone  übereinkommt, 
welche  in  dem  einfachen  Hyperboloide,  von  der  Kehlellipse  ab 
gerechnet,  die  nämliche  Höhe  besitzt. 

Eine  Zone,  deren  Begrenzungsebenen  parallel  zur  a:y- Ebene 
in  den  Entfernungen  z^  und  z^'^  z^^  c  liegen ,  kann  als  Differenz 
zweier  Kappen  betrachtet  werden ,  und  hat  demnach  das  Volumen 

13)  „fJ[_c'(^,_j.)  +  J(.V-V)]. 

Aus  dem  Vergleiche  mit  der  zwischen  denselben  Ebenen  enthal- 
tenen Zone  des  einfachen  Hyperboloides  folgt,  dass  die  Differenz 
beider  Zonen  (ein  ringförmiger  Körper)  einem  elliptischen  Cylin- 
der  gleich  ist,  welcher  die  Kehlellipse  des  einfachen  Hyperboloi- 
des zur  Basis  und  die  doppelte  Höhe  der  einen  Zone  zur  Höhe  hat. 
Das  elliptische  Paraboloid.  Der  in  der  Höhe  ä  paral- 
lel zur  a:y- Ebene  gelegte  elliptische  Querschnitt  besitzt  nach 
§.  40  die  Halbachsen  j/^ah  und  }/2bk  mithin  den  Flächeninhalt 

handelt  es  sich  um  das  Volumen  V  einer  Kappe  von  der  Höhe 
Zj  so  theilt  man  z  wieder  in  n  gleiche  Strecken,  legt  durch  je- 
den Theilpunkt  eine  Ebene  parallel  xy  und  zerfällt  somit  die 
Kappe  in  n  Schichten,   deren  jede  von  zwei  Ellipsenflächen  be- 

grenzt  wird  und  die  Höhe  —  besitzt.    Zufolge  des  Umstandes,  dass 

sich  das  Paraboloid  nach  oben  zu  allseitig  erweitert,  ist  jede  solche 
Schicht  grösser  als  der  eingeschriebene  und  kleiner  als  der  um- 
schriebene elliptische  Cylinder  mithin 

V>2it}/ahO—+1itVäh y^litVob h-.. 

'^  n  '^        n  n  ^         n  n 


/— r(w — \)zz 
...  + 27t  y  ab  ^ ^ , 


/ —  z    z  y —  2z  z  / —  3 r  z     . 

r<27rl/a6 YlTtyah {-^Ttj/ab h... 

'^        n   n  ^         n  n  ^         n  n 

r—nz  z 

...  +  2nyab 

^         n  n 

Die  Differenz  beider  Cylindersummen  beträgt 

/— r nz  z  /— r  z^ 

'^         n  n  '^        n 

und  hat  für  unendlich  wachsende  n  die  Null  zur  Grenze;  beide 

Anal.  Geom.   II.  15 


226    — 


Cylindersammen    nähern    sich    daher    einer    gemeinschaMichen 

Grenze  =  F,  d.  h.  es  ist,  wenn  wir  die  erste  Summe  betrachten, 

F=  dem  Grenzwerthe  von : 


2n'/äb 


1+2  +  3  + +  (n  — 1)  , 


oder 


14)  V=Kj/^zK 

Der  Inhalt  einer  Zone,  deren  Begrenzungsebenen  parallel 
zur  icy- Ebene  in  den  Entfernungen  z^  und  z,  >•  z^  liegen,  ergiebt 
sich  hieraus 


15) 


Fig.  46. 


Das  hyperbolische 
Parabel o id.  Um  einen 
quadrirbaren  Querschnitt  der 
Fläche  zu  erhalten  legen  wir 
in  der  Entfernung  0Z=/ 
eine  Ebene  parallel  zur  yz- 
Ebene  durch  das  Paraboloid; 
-X  der  entstehende  Vertical- 
schnitt  ist  eine  durch  die 
Gleichung 

^  =  2z 

a        b 

charakterisirte  Parabel  MPN.      Sie  schneidet  die   xy- Ebene  in 

zwei  Punkten  M  und  iV,  für  welche  z  =  0  und  y:=LM  oder  =  Lfl 

ist ;  dies  giebt 

Diese  Parabel  begegnet  ferner  der  a;«- Ebene  in  einem  Punkte  P 
(ihrem  Scheitel),  dessen  y=:0  und  dessen  z-=LP  ist,  woraus 
folgt 

2   a 
Der  bekannte  Satz  des  Archimedes  lehrt  nun  den  Flächeninhalt 
des  Querschnittes  kennen,  nämlich  MPN  -^z  \  LM ,  LP^  d.  i.  ver- 
möge der  angegebenen  Werthe, 

^  a  r     a         3     <|2 


V^  -  A^ft  ^   .    2  ^«6  fxyx       2  }/ab  f^xyx 


—     227    — 

Nach  dieser  Vorbereitung  schreiten  wir  zur  Inhaltsbestim- 
mung des  körperlichen  Raumes  F^  welcher  von  der  a:y- Ebene, 
Yon  einem  in  der  Entfernung  x  parallel  zur  yz- Ebene  gelegten 
Querschnitte  und  im  Uebrigen  von  dem  hyperbolischen  Paraboloide 
begrenzt  wird.  Zu  diesem  Zwecke  thcilen  wir  a:  in  n  gleiche 
Strecken,  legen  durch  jeden  Theilpunkt  eine  Ebene  parallel  yz 
und  zerfallen  somit  das  Volumen  in  n  Schichten ,  deren  jede  von 

'  X 

zwei  parabolischen  Querschnitten  begrenzt  wird  und  —  zur  Dicke 

hat.  Da  sich  die  Fläche  in  der  Eichtung  der  x  allseitig  erweitert, 
so  beträgt  das  Volumen  einer  solchen  Schicht  mehr  als  das  Volu- 
men des  eingeschriebenen  und  weniger  als  das  Volumen  des  um- 
schriebenen parabolischen  Cylinders;  diese  Bemerkung  führt  zu 
den  Relationen 

2/äfe^ 

? 

"*"^  3""?"  Wj  n' 
Der  Unterschied  beider  Cylindersummen  ist 

2  ]/ab  (nx\^x^ 2  j/ab  o^ 

und  hat  für  unendlich  wachsende  n  die  Null  zur  Grenze.     Beide 
Cylindersummen  besitzen  demnach  eine  gemeinschaftliche  Grenze 
=  V  und  zwar  ist,  wenn  wir  nur  die  erste  Summe  beibehalten, 
V  =■  dem  Grenzwerthe  von : 

2/^l'+2'  +  3^+»"  +  (^^  — 1)'^4 
3     a*  n* 

oder  nach  einem  bekannten  Satze 

16)*)  ^=r^-'- 


*)  Die  obige  Formel  gewinnt  einen  geometrisch  leicht  fassbaren  Sinn, 
wenn  man  sie  in  folgende  umsetzt:  

15» 
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» 

Für  das  Volumen  einer  Zone ,  welche  von  zwei  in  den  Entfernun- 
gen a^o  ^^^  ^i  ^  ^0  parallel  zifr  yz  -  Ebene  gelegten  Querschnitten, 
von  der  ary- Ebene  und  ausserdem  von  der  Fläche  begrenzt  wird, 
ergiebt  sich  hiernach 

Besteht  dagegen  die  Begrenzung  der  Zone  aus  zwei  in  den  Ent. 
fernungen  yo  ^^^^  t/i^  t/o  parallel  zur  a-z- Ebene  gelegten  Quer- 
schnitten und  im  Uebrigen  wieder  aus  der  a:y- Ebene  und  dem 
hyperbolischen  Paraboloid,  so  stellt  der  Ausdruck 

18)  ^^(^/-y.') 

das  Volumen  jener  Zone  dar. 


und  sich  an  die  vorige  Bestimmung  des  Querschnittes  M  PN  erinnert;  man 
kann  nämlich  sagen :  der  Abschnitt  F  ist  der  vierte  Theil  des  umschriebe- 
nen (parabolischen)  Cylinders.  Dieser  Satz  darf  als  das  stereometrische 
Correlat  des  Archimedischen  Satzes  von  der  Parabel  gelten. 


Neuntes  Capitel. 
Flächen  verschiedener  Gattung. 


§.  46. 
Erzeugung  der  Flachen  durch  Cnrven. 

JNach  Analogie  der  in  den  §§.  34,  35  und  36  vollständig  initge- 
theilten  Discussion  der  allgemeinen  Gleichung  der  Flächen  zweiten 
Grades  wäre  wohl  eine  Untersuchung  über  die  möglichen  verschie- 
denen Flächen  dritten  Grades  denkbar,  doch  ist  dieselbe  wegen 
ihrer  ausserordentlichen  Weitläufigkeit  bis  jetzt  noch  nicht  unter- 
nommen worden;  dasselbe  gilt  in  noch  weiterem  Maasse  für  die 
Flächen  vierten  oder  höheren  Grades,  und  man  hat  sich  deshalb 
über  den  zweiten  Grad  hinaus  auf  die  Betrachtung  einzelner 
Flächen  beschränkt,  welche  entweder  durch  besondere  geometrische 
Eigenschaften  oder  durch  ihr  Vorkommen  bei  physikalischen  Fra- 
gen die  Aufmerksamkeit  auf  sich  zogen.  Hierin  liegt  der  Grund, 
warum  wir  bei  der  nachfolgenden  Besprechung  von  Flächen  ver- 
schiedener Gattung  nicht  mehr  von  deren  Gleichungen  ausgehen, 
sondern  umgekehrt  aus  der  Entstehungsweise  jeder  einzelnen 
Fläche  ihre  Gleichung  ableiten. 

Wir  erinnern  zunächst  an  den  Umstand ,  dass  jede  der  vier 
ersten  Flächen  zweiten  Grades  durch  eine  bewegliche  Ellipse, 
und  das  hyperbolische  Paraboloid  durch  eine  veränderliche  Hy- 
perbel beschrieben  werden  kann,  wenn  die  betreffende  Curve  pa- 
rallel einer  Ebene  {xy)  fortbewegt  wird  und  gleichzeitig  ihre  Schei- 
tel auf  zwei  gegebenen  Linien  bleiben;  allgemeiner  aufgefasst 
liegt  hierin  ein  Mittel  zur  Erzeugung  beliebiger  Flächen.  Bewegt 
sich  nämlich  eine  ihrer  Natur  nach  bestimmte  ebene  Curve  s  so, 
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dass  sie  einer  festen  Ebene  parallel  bleibt  und  ausserdem  zwei  ge- 
gebene Linien  ^i  und  ;,  schneidet,  so  besehreibt  s  im  Allgemeinen 
eine  Fläche,  deren  Gleichung  sich  aus  den  vorigen  Bedingungen 
herleiten  lässt.    Wir  wollen  einige  Fälle  der  Art  betrachten. 

1.  Elliptische  Paraboloide.  Wir  denken  uns  drei  aaf 
einander  senkrechte  Ebenen  und  in  zweien  derselben  beliebige 
parabolische  Curven  construirt;  lassen  wir  nun  eine  veränderliche 
Ellipse  sich  so  bewegen ,  dass  ihre  Ebene  der  dritten  von  jenen 
Ebenen  parallel  bleibt  und  zugleich  ihre  Scheitel  auf  den  gegebe- 
nen Parabeln  fortrücken ,  so  beschreibt  die  Peripherie  der  Ellipse 
eine  Fläche ,  die  im  Allgemeinen  ein  elliptisches  Paraboloid  heis- 
sen  mag.    Zu  ihrer  Gleichung  gelangt  man  auf  folgende  Weise. 

Die  beiden  ersten  Ebenen  wählen  wir  zu  Goordinatenebenen 
der  X  z  und  y  z ,  und  denken  uns  die  beiden  Parabeln'  durch  die 
beiden  allgemeinen  Gleichungen 

J)       ^  a:"  =  y(z),        y"'  =  VW 

Fig.  47.  bestimmt,  wobei  in  Beziehung  auf  die 

1^  Figur  Nü—x\  NV=:  y"  und  O^^i 

Ji\ IV        ist.    Für  jeden  auf  der  Ellipse  t7Pr, 

y-i  -"^"^   ;   j^ — '/^  also  auch  auf  der  Fläche  liegenden 

\         ,  i  /  Punkt  jP,  dessen  Coordinaten  a:,  y,  i 

\     ^^,i.™^__^^^4^ X    heissen  mögen,  gilt  weiter  die  EUip- 

j/  sengleichung 

und  hier  bedarf  es  nur  der  Substitution  von  x"  und  y"  aus  Nr.  I), 
um  sofort 

als  Gleichung  der  Fläche  zu  erhalten. 

So  hat  man  z.  B.,  wenn  die  beiden  Leitcurven  semicubische 
Parabeln  und  durch  die  Gleichungen 

bestimmt  sind ,  als  Gleichung  der  Fläche : 
4)  aa:*  +  fty*  =  :j'; 

4  letztere  ist  demnach  ein  elliptisches  Paraboloid  dritten  Grades. 
Die  Gestalt  desselben  erkennt  man  leicht  aus  seiner  Entstehuogs- 
weise ;  die  JFläche  erweitert  sich  allseitig  in  der  Kichtung  der  po- 
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sitiven  z,  läuft  für  z  =  0  in  eine  Spitze  aus  und  bort  bei  negativen 
z  za  existiren  auf.  Die  zur  xy  -  Ebene  nicbt  parallelen  Scbnitte 
sind  Curven  des  dritten  Grades.  Was  die  berührende  Ebene  in 
einem  Punkte  der  Fläche  betrifft ,  so  ist  diese  nach  dem  in  §.  44, 
ft  angegebenen  Verfahren  leicht  zu  bestimmen.  Für  eine  Ebene, 
welche  mit  der  Fläche  die  Punkte  Xot/^z^^  ^i^o^^i »  ^oVi^t  gemein 
hat,  gilt  nämlich  die  Gleichung 

J^(l-^.)  + ^(.j-yo)- (r-^.)-o 

*i — ^0  Vi — Va 

und  zwar  ist  dabei 

ax^*  +  byo*  =  Zi^, 

Die  Subtraction  der  ersten  von  der  zweiten  Gleichung  giebt 

a  (ar,  +  x^)  (or,  —  x^)  =  (r,*  +  «i  z«  +  Zo*)  {^i  —  ^o) 
woraus 

^1  — 2ro_     a{Xi+Xo) 

Xi Xq        Zi    +  Zj  Zq  -f-  Zq 

auf  analoge  Weise  folgt  aus  der  Verbindung  der  ersten  mit  der 
dritten  Gleichung 

zt  —  ^o_    b{y%  +  yo)    . 

substituirt  man  diese  Werthe  in  die  obige  Gleichung  der  Schnitt- 
ebene und  lässt  nachher  die  Punkte  0*0^0^0»  ^1^0^11  ^oy«^2  zu- 
sammenfallen, so  erhält  man  als  Gleichung  der  berührenden  Ebene : 


^(l-^o)  +  |^"Cu-y.)-(t— .)=o 


oder 


2«aro|  +  26yo»?  — 3*0*5 
=  —  3«o'  +  2  («V  +  by,*)  =  -  t.'. 
Bei  WeglassuDg  der  nicht  mehr  nöthigen  Indices  ist 
iax  %hy  3 

und  man  erkennt  hieraus,  dass  die  durch  den  Punkt  xyz  gehende 
Tangentialebene  von  den  Coordinatenachsen  die  Strecken 

2ax  2    X   '  26y  2    y    '  3 

abschneidet,  deren  Construction  sehr  einfach  sein  würde. 
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Auch  die  Cubatur  einer  Kappe  oder  Zone  unserer  Fläche 
unterliegt  keiner  Schwierigkeit.  Ein  in  der  Höhe  h  parallel  zur 
a:y- Ebene  geführter  Querschnitt  ist  eine  Ellipse  und  deren  Fläche 


z       1z 
denken  wir  uns  derartige  Schnitte  in  den  Höhen  0,    — ,     — ,  . . . 

^^ —^     —  gelegt,  so  zerfällt  die  Kappe  von  der  Höhe  2  in  n 

Schichten,  deren  jede  die  Höhe  —  besitzt  und  grösser  als  der  ein- 
geschriebene,  dagegen  kleiner  als  der  umschriebene  elliptische 
Cylinder  ist.  Für  das  Volumen  V  der  Kappe  gelten  demzufolge 
die  Ungleichungen 

TT    an-l)zY± 

]/äb  V  «  y    n  ' 
die  Differenz  der  beiden  Cylindersummen  ist 


und  nähert  sich  für  unendlich  wachsende  n  der  Grenze  Null,  wor- 
aus folgt,  dass  die  obigen  Cylindersummen  einer  und  derselben 
Grenze  zustreben,  welche  V  selber  sein  muss.  Demnach  ist,  wenn 
wir  bei  der  ersten  Summe  bleiben, 

V  =  dem  Grenzwerthe  von : 
7t     18+2^  +  3^+. ..  +  (;t  —  iy^, 

y^  ^^ 

d.  h.  nach  einem  bekannten  arithmetischen  Satze 


V=i- 


2* 


'■  i  ^  -7=' 
yäb 

Hieraus  ergiebt  sich  das  Volumen  einer  Zone,  deren  Begrenzungs- 
ebenen parallel  zur  a'y- Ebene  liegen,  indem  man  dasselbe  als 
Differenz  der  Volumina  zweier  Kappen  betrachtet. 
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Nach  dem  Vorigen  kann  man  leicht  elliptische  Paraboloide 
beliebiger  Grade  construiren ;  wählt  man  z.  B.  als  Leitcurven  zwei 
gewöhnliche  Parabeln,  deren  Achsen  die  x-  und  die  y  -  Achse  sind 
und  welche  den  Coordinatenanfang  zum  gemeinschaftlichen  Schei- 
tel haben,  so  treten  an  die  Stelle  der  Gleichungen  X)  die  folgenden 

a  0 

und  hieraus  ergiebt  sich  als  Gleichung  der  Fläche 

letztere  ist  demnach  ein  elliptisches  Paraboloid  vierten  Grades, 
welches  für  6  =  a  in  das  auf  Seite  128  erwähnte  Rotationsparabo- 
loid  übergeht.  Als  Gleichung  der  Berührungsebene  findet  man 
nach  dem  allgemeinen  Verfahren 

|^"(l— o)  +  ^(i?-y.)-(S-Zo)=o 

oder  bei  Weglassung  der  Indices  und  weiterer  Zusammenziehung 

die  Tangentialebene  im  Punkte  xyz  schneidet  demnach  auf  den 
Coordinatenachsen  die  Strecken  ab 

__—    —iL-  _J1—   _?_  JL.lr 

a^x~  X   '  b^y~  y    '  "^  ^    ' 

deren  Construction  sehr  leicht  sein  würde.  —  Für  das  Volumen  V 
einer  Kappe  von  der  Höhe  z  ergiebt  sich  nach  der  allgemeinen 
Methode 

woraus  das  Volumen  einer  Zone  wie  vorhin  hergeleitet  werden 
kann. 

Die  mitgetheiltcn  Betrachtungen  lassen  noch  insofern  manche 
Verallgemeinerung  zu,  als  man  die  parabolischen  Leitlinien  durch 
beliebige  andere  Curven  ersetzen  und  statt  der  beweglichen  Ellipse 
irgend  eine  Curve  nehmen  kann,  deren  Natur  durch  die  beiden 
Strecken  Nü=x"  und  NV=:y"  bestimmt  ist. 

2.  Keil  flächen.  Eine  veränderliche  Gerade  möge  sich  so 
bewegen ,  dass  sie  einer  festen  Ebene  parallel  bleibt  und  ausser- 
dem sowohl  eine  gegebene  Gerade ,  als  eine  sonst  noch  gegebene 
feste  Curve  schneidet;  die  bewegliche  Gerade  beschreibt  in  diesem 
Falle  eine  Fläche ,  die  längs  der  festen  Geraden  in  eine  Schneide 


Fig.  48. 

10      i    f\J£, 

'***•<•• 

':     J'-'iM 
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ausläuft  und  daher  nicht  unpassend  als  eine  Keilfläche  bezeichnet 
werden  kann.  Um  ihre  Gleichung  in  möglichst  einfacher  Form  zu 
erhalten ,  nehmen  wir  die  feste  Gerade  zur  x  -  Achse  und  die  feste 

Ebene  zur  yz- Ebene;  bezeichnen 
jetzt  X,  y,  z  die  Coordinaten  irgend 
eines  Punktes  P  der  beweglichen  Ge- 
raden und  x'  y  z  die  Coordinaten  ih- 
res Durchschnittes  Q  mit  der  Curve, 
so  können,  der  ersten  Bedingung  zu- 
yj^  folge,  die  Gleichungen  der  beweg- 

if^^^  liehen  Geraden  durch 

a:  =  X  ,         z=  -py 

y 

dargestellt  werden.  Ferner  gelten  flir  den  Punkt  x  y  z  die  Glei- 
chungen der  gegebenen  Curve  etwa 

5)  y'=^9(a;'),         z=i^(x), 

und  nun  ergiebt  sich  aus  den  vier  aufgestellten  Gleichungen  durch 
Elimination  von  x\  y\  z 

6)  z  =  ^,y 

(p{x) 
als  Gleichung  der  beschriebenen  Fläche. 

Ist  z.  B.  die  Leitcurve  eine  Gerade,  mithin 
y  =  Bx'  +  by         z  ■==  Cx  +  Cj 
so  lautet  die  Gleichung  der  erzeugten  Fläche 

Cx  +  c 

^~Bx+b^ 
oder 

Cxy  —  Bxz  +  cy  —  &z  =  0; 
letztere  ist  demnach  ein  hyperbolisches  Paraboloid ,  wie  schon  in 
§.  43  Aufgabe  7  gefunden  wurde. 

Wenn  die  feste  Gerade  senkrecht  auf  der  festen  Ebene  steht 
und  die  Leitcurve  eine  Ellipse  ist,  deren  Mittelpunkt  auf  der 
z  -  Achse  und  deren  Ebene  parallel  zur  xy  -  Ebene  liegt ,  so  gelten 
für  y  und  z  die  Gleichungen 


y'  =  —  j/a^  -^ a:' * ,         2=c 

und  daraus  ergiebt  sich  als  Gleichung  der  elliptischen  Keilfläche 

z=—^^M==.' 
bj/a*~x^ 


Die  horizontalen  Schnitte  derselben  sind  Ellipsen,  denn  für  z  =  A 
erhält  man 


(7)"+(y='^ 


c 

alle  sonstigen  zur  yz- Ebene  nicht  parallelen  Schnitte  geben  Cur- 
ven  vierten  Grades. 

Die  durch  den  Punkt  xyz  gehende  Berührungsebene  bestimmt 
sich  wie  früher  auf  die  Weise,  dass  man  durch  die  Punkte  xyz^ 
^ly^i)  ^Vt^z  zunächst  eine  Schnittebeno  legt  und  nachher  diese 
I^unkte  zusammenfallen  lässt.  Die  Gleichung  der  genannten 
Ebene  ist 


^1  —  ^  Vt 

Und  vermöge  der  Gleichung  der  Fläche 

z,  —  z acy  (j/a^  —  or*  —  ^a* — ar,*) 

Zz  —  z ac 

yt  —  y~b}/a'—a^' 
der  erste  Quotient  rechter  Hand  bedarf  noch  einer  Transformation 
und  zwar  besteht  dieselbe  darin,  dass  man  Zähler  und  Nenner  mit 

j/a^  —  x^  +  /a*  — iTj« 
multiplicirt ,  wodurch  der  Zähler  rational  =  x^^  —  x^  =.  {x^  +  x) 
(a-j  —  X)  wird.    Nach  Hebung  des  letzten  Factors  bleibt 

Zi  —  z acy 

x^—x~  h  ]/(^-Z:^7«)(a«  — a:«)  \]/c?—x^  +  jf/««— ar,«]  ' 
setzt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  der  Schnittebene  ein 
und  lässt  dann  die  Punkte  xyz^  ^ty^t  y  ^yt^t  zusammenfallen,  so 
bleibt  als  Gleichung  der  Tangentialebene : 

ac  xy        f.         V    .  ac  .  \        /*.        \ 

w¥^:^"^ + ww^^)  ^''~'^ "  (^-^^ ="• 

oder,  wenn  ^a* — x^  durch  z  ausgedrückt  und  das  Gleichartige 
vereinigt  wird. 

Um  das  Volumen  einer  Kappe  von  der  Höhe  z  zu  ermitteln ,  be- 
nutzen wir  wieder  die  Methode  der  ein-  und  umschriebenen  C7- 
linder;  letztere  sind  elliptische  Cylinder,  weil  der  in  der  Höhe  h 
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parallel  zur  xy- Ebene  gelegte  Querschnitt  eine  aus  den  Halb- 
achsen a  und  —  construirte  Ellipse  ist,  deren  Fläche  n beträgt. 

Hiemach  überzeugt  man  sich  leicht  von  der  Kichtigkeit  der  Un- 
gleichungen 

„^       ah^z    ,       ab  z   z     ^       ab2zz    . 
c     n  c    n  n  c    n  n 

ab  {n  —  \)  z  z 
c  n         n 

ab  z   z  ab2z  z     ,       ab  Sz  z    , 

c    n  n  c    n    n  c    n  n 

,       ab  nz  z 

.  .  .  +  n ; 

c    n    n 

man  zieht  daraus 

V  =  dem  Grenzwerthe  von : 

a6  1  +  2  +  3+...  +  (;i  — 1)    , 

n 2 z 

c  rr 

und  durch  Ausführung  des  Grenzenüberganges 

^       c 
Das  Volumen  einer  Zone  des  elliptischen  Keiles  ist  hiemach  leicht 
zu  finden. 

§.  47. 
Fusspunkteflächen. 

Denkt  man  sich  durch  einen  beliebigen  Punkt  P  einer  gege- 
benen Fläche  an  diese  eine  Berührungsebene  gelegt  und  auf  letz- 
tere von  einem  festen  Punkte  C  eine  Senkrechte  herabgelassen, 
deren  Fusspunkt  Q  heissen  möge ,  so  entspricht  jedem  Punkte  P 
ein  neuer  Punkt  Q  im  Eaume ,  und  wenn  P  die  gegebene  Fläche 
durchläuft,  so  wird  auch  der  Punkt  Q  eine  gewisse  Fläche  beschrei- 
ben ,  welche  man  die  entsprechende  Fusspunktenfläche  nennen 
kann.  Nicht  ohne  Interesse  sind  die  aus  den  Flächen  zweiten  Gra- 
des abgeleiteten  Fusspunktenflächen ,  deren  Betrachtung  uns  im 
Folgenden  beschäftigen  wird.» 

Die  centralen  Flächen  zweiten  Grades  lassen  sich,  wenn  die 
Hauptachsen  zu  Coordinatenachsen  genommen  werden,  durch  die 
allgemeine  Gleichung 

1)  Ax'+  By'  +  Cz^  =  D 
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ausdrücken,  und  die  Gleichung  der  Berührungsebene  .im  Punkte 
xyz  ist  dann 

Eine  Senkrechte  vom  Mittelpunkte  der  Fläche  (dem  Coordinaten- 
anfange)  auf  die  Tangentialebene  schneidet  letztere  in  einem 
Punkte,  dessen  Coordinaten  ^o>  %>  So  nach  §.  19  Nr.  21  gefunden 
werden;  sie  sind 

ADx 

So  ■ 


2) 


A^x^+  B^y^  +  C^z^' 

BLy 
A^x^  +  ß^y^  +  C'z''' 

CDz 


Vo 


Die  Gleichung  der  Fusspunktenfläche  darf  ausser  So?  %»  So  ^^^  J^och 
die  bekannten  Grössen  A^  B,  C,  D  epthalten  und  ist  folglich  durch 
Elimination  von  x^y^z  aus  den  Gleichungen  I)  und  2)  zu  ent- 
wickeln. Aus  Nr.  2)  findet  man  einerseits : 

So'  +   V  +   fo'  =  ^t^2+^2y2^^2^e» 

andererseits  bei  Eücksicht  auf  die  Gleichung  l) 

Va^  B^  CJ  ~{A\x^  +  ^V  +  ^'*^T' 
die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  ist  das  Quadrat  von  der  rechten 
Seite  der  vorhergehenden  Gleichung ,  mithin 

do' + V  +  ?o')'  -i>  (^ + 1-'+ ¥3 

oder,  wenn  man  x,  y,  z  für  |o,  ijo»  &>  schreibt, 

^)  — ö =  l  +  ^+c' 

Demnach  ist  für  die  Fusspunktenfläche  des  dreiachsigen  EUip- 
soides : 

{x"  +  y«  +  z^Y  =  a^a^  +  6V  +  <^^\ 
des  einfachen  Hyperboloides : 

(^'  +  y*  +  z'f  =  ö'^*  +  ^V  —  c*^*, 
und  des  getheilten  Hyperboloides : 

{x'^^fj^  zy  —  _  a^x^  —  h^y"  +  c«2«. 
Diese  drei  Flächen  besitzen  gemeinschaftlich  eine  bemerkenswerthe 
Eigenschaft ;  schneidet  man  nämlich  die  Fläche  3)  durch  eine  con- 
ceptrische   Kugelfläche  mit  dem  Halbmesser  r,  so  gilt  für  alle 
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Punkte  der  Durcfaschnittslinie  ausser  der  Gleichung  3)  noch  die 
folgende 

oder 

(a-«  +  y«  +  «*)»  =  r»  (o^  +  f/+  2«), 
deren  Substitution  in  Nr.  3)  giebt 

D  A  '^  B  ■•"  C 

oder 

Diese  Gleichung  repräsentirt  einen  elliptischen  Kegel,  die  Schnitt- 
curve  ist  also  ein  sphärischer  Kegelschnitt. 

Die  nichtcentralen  Flächen  zweiten  Grades  können  durch  die 
allgemeine  Gleichung 

4)  ^a:*+^y*  =  2z 

ausgedrückt  werden,   derzufolge  die  Gleichung   der  Tangeutial- 
ebene  im  Punkte  xyz  ist : 

Axl-^  Byri  —  i=z. 
Eine  Senkrechte  vom  Scheitel  der  Fläche  (dem  Coordinatenanfauge) 
auf  die  Berührungsebene  schneidet  letztere  in  einem  Punkte  |o!/o5)' 
dessen  Coordinaten  sind: 

Äxz 

Byz 

'^'~  A^a^+B^y'+l' 

—  z 
^^  A^x^+B^y'+X 
Aus  diesen  Gleichungen  folgt  erstens 


5) 


.2  . 


ferner  unter  Rücksicht  auf  Nr.  4) 


multiplicirt  man  das  erste  Ergebniss  mit  H^q  und  vereinigt  e»  mit 
dem  zweiten ,  so  erhält  man  als  Gleichung  der  Fusspunktenfläcbe 

oder ,  wenn  a: ,  y ,  —  z  für  Jo  >  ^o »  £o  geschrieben  wird, 
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6^ 


(..  +  ^+,.), ^1(5  +  0. 


Hiernach  ist  für  die  Fusl^punktenüäche  des  elliptischen  Parabo- 
loides : 

und  des  hyperbolischen  Paraboloides : 

{x'  +  y'  +  z^)  z  =  i  (a^  —  by'). 
Die  auf  der  2  -  Achse  senkrechten  (horizontalen)  Querschnitte  der 
ersten  Fläche  sind  Ellipsen,  die  der  zweiten  Hyperbeln;  jeder  die 
z  -Achse  in  sich  enthaltende  Schnitt  ist  die  Fusspunktencurve  einer 
Parabel  (eine  Cissoide).  Schneidet  man  die  erste  Fusspunktcn- 
fläche  durch  eine  aus  dem  Halbmesser  r  beschriebene  Kugelfläche, 
so  genügt  jeder  Punkt  des  Schnittes  der  Gleichung 

r'z^^iax'  +  bff), 
d.  h.  geometrisch ,  es  lässt  sich  immer  ein  elliptisches  Paraboloid 
angeben,  welches  mit  der  Kugel  denselben  Schnitt  bildet  wie  jene 
Fusspunktenfläche ;    eine  ähnliche  Eigenschaft  besitzt  die  Fuss- 
punktenfläche  des  hyperbolischen  Paraboloides. 

§.  48. 

Schraubenlinie  und  Schranbenflache. 

I.  Wenn  die  Ebene  eines  gegebenen  Winkels  BAC  dergestalt 

um  einen  geraden  Kreiscylinder  herumgewickelt  wird,  dass  der 

eine  Winkelschenkel  AB  mit  einem  normalen  Querschnitte  des  Cy- 


Fig.  49. 


linders  zusammenfällt, 
so  beschreibt  der  an- 
dere Winkelschenkel 
AC  auf  der  Cylinder- 
fläche  eine  Curve,  wel- 
che die  Schrauben- 
linie genannt  wird; 
der  Halbmesser  desCy- 
linders  heisst  ihr  Eadius,  und  der  constante  Winkel  ihr  Steigungs- 
winkel. Um  die  Schraubenlinie  vollständig  zu  erhalten,  muss  man  sich 
den  gegebenen  Winkel  durch  seinen  Scheitelwinkel  ergänzt  und  die- 
sen gleichzeitig  mit  aufgewickelt  denken ;  die  Curve  erstreckt  sich 
daher  sowohl  auf-  als  abwärts  von  dem  normalen  Querschnitte  ins 
Unendliche.  Ferner  ist  zu  berücksichtigen ,  dass  jene  Umwicke- 
lung  auf  zwei  verschiedene  Weisen  —  rechts  herum  und  links 
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herum  —  goschelien 
kann,  dass  also  ans 
den  gegebenen  Daten 
(Steigungswinkel  nnd 
Kadius)  zwei  symme- 
trisch gleiche  Schrau- 
benlinien construirbar 
sind,  welche  man  durch 
die  Benennungen  rechtsgängige  und  linksgängige  Schraubenlinie  zn 
unterscheidan  pflegt;  die  Figur  zeigt  einen  Theil  der  letzteren, 
nebst  deren  Verticalprojection. 

Um  die  Gleichungen  der  Schraubenlinie  zu  erhalten,  nehmen  wir 
die  Cylinderachse  zur  r- Achse  eines  rechtwinkligen  Coordiuaten- 
systeraes,  dessen  ory- Ebene  mit  der  Ebene  des  genannten  norma- 
len Querschnittes  zusammenfallen  möge ;  den  Punkt  A,  in  welchem 
letztere  von  der  Schraubenlinie  getroften  wird ,  verbinden  wir  mit 
dem  Mittelpunkte  des  Querschnittes  durch  eine  Gerade,  und  wählen 
letztere  zur  Achse  der  x.  Der  Radius  OA  =  OB  sei  =r,  der 
Steigungswinkel  BAC  =  a.  Ist  nun  P  ein  beliebiger  Punkt  des 
Schenkels  AC  und  P'  seine  Projection  auf  den  Schenkel  ^^,  so 
kommt  bei  der  Aufwickelung  P'  so  auf  den  normalen  Querschnitt 
AP'  B  zu  liegen,  dass  der  Bogen  AP'  gleich  der  vorherigen  Gera- 
den AP'  wird;  die  Linie  P' P  dagegen  bleibt  gerade  und  fällt  auf 
eine  der  erzeugenden  Geraden  des  Cylinders.  Bezeichnen  wir  die 
drei  Coordinaten  des  Punktes  P  der  Schraubenlinie  mit  OL^=x^ 
LP'  =  PP"  =  y,  P'P^=LP"  =z  und  den  Bogen  AP'  mit  5, 
so  ist 

/  ,  s 

x  =  OP  cosAOP  =rcos — , 

r 

y^=:OP'  sinAOP'  =  r  sin  ~, 

r 

und  in  dem  ebenen  rechtwinkligen  Dreiecke  PAP' 

PP'  =  AP'  ,  tan  a  d.h.  z^=s  tan  a ; 

der  Werth  von  s ,  aus  der  letzten  Gleichung  in  die  vorhergehen- 
den substituirt,  giebt 


X- 


•r  cos 


rlancc^ 


•r  Sin 


r  tana 
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>ie  Grösse  r  (an  a  bedeutet  geometrisch  daHJ eilige  z  der  Schranben- 
nie ,  welches  für  s  —  rd.  h.  für  L^iOP'  =  -  57"  17'  44"  8  zum  Vor- 
:hein  kommt;  diese  bestimmte  und  für  jede  gegebene  Schrauben- 
nie  unveränderliche  Grösse  wollen  wir  den  Parameter  der  Curve 
ennen  und  mit  c  bezeichnen;  es  sind  jetzt 

1)  x^=r  cos  —  ,         y  =  r  sin  — 

ie  Gleichungen  der  Vcrticalprojectionen  der  Schraubenlinie, 
oraus  sich  noch 

2)  a:«  +  y«  =  r« 

Is  Gleichung  der  Horizontalprojection  findet.  Für  die  Schrauben- 
nie  entgegengesetzter  Drehung  (rechtsgängig)  ändert  der  Bogen  s 
Bin  Vorzeichen  und  die  Gleichungen  werden  daher 

2i)  x'^=r  cos  —^  y  =  —  r  sin  — ,         a*  +  y'  ==  r*. 

Nimmt  man  in  den  Gleichungen  1)  erst  2:  =  0  und  nachher 

=  Ttc,  so  erhält  man  im  ersten  Falle  o;  -=  +  r,   im   zweiten 

r  =  —  r;  bei  einem  halben  Umgange  steigt  also  die  Schrauben- 

inie  um  ttc,  bei  einem  ganzen  Umgange  um  27rc,  letztere  Grösse 

»flegt  man  daher  die  Hohe  eines  Schraubenganges  zu  nennen. 

Die  gerade  Verbindungslinie  zweier  Punkte  xyz  und  x^y^Zx 
[er  betrachteten  Curve  kann  durch  folgende  Gleichungen  darge- 
teilt werden 

4)    |-X=fL^a-t),  ,_y  =  ^(f_.), 

eobei  die  vorkommenden  Quotienten  kurz  MwxiiX  N  heissen  mögen; 
la  die  genannten  Punkte  der  Schraubenlinie  angehören,  so  ist 


-a-^r^r  l  cjos  —  —  cos  —  i 
VC  c  J 


2r  sin  ^ — -sin 


2c  2c 


y^_y^r  ysin  "^  —  sin  ^ J 

Zy+  z    .    z. 
=  —  2r  cos  '- sm 


2c.  2c     ' 

voraus  sich  ergiebt 

Anal.  Geom.  IL  16 
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.2:1  —  2 
,      Sin—-- — 
r     ,   Zi  +z  2c 

—  ^^  — :: 1 

c  2c       2,  —  z 

2c 

z^  —  z 


,    r        r,  +2  2c 

iV^  =  H C05  -~ 

c  2c       z,  —  z 


2c 
Lassen  wir  den  Punkt  a:,yi  Zj  dem  als  fest  gedachten  Punkte  xyz 
immer  näher  rücken ,  so  dreht  sich  die  Verbindungsgerade  (Se- 
cante)  um  den  ersten  Punkt  und  nähert  sich  mehr  und  mehr  der 
tangentialen  Lage ;  letztere  tritt  in  dem  Grenzfalle  x^  =  ar,  y,  =y, 
Zj  =  2  ein  und  diesem  entsprechen  gewisse  Grenzwerthe  Ton  M 
und  N,  welche  sich  aus  dem  bekannten  Satze  ergeben ,  dass  der 

Quotient  bei  verschwindenden  d  in  die  Einheit  tibergeht. 

Jene  Grenzwerthe  sind  demnach 

jm  —  = und  -| cos  —  =  -\ : 

c        c  c  c  c  c 

die  Gleichungen  4)  werden  jetzt  zu  den  folgenden 

5)    J_a:=-|(?-2),       ,_y=+^(J:— r). 

und  bestimmen  die  im  Punkte  xyz  Bin  die  Schraubenlinie  gelegte 
Tangente.    Aus  den  vorstehenden  Gleichungen  zieht  man  noch 

^  (5  —  ^)  +y{v  —  y)=^^ 

oder 

^  J  +  y^  =  a:*  +  y*  =  r«, 

d.  h.  geometrisch  die  Horizontalprojection  der  Tangente  berührt 

die  kreisförmige  Horizontalprojection  der  Curve,  wie  zu  erwarten 

war.    Die  Tangentenconstruction  ist  hiernach  sehr  einfach ;  in  der 

a:y- Ebene  legt  man  nämlich  durch  den  Punkt  P'  eine  Tangente 

an  den  mit  dem  Halbmesser  r  beschriebenen  Kreis,  in  der  a:z -Ebene 

zieht  man  durch  den  Punkt  P"  eine  Gerade,  welche  mit  der  ar-Achse 

c 
einen  Winkel  bildet,  dessen  trigonometrische  Tangente  = 

ist;  die  erhaltenen  Geraden  sind  die  Horizontal-  und  die  Vertical- 
projection  der  gesuchten  Tangente. 

Die  im  Berührungspunkte  der  letzteren  senkrecht  zu  ihr  ge- 
legte Ebene  heisst  die  Normalebene  im  Punkte  xy  z ;  aus  den  beiden 
genannten  Bedingungen  findet  man  leicht  als  deren  Gleichung 
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oder 


6) 


-f(S-^)+^('?-»)+f-J  =  0 


-e^^  +  Ä*'+f^-'' 


wonach  auch  die  direkte  Construction  der  Normalebene  (oder  ihrer 
Spuren)  sehr  leicht  ist. 

II.  Lässt  man  eine  Gerade  sich  so  bewegen ,  dass  sie  an  der 
Schraubenlinie  hingleitet  und  zugleich  die  Achse  der  Schrauben- 
linie   senkrecht    schneidet,    so    beschreibt   sie    eine    sogenannte 


Fig.  49. 


Schraubenfläche ;  in 
der  Figur  ist  NP  die 
bewegliche  Gerade  in 
einer  ihrer  Lagen.  Die 
Coordinaten  eines  be- 
liebigen Punktes  ilder 
beweglichen  Geraden 
(also  auch  der  Fläche) 
mögen  5,  i/,  J  und  x^y,z  die  Coordinaten  des  Punktes  P  heissen, 
in  welchen  sie  die  Schraubenlinie  schneidet ;  die  Gleichungen  der 
veränderlichen  Geraden  sind  in  diesem  Falle 

^  =  ^und?  =  z, 
setzt  man  die  Werthe  von  x  und  y  aus  Nr.  I)  ein,  so  ist 

17  ^  i 

JL  z=ztan  —  =  tan  — 
l  c  c 

die  Gleichung  der  Schraubenfläche,  wobei  im  Folgenden  wieder 

x,y,z  für  5,iy,  Jalso 


7) 


X  c 

geschrieben  werden  möge.    Bei  Zugrundelegung  der  rechtsgän- 
gigen Schraubenlinie  ergiebt  sich 

^  =  —  tan  — 
X  c 

als  Gleichung  der  entsprechenden  Schraubenfläche. 

Eine  Ebene,  welche  mit  der  Fläche  die  Punkte  xyz,  x^yz^ 

und  xyjZ,  gemein  hat,  wird  repräsentirt  durch  die  Gleichung 

■y)-a-^)-=o. 


8) 


"'(l-^)+?^(^' 


x^  —  x^"         '    •  yt  —  y 
wobei  für  jene  Punkte  die  Bedingungen 


16* 
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X  c  Xi  ex  c 

erfüllt  sein  müssen.    Unter  Benutzung  der  bekannten  Formel 

sin  (u  —  v) 

tan  u  —  (an  v  ==. ^^ 

cos  u  cos  V 

zieht  man  aus  jenen  Gleichungen,  indem  man  die  erste  von  der 

zweiten  und  von  der  dritten  subtrahirt 

.2:,  —  z 
sin 

—  y    '^ 


XyX 


y%  —  y 


cos  —  cos  — 
c         c 


stn- 


X  Z9  z 

cos  —  cos  — 
c         c 


dies  giebt  weiter 


cy  2', 

cos  —  cos 


-X  X,X  C  C  Z| 

5m- 


c 

z 


Zj Z  .      C  Z9  z 

=  4.  —  cos  —  Cos  — 

yi  —  y  oc       c        c 


C 

Lassen  wir  die  Punkte  xyz,  ^ly^i  ^^^  ^y%^i  zusammenrücken, 
so  geht  die  schneidende  Ebene  in  die  berührende  Ebene  über  und 

die  Quotienten  -^ ,  — erhalten  gewisse  Grenzwerthe,  die 

^1  —  ^   yz — y 

sich  aus  dem  Satze  ergeben,  dass  der  Quotient für  O=0znr 

sin  ^ 

EiiHieit  wird.    Die  betreffenden  Grenzwerthe  sind 

-?  G"*  7)' "°^  K'-"*  7)' 

oder,  wenn  cos  —  durch  tan  —  =  —  ausgedrückt  wird, 
c  c         X        ^  ' 


-  und  + 


x^  +y*  x^+y^ 

Die  Gleichung  8)  wird  jetzt 
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'^    (l-^)  +  zj^,('?-y)-(f-^)=o 


und  nach  gehöriger  Zusammenziohung 

cy  ex  1      

sie  bestimmt  die  Tangentialebene  im  Punkte  xyz.  Letztere  ist 
sehr  leicht  mittelst  der  Abschnitte  zu  construiren ,  welche  sie  auf 
den  Achsen  bildet. 

Aus  der  Gleichung  9)  findet  man  noch 

als  Gleichungen  der  im  Punkte  xyz  auf  der  Schraubenfläche  er- 
richteten Normalen. 


Zehntes  Capitel. 
Analytische  Projectionslehre. 


§.  49. 
Die  axonometrische  Projection. 

Wenn  es  darauf  ankommt,  räumliche  Gegenstände  durch  Zeich- 
nung in  einer  Ebene  graphisch  darzustellen ,  so  hat  man  bekannt- 
lich eine  doppelte  Wahl,  insofern  dazu  ebensowohl  die  Parallel- 
projection  als  die  perspectivische  Projection  benutzt  werden  kann. 
Die  Mittel  zur  Ausführung  der  Zeichnung  selbst  giebt  die  descrip- 
tive  Geometrie ,  deren  Kenntniss  wir  voraussetzen ,  sie  lassen  sich 
aber  auch  Unabhängig  von  dieser  entwickeln ,  wenn  man  die  Auf- 
gabe vom  analytischen  Gesichtspunkte  aus  ansieht,  wie  es  im  Fol- 
genden geschehen  soll. 


Fig.  50. 


Wir  denken  uns  einen  Punkt  P 
auf  ein  rechtwinkliges  Coordi- 
natensystem  bezogen  und  durch 
die  Coordinaten  ÖX=a:,  OM=y^ 
ON:=z  gegeben ;  das  ganze  Li- 
niensystem werde  rechtwinklig 
auf  eine  bestimmte  Ebene  proji- 
cirt  und  es  soll  nun  die  gegen- 
seitige Lage  der  Projectionen 
0\  Z',  M\  N\  P'  ermittelt  wer- 
den. Da  die  orthogonalen  Pro- 
jectionen zweier  parallelen  Ge- 
raden wiederum  parallel  sind, 
so    besteht   die    Projection   des 
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rwähnten  Linieusystemes  aus  zwölf  Greraden  (den  Projectionen 
er  zwölf  Kanten  des  aus  x^  y^z  construirten  Parallelopipedes), 
on  denen  je  vier  parallel  laufen,  und  es  ist  dieser  Liniencomplex 
Bstimmt,  wenn  man  die  drei  Geraden  ö'X'  =  a;',  ö'iüf' =y', 
'N'  =  z  und  die  von  ihnen  eingeschlossenen  Winkel  kennt. 
Bezeichnen  wir  die  Stellungswinkel  der  Projectionsebene  mit 
LLOQ  =  a,  LMOQ  =  ß,  LNOQ  =  y, 
id  die  Neigungswinkel  der  Achsen  OL^  OM,  OiV^  gegen  die  Pro- 
ctionsebene  mit  A ,  fi ,  1/ ,  so  ist  zunächst 

A  =  90«  — a,         ^  =  90«  — /5,         v  =  90<>  — y, 
ithin,  wenn  diese  Werthe  in  die  Formel 

COÄ*  a  +  cos^  ß  +  cos*  y  ==  l 
bstituirt  werden, 

- .  j       sin*  k  +  sin*  (i  +  sin*  v  =  1 , 

^  \      cos*  k+  cos*  11+  cos*  v  =  2. 

as  die  Grössen  von  x\  y,  z   anbelangt,  so  hat  man  unmittelbar 

2)  X  •=•  X  cos  A ,  y  ^=y  cos  (i,  z  -=:■  z  cos  V ; 
(i  die  zwischen  x\  y  z  liegenden  Winkel  zu  finden,  bedarf  es  nur 
ir  Erinnerung  an  den  bekannten  Satz ,  dass  die  Projection  einer 
enen  Fläche  auf  eine  andere  Ebene  gleich  der  ersten  Fläche, 
iltiplicirt  mit  dem  Cosinus  des  Winkels  zwischen  beiden  Ebenen 
;.  Wendet  man  ihn  der  Reihe  nach  auf  die  Dreiecke  LOM^LON^ 
ON  und  ihre  Projectionen  an  indem  man  berücksichtigt,  dass 
r  Winkel  zwischen  zwei  Ebenen  gleich  dem  Winkel  zwischen 
ren  Normalen  ist,  so  hat  man  als  Projectionen  jener  Dreiecks- 
chen : 

\xysin.v^       i^xzsin^i^       ^yzsinX\ 
rch  zwei  Seiten  und  den  eingeschlossenen  Winkel  ausgedrückt, 
id  die  nämlichen  Flächen  L' 0'  M\  L'  0'  N\  M'  0' N' : 

4  X  y  sin  {x  y),       ^  x  z  sin  {x  z) ,       ^yz  sin  (y  z) , 
d  aus  der  Vergleichung  der  gleichnamigen  Flächen  folgen  die 
»rmeln : 

sin  [x  y)  =-T^  sm  v ,      sin  (o;  2 )  =  -7-7  sin  fi , 
X  y  X  z 


3) 
er  auch ,  wenn  man  Alles  durch  A,  fc,  v  ausdrückt, 


sm  (y  z)  =  -Vt  stn  X , 
^^     ^       y  z 
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4) 


sin{xij)  = 


stn  V 


coskcos  fl^ 

sin  (t/'z)  = 


sin  (x  z')  : 
sink 


stn  fi 


cos  k  cos  V ' 


cos  |Li  cos  V 


Für  den  praktischen  Gebraucli  der  erwähnten  Projectionsmethode 
bedürfen  diese  Formeln  noch  einer  Modification;  in  der  Kegel  sieht 
man  nämlich  nicht  die  Winkel  A,  fi,  v  als  unmittelbar  bekannt  an, 
sondern  man  setzt  voraus,  dass  die  Projectionen  von  drei  gleichen 
auf  den  Achsen  abgeschnittenen  Strecken  (von  den  in  0  zusammen- 
treffenden Kanten  eines  Würfels)  gegeben  seien  und  berechnet 
hieraus  rückwärts  A,  ft,  v  und  die  Winkel  x' y,  x' z\  y  z\  Dies 
geschieht  auf  folgende  Weise.  Die  auf  jeder  Achse  abgeschnittene 
Strecke  sei  d  und  ihre  Projectionen  mögen  a\  b\  c  heissen;  die 
vorigen  Formeln  geben  dann  für  a:  =  y  =  z  =  c?  und  x'  =  a\ 
y  =  h\  z  =:^  c 

5)  a  =idcosk^         b'  =  dcos  fi,         c  =  d cos  v 
oder  wenn  man  quadrirt  und  addirt 

6)  a'«  +  y*  +  c*  =  2rf». 

Durch  Substitution  des  hieraus  folgenden  Wertbes  von  d  liefern 
die  vorhergehenden  Gleichungen  die  Werthe 

ay2 


7) 


cosk  = 


j/a^  +  b'^  +  c^' 
_  b'y2 

cos  fl  —  ^^'2  +  ^'2  +  ^-2» 

cy2 


cos  V  : 


ya«  +  6'«  +  c'«' 
an  welche  sich  die  nachstehenden  reihen : 


8) 


.  ,      ^A'  +  c'  — g' 
''''  =  Va-  +  b-  +  c-^ 

'''^=yä-  +  b-  +  c-^ 
_     /a^  +  b'^  —  c* 


sin  V 


(^  +  b'^  +  c  * 


Mit  Hülfe  dieser  Werthe  lassen  sich  die  Formeln  4)  durch  die  fol- 
genden ersetzen: 
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9)     \ 


,  ,  „       T/(a''  +  h'*  +  c'»)  («'«  +  6'»  —  c») 
m(a;y)= ^^r^;; ^ , 


sin  [x  2*)  = 


/(«  '  +  \i^  +  c^')  (r/'»  +  c  '  —  6^=^) 
2  a'c  ' 


.,n  (y  z  )  =^^ ^y^; 


Bemerkenswertli  ist  die  hieraus  folgende  leichte  Construction  der 
Winkel  xy\  xz\  yz\    Setzt  man  nämlich 

s(T  zeigen  die  nunmehrigen  Formeln 

,  ^       l/(a^  +  ^'^  +  c «)  («'«  +  6'*  —  c'^) 


cos  \B  = 


cosifÄ^= 


2  a  c'  ' 

j/ja^  +  ^^^  +  c  ^)  {b'^  +  c  ^  ^T^) 


!öV 


Fig.  51. 


dass  A,  B,  C  die  Winkel  eines 
Dreiecks  bilden,  dessen  Seiten 
«*,  ö'*,  c  *  oder  diesen  Grössen 
proportional  sind.  Dies  giebt 
folgendeConstruction:  überder 
grössten  von  den  Linien  a,  6',  aLJ^ 
c\  welche  c  =^AB  sein  möge,  ^ 
beschreibe  man  einen  Halb- 
kreis, trage  in  diesen  -^42)  =b' 
und  BE^=a  als  Sehnen  ein, 
fälle  auf  A  B  die  Senkrechten 
DF^  EG  und  beschreibe  aus 
den  Seiten  AB,  AF,  BG  das 
Dreieck^^C  Die  Seiten  des- 
selben sind 

AB=c\       AC=AF=K,       BC=:^BG=\,^ 

c  ^ 

und  stehen  in  den  Verhältnissen 

B C :  CA  :  AB  =  a^  :  b'^  :  c^ ', 

die  Winkel  des  Dreiecks  ABC  sind  folglich  die  vorhin  mit  A,  B^C 

bezeichneten  Winkel.    Die  Halbirungslinien  derselben  schneiden 
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sich  in  einem  Punkte  0'  und  zwar  ist  aus  naheliegenden  geometri- 
schen Gründen 

LA0'B=9(fi+iC,     LA0'C=9(f+iiB,     Z.  ^0'C=90»  +  ^^j 
trägt  man  also  von  0'  aus  auf  die  winkelhalbirenden  Geraden  die 
'  Strecken  O'A'  =  BE=  a\  O'B'  =  AD  =  h'  und  O'C  z==AB=c, 
so  hat  man  die  drei  Projectionen  von  d  der  Grösse  und  Lage  nach*). 
Sind  nun  die  Winkel  xy\  xz\  yz    durch  die  erwähnte  Con- 
struction  oder  durch  die  Formeln  9)  bestimmt  und  ebenso  die  Win- 
kel A ,  fi ,  V  mittelst  der  Formeln  7)  gefunden ,  so  dienen  die  Glei- 
chungen 2)  zur  Construction  der  Projection  jedes  beliebigen  Punktes 
Fiff  52  ^y^:,  indem  man  auf  der  Linie  O'A'  die 

Strecke  O'L'  =  x  abschneidet,  durch  L'  die 
Gerade  L'f/  fj  O'B'  und  gleich  O'M'  =y 
'  zieht  und  endlich  Q'P'  =  O'A^'  =  z'  paral- 

■"pVl  lel  zu  O'C  legt,  wobei  man  in  der  Praxis 

I      1  die  Berechnung  von  x\  y\  z  durch  den  Ge- 

\\      \jj       f  brauch  von  Maassstäben  umgeht,  deren  Ein- 
B^^^^r yjv"  heiten  sich  wie  1  :  cos  A  :  cos  fi :  cos  v  ver- 

halten. Man  ist  hierdurch  in  den  Stand  ge- 
setzt, alle  Ergebnisse  der  analytischen  Geometrie  in  einer  Ebene 
graphisch  darzustellen. 

Die  gewöhnlichsten  Verhältnisse  sind  folgende.  Für  a'  =  d* = c 

erhält  man  die  sogenannte  isometrische  Projection,  bei  welcher 

L  {xy')  =  L  {xz')  =  L  {yz)  =  120», 

;i  =  |it  =  v  =  35°15'52'' 

CO*  A  =  CO*  fi  =  C05  V  =  ^f  =  0,8165. 

Nimmt  man  zwei  der  Linien  a\  b\  c   gleich  und  giebt  der  dritten 


*)  £s  ist  nicht  ohne  Interesse,  das  Dreieck  ABC  oder  ein  ihm  ähn- 
liches in  der  ursprünglichen  Figur  nachzuweisen.  Denken  wir  uns  OL,  OM, 
ON  bis  zu  ihren  Durchschnitten  Lo,  Mg,  iVo,  mit  der  Projectionsebene  ver- 
längert, so  sind  LqMq,  LqNq,  MqNq,  die  Spuren  der  Ebenen  LOM,  LON, 
MON,  und  nach  dem  bekannten  Satze,  dass  die  Projection  einer  Geraden 
senlirecht  auf  der  Spur  ihrer  Normalebene  steht,  ist  O'Z/' J-  MoNq,  O'M'J- 
LqNo,  O'N'^LoMq,  mit  einem  Worte,  die  Geraden  0 'Z',  0'M\  O'N'  sind 
die  verlängerten  Höhen  des  Spurendreiecks  LqMqNq,  Nennen  wir  ü,  V,  W 
die  Fusspunkte  dieser  Höhen,  so  sind  0' L\  0' M\  O'N'  die  Winkelhalbi- 
rungslinien  des  Dreieckes  UVWxmdi  ausserdem  hat  man 

VWi  ÜW:  ^r=fl«:6'«:c« 
wie  man  durch  eine  leichte  Rechnung  findet,  sobald  0L=:.OMz=zON=^d 
und  O'L'  =  fl',  O'M'  ^  b\  O'N'  s=jc  gesetzt  werden. 
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ein  beliebiges  Verhältniss  zu  jenen,  so  heisst  die  Projetion  m  o  no  - 
dimetrisch;  eine  sehr  gewöhnliche  Wahl  ist 

d  =  c  ,         fc'  =  ^  rt  , 
woraus 

L(ary)  =  Z-(t/V)=13l°24'30",         Z.  (arV)  =  97Ml ', 
^  X  =  v.=  19°28',  fi  =  6lP52', 

cos  A  =  C05  V  =  ^1  =  0,9428,         cos  |ä  =  ^|-  =  0,4714. 
In  dem  allgemeinen  Falle  endlich,  wo  die  Grössen  a,  h\  c    von 
einander  verschieden  sind,  erhält  man  die  sogenannte  an  isome- 
trische Projection;  passende  Verhältnisse  hierzu  sind: 

sie  geben: 

L  (x'y)  =  157°  0',     Z-  {xz)  =  95Mr,     Z.  (yV)  =  107  M9' ; 
A  =  27^31',  fi  =  60^29',  v  =  9°50', 

cos  l  =  0,8868 ,  cos  II  ^=  0,4927  ,  co5  v  =  0,9853. 

Letzteres  Werthesystem  empfiehlt  sich  besonders  zum  Krystall- 
zeichnen ;  in  der  vorigen  Figur  sind  seine  Verhältnisse  eingehalten. 

§.  50. 
Frojectionen  von  Flächen. 
Denken  wir  uns  in  einer  beliebigen  Ebene  eine  willkürlich 
begrenzte  Figur  von  bekannter  Fläche  s  gezeichnet,  so  können 
wir  leicht  deren  Frojectionen  auf  drei  unter  einander  senkrechte 
Ebenen  finden;  wir  wählen  nämlich  letztere  zu  Coordinatenebenen, 
nennen  a^  /3,  y  die  Stellungswinkel  der  Ebene  von  s  und  bezeich- 
nen die  Frojectionen  von  s  auf  die  Ebenen  yz,  xz,  xy  der  Keihe 
nach  mit  a,  6,  c;  es  ist  dann 

1)  0  =  5  cos  er ,         b  =  s  cos  ß,         c  =  5  cos  y 

und  dabei  sind  die  Frojectionen  a,  6,  c  positiv  oder  negativ,  je- 
nachdem  die  Winkel  a,  |S,  /  spitz  oder  stumpf  ausfallen.  Die  Pro- 
jection von  s  auf  irgend  eine  vierte  Ebene,  welche  mit  der  Ebene 
von  s  den  Neigungswinkel  d'  bildet,  ist  ferner 

p==i  s  cos  d' 
und  wenn  man  cos  d'  durch  die  Stellungswinkel  der  Ebene  s  und 
durch  die  Stellungswinkel  A,  f*,  v  der  neuen  Ebene  ausdrückt ,  so 
hat  man  auch 

pz=  s  {cosa  C05A  +  cosß  cos(i  +  cosy  cosv) 
d.  i.  unter  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  1) 

2)  p=zacos  1  +  h  cos  ^i  -^  c  cos  v. 
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Diese  bemerkenswerthe  Formel  giebt  die  Projection  einer  Figur 
auf  eine  beliebige  Ebene ,  sobald  die  Projectionen  der  Figur  auf 
die  drei  Coordinatenebenen  bekannt  sind.  Hat  man  überhaupt 
verschiedene  nicht  in  einer  Ebene  liegende  Figuren  Sj,  s^,  «3...., 
deren  Projectionen  auf  die  Coordinatenebenen 

«1,61,  Cj;  «2»  ^2»  ^2;  «3,  63,  C3  u.  s.  w. 

heisscn  mögen,  so  kann  man  die  Formel  2)  auf  jede  derselben  an- 
wenden und  es  ergiebt  sich  durch  Addition  aller  so  entstehenden 
Gleicliungen 

Pi  +;>2+i>3+i>4  +  --- 
=  («i  +  ^2  +  «8  +  Ö4  +  •  •  •)  ^ö5  k 

+  (^1   +  ^2   +  ^8  +  ^4  +  •  •  •)  COS  fl 

+  (ci  +  c,  +  C3  +  C4  +  : . .)  cos  V 

oder  kürzer 

3)  P=AcosX  +  Bcosii+Ccosv] 

dabei  bezeichnet  A  die  Summe  der  Projectionen  aller  Figuren  auf 
die  Ebene  yz,  ebenso  B  die  Projectionssumme  auf  0:2:,  C  die  Pro- 
jectionssumme  auf  xy,  endlich  P  die  Projectionssumme  auf  die 
vierte  Ebene,  deren  Stellungswinkel  A,  (i,  v  sind. 

Die  Formel  3)  wollen  wir  benutzen ,  um  die  vorhandenen  Fi- 
guren auf  drei  neue  unter  einander  senkrechte  Ebenen  yz\  xV, 
xy  zu  projiciren ;  wir  haben  in  diesem  Falle  der  Reihe  nach  zu 
setzen : 

Pz=zA\         l  =  (xx),         fi^(xy),         v  =  {xz)] 
P=B',         k  =  (yx),  ii  =  {yy),         v  =  lyz)', 

P=C\         X  =  {zx),  ii  =  {zy),         v  =  (^';r); 

es  entstehen  so  folgende  drei  Gleichungen : 

A'  =  Acos  (x'x)  +  B  cos  {xy)  +  C  cos  (x'z) , 

4)  J  B'=  A  cos  (y  x)  +  B  cos  (yy)  +  C  cos  (j/ z) , 

C  =^A  cos,{z  x)  +  B  cos  (z'y)  +  C  cos  {z  z). 
Betrachtet  man  umgekehrt  die  Ebenen  yz\  x*z\  x'y  als  die  primi- 
tiven und  yz^  xz^  xy  als  die  secundären  Projectionsebenen ,  ver- 
tauscht also  die  accentuirten  Buchstaben  gegen  die  gleichnamigen 
nicht  accentuirten,  so  ist  entsprechend 

{A^=^  A'  cos  {xx')  +  B'  cos  {xy)  +  C  cos  (xz') , 
B^=A'  cos  (yx)  +  B'  cos  (yy)  +  C  cos  (yz) , 
C  =  A'  cos  (zx)  +  B'  cos  (zy)  +  C  cos  (zz). 
Zwischen  den  Cosinus  der  neun  vorkommenden  Winkel  finden  die 
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schon  in  §.  25  unter  Nr.  2,  3,  5  und  6  erwülinten  Beziehungen  statt, 
mittelst  welcher  man  sehr  leicht  zu  der  folgenden  Relation  gelangt 

6)  A'^  +  B'^  +  C*  =  A^+B^  +  C«; 

hierin  liegt  der  bemerkenswerthe  Satz,  dass  die  Quadratsumme 
der  Projectionen  aller  Figuren  auf  drei  unter  einander  senkrechte. 
Ebenen  constant  bleibt,  mithin  von  der  Lage  jener  Ebenen  unab- 
hängig ist. 

Aus  Nr.  6)  folgt : 

7)  C  =y  A""  +  B^  +  C^  —  A'^  —  B'^ 

und  hier  erhält  C  offenbar  seinen  grössten  Werth  für  A'  =  0  und 
B'  =  0,  was  letzteres  aus  dem  Grunde  möglich  ist,  weil  A'  und  ß' 
Aggregate  aus  einzelnen  Projectionen  sind,  die  eben  sowohl  posi- 
tiv als  negativ  sein  können;  der  Ausdruck 

8)  C  =  -/A^+B^+C^ 

giebt  in  diesem  Falle  den  grössten  Werth  an,  welchen  die  Ge- 
sammtprojection  aller  Figuren  auf  eine  Ebene  (oc'y)  überhaupt 
erhalten  kann.  .Um  die  Lage  dieser  Ebene  zu  bestimmen ,  substi- 
tuiren  wir  die  Werthe  A'  =0,  B'  ==  0  in  die  Gleichungen  5)  und 
bezeichnen  die  Stellungswinkel  der  Ebene  x't/\  um  die  es  sich  nur 
noch  handelt,  kurz  mit  «',  ß',  /;  dies  giebt 

9)  A=:C'cosa\     B  =  C'cosß\     C=C'cosy\ 

mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  8)  folgen  hieraus  die  Werthe 

A 


10) 


cos  a  = 


yj^'  +  B^  +  C^' 

cosß'=  --===, 
yA^'+B^+C^ 

C 


cos ' 


yA^+B^  +  C^' 

und  damit  ist  die  Stellung  derjenigen  Projectionsebene  bestimmt, 
für  welche  die  Summe  der  Projectionen  aller  gegebenen  Figuren 
ihren  Maximalwerth  erreicht. 

Projicirt  man  dieselben  Figuren  noch  auf  eine  andere  von 
der  vorigen  verschiedene  Ebene,  deren  Stellungswinkel  A,  (i,  v 
sind,  so  hat  man  wie  früher 

Pz=z  Acosl  -^  B  cos  ^■\'  C  cos  v 
und  durch  Substitution  der  in  Nr.  9)  angegebenen  Werthe 
P=  C'  {cos  a  cos  X  +  cos  ß'  cos  (i  +  cos  y  cos  v) 
oder  kurz 
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11)  p=yA*+B^  +  c^cose, 

wo  S  den  Neigungswinkel  der  beliebigen  Ebene  gegen  die  Ebene 
der  grössten  Projectionssumme  bedeutet.  Die  Gleichung  11)  lässt 
unmittelbar  erkennen ,  dass  die  Projectionssumme  P  für  alle  Ebe- 
nen dieselbe  bleibt,  welche  gegen  die  Ebene  der  grössten  Projec- 
tionssumme denselben  Neigungswinkel  S  bilden.  Für  6  =  9(y 
wirdP  =  0,  also  verschwindet  die  Projectionssumme  für  alle  zu 
jener  Ebene  senkrechten  Ebenen. 


Fig.  53. 


§.  51. 

Die  perspectivische  Projection. 

Es  sei  eine  feste  Ebene  0  Q  und  vor  derselben  ein  fester  Punkt 

A  gegeben ;  zieht  man  von  diesem  aus  nach  jeden  beliebigen  hinter 

der  Ebene  liegenden  Punkte  P  eine  Gerade  APy  welche  die  Ebene  in 

einem  bestimmten  Punkte  11  schnei- 
det, so  heisst  bekanntlich  11  die  per- 
spectivische Projection  von  P  in  Be- 
ziehung auf  A  als  Projectionscen- 
trum.  Wir  stellen  uns  nun  die  Auf- 
JP'  gäbe ,  die  Lage  von  11  in  der  festen 
Ebene  (Projectionsebene)  zu  finden, 
wenn  die  Lagen  von  A  und  P  gegen 
jene  Ebene  bekannt  sind. 
Die  Projectionsebene  OQ  sei  die  Ebene  a:z,  eine  durch  A  senk- 
recht zu  ihr  gelegte  Ebene  A'AA"  die  Ebene  yz;  auf  dem  Durch- 
schnitte beider  Ebenen  (der  z  -  Achse)  wählen  wir  den  Coördinaten- 
anfang  0  willkürlich  und  legen  durch  ihn  die  Coordinatenebene 
xy  senkrecht  zur  z- Achse.  In  Beziehung  auf  dieses  rechtwinklige 
Coordinatensystem  bezeichnen  wir  die  Coordinaten  von  A  mit  0, 
OA'^=gy  OA"  =  h,  und  die  von  P  mit  OLz=ix,  LP' =  —  y, 
P'P  =  z ;  sind  ferner  J,  i;,  f  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punk- 
tes der  Geraden  AP,  so  haben  wir  als  Gleichungen  der  letzteren 


1) 


y  +  9 1  f  j.  * 


l  +  Ä, 


und  daraus  erhalten  wir  für  i;  =  0  die  Coordinaten  von  12,  welche 
On'  =  ^,  il'il=f  heissen  mögen.  Die  erste  Gleichung  liefert 
unmittelbar  |,  die  zweite  f  wenn  man  den  Werth  von  §  substituirt; 
die  resultirenden  Formeln  sind : 
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Hieran  knüpft  sich  von  selbst  die  Bestimmung  der  Projection 
einer  beliebigen  geraden  oder  krummen  Linie ;  man  hat  nämlich 
in  diesem  Falle  zwei  Gleichungen  zwischen  or,  y,  z,  verbindet  man 
sie  mit  den  vorigen,  so  lassen  sich  x,  y,  z  eliminiren  und  die  übrig 
bleibende  Gleichung  zwischen  |  und  f  bestimmt  die  Projection  der 
Linie.    Einige  Beispiele  hierzu  sind  folgende. 

Für  eine  Gerade  im  Räume  hat  man 

3)  yz=iBx  +  b,         z=zCx  +  c 

mithin 

A\        fc  =  __lf^__         o^(^^  +  C9)x  +  bh  +  cg 
)        5       Bx  +  b+g'       ^  Bx  +  b  +  g 

und  durch  Elimination  von  x 

5)  [B{c-h)  —  C{b  +  g)]^  +  {b+g)t=bh  +  cg. 
Die  perspectivische  Projection  einer  Geraden  ist  demnach  wieder 
eine  Gerade,  doch  findet  dabei  die  Eigenthümlichkeit  statt ,  dass 
die  letztere  Gerade,  insoweit  sie  wirklich  durch  Prrojection  ent- 
steht ,  nur  eine  endliche  Ausdehnung  erlangt ,  wenn  auch  die  ur- 
sprüngliche Gerade  sich  hinter  der  Bildebene  ins  Unendliche  er- 
streckt.   Giebt  man  nämlich  den  Formeln  4)  die  Gestalt 

bh  +  cg 


Bb+Cg  + 


5  =  -^:^>       f=- 


B+'J:!'  B  +  '^-±i 

X  X 

und  lässt  X  ins  Unendliche  wachsen ,  so  nähern  sich  |  und  J;  den 
Grenzen 

und  nun  sind  die  endlichen  Grössen  f»,  f»  die  Coordinaten  der 
Projection  des  unendlich  entfernten  Endpunktes  der  gegebenen 
Geraden.  Da  ferner  in  den  Formeln  6)  die  Grössen  b  und  c  nicht 
mehr  vorkommen,  so  bleiben  1»  und  ^^  unveränderlich  für  alle 
Geraden,  welche  durch  dieselben  B  und  C  und  beliebige  6,  c  be- 
stimmt sind.  Geometrisch  heisst  dies:  die  perspectivischen  Pro- 
jectionen  eines  Systemes  paralleler  Goraden  vereinigen  sich  in 
einem  Punkte  (|»foo);  jeder  solche  Punkt  heisst  der  Flucht- 
punkt des  entsprechenden  Farallelensjstemes.  —  Sin4  z.  B.  die 
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Geraden  in  der  a:y- Ebene  enthalten  und  senkrecht  zur  o:- Achse, 
so  hat  man  /?  =  /aw  90°  =  QO  ,  C  =  0,  mithin 

5»  =  0,  ?oo  =  Ä; 

die  Projecticfnen  aller  in  der  a:y- Ebene  auf  der  a:- Achse  senk- 
rechten Geraden  laufen  daher  im  Punkte  A'\  dem  sogenannten 
Augenpunkte,  zusammen.  Liegen  zweitens  die  Geraden  in  der 
a:y- Ebene  unter  einem  Winkel  von  45°  gegen  die  a;- Achse,  so 
hat  man  i9  =  ton  45  °  =  1 ,  C  =  0 ,  folglich 

l»  =  fl'>  ?»  =  Ä? 
der  Fluchtpunkt  des  betreffenden  Parallelensystemes  befindet  sich 
also  auf  der  Geraden  A"0 //  OL  in  der  Entfernung  g  vom  Augen- 
punkte; man  pflegt  ihn  den  Distanzpunkt  zu  nennen.  Wenn 
drittens  die  Geraden  die  Richtung  einer  Würfeldiagonale  haben, 
wie  dies  bei  perspectivischen  Schattenconstructionen  vorkommt, 
sobald  man  sich  die  Lichtstrahlen  von  der  Linken  zur  Rechten 
einfallend  denkt,  so  gelten  die  Werthe  iP  =  ton  45°  =  1 ,  C=  ton 
135°  =  —  1 ,  woraus 

Sa.  =  ö'»         S»  =  Ä  —  g. 
Als  zweite  Anwendung  diene  die  Bestimmung  der  perspecti- 
vischen Projection  eines  in  der  ary-  Ebene  liegenden  Kreises.    Man 
hat  für  diesen  Fall 

7)  {x-ay+{y—by  =  r^,         z  =  0; 
aus  den  Formeln  2)  erhält  man  wegen  z  =  0 

^-_  *s        „_  ffi 

und  durch  Substitution  dieser  Ausdrücke  in  die  Kreisgleichung 
f      hn'+y+{b  +  gy—r^]i'+2ahH 

8)  ^_2a?i^i—'2[a^  +  b{b  +  g)  —  r']ht+{a^  +  b^  —  r^)h^=0. 
Der  blosse  Anblick  dieser  Gleichung  lehrt,  dass  die  Projection  im 
Allgemeinen  ein  Kegelschnitt  ist  und  zwar  eine  Ellipse ,  Parabel 
oder  Hyperbel,  jenachdem  b  +  g  grösser,  gleich  oder  kleiner  als  r 
ist.  Für  die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  der  Projection  findet 
man  leicht: 

a{b  +  g)g  [b{b  +  g)-r^]h 

^~-{b  +  9r-r''  ^~      {h-^gf—r^     ' 

bezeichnet  ferner  g)  den  Winkel,  welchen  irgend- eine  der  Haupt- 
achsen mit  der  o?- Achse  einschliesst,  so  erhält  man: 

Iah 


tan  2  OD  = 


h'  —  ia'  +  ib  +  gy-r'] 
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Dieser  Ausdruck  ist  leicht  zu  construiren;  bildet  man  nämlich  aus 
den  drei  Seiten 

«>         V{f>  +  9y  —  r\         h 
ein  Dreieck  und  errichtet  die  zur  Seite  a  gehörende  Höhe,  so  theilt 
letztere  die  Seite  a  in  zwei  Theile  und  zwar  ist  der  an  der  Seite 
j/{b  -(-  qY  —  r*  liegende  Abschnitt 

j^^ci'  +  if^  +  gy  —  r'  —  h' 

mithin  • 

h 
tan  2  0)  =  —  —  ) 

K 

woraus  eine  einfache  Construction  für  w  folgt. 

Soll  die  Projection  zu  einem  Kreise  werden,  so  muss  der 
Coeflicient  von  |f  verschwinden  und  der  Coefficient  von  §^  gleich 
dem  von  5^  sein ;  diese  Bedingungen  lauten : 

a  =  0,  h'  =  {g  +  by  —  r^. 
Die  erste  giebt  zu  erkennen,  dass  der  Mittelpunkt  des  Kreises  in 
einer  Verticalebene  (yz)  mit  dem  Projectionscentrum  liegen  muss, 
die  zweite  Bedingung  enthält,  wenn  man  sich  g  und  h  als  verän- 
derlich denkt,  den  bemerkenswerthen  Satz,  dass  alle  Projections- 
centra,  von  welchen  aus  gesehen  der  gegebene  Kreis  wiederum 
als  Kreis  erscheint,  auf  einer  gleichseitigen  Hyperbel  liegen,  deren 
Halbachse  r  und  deren  Scheitel  der  Coordinatenanfang  ist. 

Wir  haben  endlich  noch  zu  erörtern ,  was  man  unter  der  per- 
spectivischen  Projection  einer  Fläche  verstehen  soll.  Denkt  man 
sich  von  dem  Projectionscentrum  aus  an  die  Fläche  alle  möglichen 
Tangenten  gezogen,  so  bilden  diese  in  ihrer  stetigen  Aufeinander- 
folge eine  Kegelfläche ;  letztere  wird  von  der  Projectionsebene  in 
einer  bestimmten  Curve  geschnitten  und  diese  muss  nun  als  per- 
spectivische  Abbildung  der  ursprünglichen  Fläche  gelten.  —  Um 
hiervon  eine  Anwendung  auf  die  Projection  der  Kugelfläche  zu 
machen,  sei 

{a:  —  ay  +  {y  +  by  +  {z-cf^r' 
die  Gleichung  dieser  Fläche;   irgend  eine  durch  das  Projections- 
centrum gehende  Gerade  wird  durch  die  Gleichungen 

9)  rj  =  P^  +  g,         ^=Q^  +  h 

ausgedrückt  und  berührt  die  Kugelfläche ,  wenn  die  Bedingung 


Anal.  Geom.  II.  17 
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erfüllt  ist,  wie  man  am  leichtesten  mittelst  der  Bemerkung  findet, 
dass  der  Abstand  einer  Tangeute  vom  Kngelmittelpunkte  jeder- 
zeit dem  Kugellialbmesser  gleich  sein  miiss.  Eliininirt  man  P  und 
Q  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen,  indem  man  die  Werthe 

I  '     ^      I 

in  Xr.  10)  einsetzt,  so  charakterisirt  die  none  Gleichung 

11)  {^^U'in-9)  +  {ü+ '>) I]'  +  [" it-f')  +  {h ~ c) ip 

1  +[(A-c)(r,-i/) -(</+/.)  (?-A)f     - 

diejenige  Kegelflächo,  welche  ihren  Mittelpunkt  im  Projectioiis- 
centrum  hat  und  ausserdem  die  gegebene  Kugel  berührt  (die  pro- 
jicirende  Kegelfläche).  Die  Gleichung  der  Kugelprojection  ergiebt 
sich  hieraus  für  i^  =  0,  nHmlich 

r  r'{^  +  9'  +  i'] 

12)  <^  =[-«!?+ (!7  +  ft)l?  +  [«a-A)+(A  —  c)|]« 
[  +[^(Ä_c)  +  (^  +  6)(f-Ä)]', 

und  diese  Gleichung  lasst  erkennen ,  dass  die  Projection  der  Ku- 
gelfläche im  Allgemeinen  eine  Ellipse  ist,  welche  nur  in  dem  spc- 
ciellen  Falle  « =:=  0  und  c  =  Ä  zu  einem  Kreise  werden  kann. 


Verbesserungen. 

S.   25  Formel  7)  statt  {^  ~  ^'  fies  ^LnZi 
n-fi  h—h' 

„    41  Z.  10  V.  u.  statt  wir  lies  wie. 
„    08   „     0  V.  o.  statt  Gerade  lies  Kbene. 
„111  Formel  5)  statt  t^  {xv ,  z,)  lies  '^  (yi  ,  z,). 
„  210  Fig.  45  statt  P  lies  Pq, 


Druck  von  ß.  G.  Teubncr  In  Dresden. 


p 


m 


